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P1. Ejemplos simples

Calcule la conjugada de Fenchel de las siguientes funciones:

a) f : R→ R ∪ {+∞} definida por f(x) :=
1

x
+ I(0,+∞)(x).

b) f : Rn → R ∪ {+∞} definida por f(x) := −
n∑

i=1

log cosxi + I(−π
2 ,π2 )(xi).

P2. Inf-convolución de funciones convexas

Sean f, g : X → R ∪ {+∞} dos funciones convexas y propias. Se define la inf-convolución (o suma epigráfica)
de f y g como la función f2g : X → R ∪ {+∞} definida, para todo x ∈ X, por

(f2g)(x) = ı́nf
y∈X
{f(y) + g(x− y)} (1)

a) Pruebe que (f2g) es convexa y que dom(f2g) = dom f + dom g.

b) Pruebe que epis(f2g) = epis(f) + epis(g), donde epis(ϕ) := {(x, α) ∈ X × R : ϕ(x) < α}.
c) Pruebe que (f2g)∗ = f∗ + g∗.

d) Sea A ⊂ X un subconjunto convexo no vaćıo de X. Pruebe que

f(x) = d(x,A) = (iA2‖ · ‖)(x)

y calcule f∗.

P3. Funciones de penalización.
Sea F : Rn → R una función continua y coercitiva ( i.e. ĺım

‖x‖→+∞
F (x) = +∞ ).

a) Muestre que para todo subconjunto K no vaćıo y cerrado de Rn existe xK ∈ K tal que F (xK) =
ı́nf{F (x) : x ∈ K}.

b) Muestre que si F es estrictamente convexa y si K es convexo, entonces xK es único.

c) Sea C un subconjunto convexo, cerrado y no vaćıo de Rn. Sea φ : Rn → R+ convexa, tal que φ(x) = 0 ssi
x ∈ C. Para cada n ∈ N, definimos Fn por

∀x ∈ Rn, Fn(x) = F (x) + nφ(x)

suponemos que F es estrictamente convexa.

1) Muestre que existe un único xn ∈ Rn tal que

Fn(xn) = ı́nf{Fn(x) : x ∈ Rn}.

2) Estudie la convergencia de la sucesión (xn)n∈N.
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