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Avant propos

Les mécanismes de régulation et d’adaptation sont largement répandus dans la
nature. Chez les organismes vivants, ils assurent le maintien de certaines variables
essentielles comme le taux de sucre, la température, . . . En ingénierie également les
mécanismes d’asservissement et de recalage ont une longue histoire. Au temps des
romains les niveaux d’eau dans les aqueducs étaient pilotés par un système complexe
de vannes.

Les développements modernes ont débuté au 17ème siècle avec les travaux du
savant hollandais Huyghens sur les horloges à pendules. Il était alors très impor-
tant pour la marine de Louis XIV d’embarquer sur les bateaux des horloges les plus
précises possible. La mesure du temps intervenait de façon cruciale dans les calculs
de position. Huyghens s’est ainsi intéressé à la régulation en vitesse des horloges. Les
idées élaborées par Huyghens et bien d’autres comme le savant anglais Robert Hooke
furent utilisées dans la régulation en vitesse des moulins à vent. Une idée centrale fut
alors d’utiliser un système mécanique à boules tournant autour d’un axe et dont la
rotation était directement proportionnelle à celle du moulin. Plus les boules tournent
vite et plus elles s’éloignent de l’axe. Elles actionnent ainsi par un système de renvois
ingénieux les ailes du moulin de façon à réduire le couple dû au vent. En langage
moderne, il s’agit d’un régulateur proportionnel.

La révolution industrielle vit l’adaptation par James Watt du régulateur à boules
pour les machines à vapeur. Plus les boules tournent vite, plus elles ouvrent une
soupape qui laisse s’échapper la vapeur. La pression de la chaudière baissant, la vi-
tesse diminue. Le problème était alors de maintenir la vitesse de la machine constante
malgré les variations de charge. Le mathématicien et astronome anglais Georges Airy
fut le premier à tenter une analyse du régulateur à boules de Watt. Ce n’est qu’en
1868 que le physicien écossais James Clerk Maxwell publia une première analyse
mathématique convaincante et expliqua ainsi certains comportement erratiques ob-
servés parmi les 75 000 régulateurs en service à cet époque. Ses travaux furent le point
de départ de nombreux autres sur la stabilité, sa caractérisation ayant été obtenue
indépendamment par les mathématiciens A. Hurwitz et E.J. Routh.

Durant les années 1930, les recherches aux “Bell Telephone Laboratories” sur les
amplificateurs sont à l’origine d’idées encore enseignées aujourd’hui. Citons par exem-
ple les travaux de Nyquist et Bode caractérisant à partir de la réponse fréquentielle
en boucle ouverte celle de la boucle fermée. Pendant la seconde guerre mondiale, ces
techniques furent utilisées et très activement développées en particulier lors de la mise
au point de batteries anti-aériennes. Le mathématicien Nobert Wiener a donné le nom
de “cybernétique” à toutes ces techniques.

Tous ces développements se faisaient dans le cadre des systèmes linéaires avec
une seule commande et une seule sortie : on disposait d’une mesure sous la forme
d’un signal électrique. Amplifié, filtré et convenablement traité, ce signal devenait
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alors un signal de contrôle. Ce n’est qu’après les années 50 que les développements
théoriques et technologiques (calculateurs numériques) permirent le traitement des
systèmes multi-variables linéaires et non linéaires avec plusieurs entrées et plusieurs
sorties. Citons les contributions de Rudolf Kalman avec la théorie de l’automatique en
variable d’état et du filtrage, de Richard Bellmann avec la programmation dynamique,
et l’école de L. Pontryagin avec le principe du même nom pour la commande optimale.

Ces contributions continuent encore aujourd’hui à alimenter les recherches en
théorie des systèmes. L’objectif de ce cours est de souligner le lien entre les apports
théoriques et les applications. Partant de ces dernières, nous développons au fil des
chapitres les concepts fondamentaux de l’automatique et de la commande optimale,
sans négliger les aspects concrets et l’illustration sur des exemples.

Frédéric Bonnans et Pierre Rouchon
Février 2005
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2.4.5 Robustesse par rapport à la dynamique rapide du courant . . . 41
2.4.6 Boucle rapide et contrainte de courant . . . . . . . . . . . . . . 43
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4.2.1 Matrice de commandabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
4.2.2 Invariance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
4.2.3 Un exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
4.2.4 Critère de Kalman et forme de Brunovsky . . . . . . . . . . . . 100
4.2.5 Planification et suivi de trajectoires . . . . . . . . . . . . . . . 103
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5.2 Inversion et découplage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
5.2.1 Un exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138
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7.6 Synthèse P.I.D., avance et retard de phase . . . . . . . . . . . . . . . . 174
7.7 Loop shaping . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 177
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8.3 Coercivité de la fonction potentiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182
8.4 Critère de Popov et critère du cercle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183
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5.1 Châınes de Markov commandées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

5.1.1 Quelques exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
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Chapitre 9

Temps minimal : systèmes
linéaires

9.1 Introduction

Lors de la conception du transfert d’un système dynamique commandé vers un
point de l’espace d’état, il est nécessaire de prendre en compte plusieurs critères, en
général en conflit les uns avec les autres, dont les principaux sont :
- Le temps de transfert,
- L’énergie dépensée,
- L’écart par rapport à une trajectoire de référence,
- La robustesse par rapport à des perturbations,
- La complexité du problème de calcul de la commande,
- La simplicité de mise en œuvre en temps réel.

Les poids respectifs de ces critères dépendent de chaque application. Dans les
chapitres suivants, nous allons nous concentrer sur le problème de transfert en temps
minimal.

Le plan du chapitre est le suivant. Nous discutons l’exemple du problème d’alu-
nissage en section 1.2. L’existence de solutions est analysée en section 1.3, et les con-
ditions d’optimalité en section 1.4. Enfin la théorie est appliquée à plusieurs exemples
en section 1.5.

9.2 Un problème d’alunissage

Dans sa phase finale, et en négligeant la gravité, une manœuvre d’alunissage peut
se modéliser par l’équation

ḧ(t) = m−1u(t), t ≥ 0, (9.1)
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où h est l’altitude, m > 0 la masse de l’engin, et u la poussée nette (après déduction
de la pesanteur). On notera v := ḣ, et on impose la contrainte u(t) ∈ [−1, 1] à tout
instant. Le problème est d’amener l’engin à vitesse et altitude nulle en un temps
minimal.

La situation physique est celle où l’altitude initiale est positive. La solution intui-
tive est de fixer d’abord u = −1 pour se rapprocher le plus vite possible de la cible,
jusqu’à atteindre un point où on commute à u = 1 (freinage maximum).

Nous allons résoudre graphiquement ce problème de transfert par une commande
ne prenant que les valeurs ±1, et changeant de signe au plus une fois. La théorie
développée ultérieurement permettra de montrer que que pour ce problème, ces com-
mandes réalisent le transfert en temps minimal (voir la remarque 1.31).

Soit (h0, v0) la condition initiale. Calculons d’abord les commandes permettant
d’atteindre la cible avec une commande constante égale à ±1. Si u(t) vaut 1 pour
tout t ≥ 0, alors

h(t) = h0 + tv0 + 1
2 t2, v(t) = v0 + t, t ≥ 0. (9.2)

La trajectoire atteint la cible au temps T > 0 ssi v0 = −T et h0 = 1
2T 2. Si u(t) vaut

−1 pour tout t ≥ 0, alors

h(t) = h0 + tv0 − 1
2 t2, v(t) = v0 − t, t ≥ 0. (9.3)

La trajectoire atteint la cible au temps T > 0 ssi v0 = T et h0 = − 1
2T 2. Les deux

demi paraboles sont tracées en trait plein sur la figure 1.1.
Si la condition initiale se trouve sous la courbe en traits pleins, la trajectoire

obtenue avec u = 1 permet d’atteindre le lieu des point pouvant être transférés à 0
par une commande égale à −1 ; si la condition initiale se trouve au dessus, la trajectoire
obtenue avec u = −1 permet d’atteindre le lieu des point pouvant être transférés à 0
par une commande égale à 1. Il est facile de vérifier que toutes les commandes égales
à ±1 et changeant de signe au plus une fois sont de ce type.

La courbe en traits pleins est le lieu de changement de signe ; elle partage l’espace
d’état en deux zones où la commande est constante. Nous avons réalisé (comme cela
sera justifié ultérieurement) la synthèse, c’est à dire le calcul de la commande optimale
en tout point de l’espace d’état : la commande s’exprime comme fonction de retour
d’état, ou feedback

u(h, v) =

⎧⎨
⎩

1 si v ≤ 0 et h ≤ 1
2v2,

1 si v > 0 et h < − 1
2v2,

−1 sinon.
(9.4)

9.3 Existence de solutions

9.3.1 Position du problème

Considérons le système dynamique linéaire

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t); t ≥ 0, x(0) = x0, (9.5)



9.3. EXISTENCE DE SOLUTIONS 189

-0.16 -0.12 -0.08 -0.04 0 0.04 0.08 0.12 0.16

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Fig. 9.1 – Trajectoires en temps minimal

avec x(t) ∈ IRn, u(t) ∈ IRm, et A et B de taille respectivement n × n et n × m. La
commande, fonction mesurable IR+ → IRm, doit respecter une contrainte du type

u(t) ∈ U, p.p. t ≥ 0, (9.6)

où U est un ensemble convexe, compact et tel que1 0 ∈ intU . On appellera solution
de (1.5) toute fonction x(t) continue en temps, à valeurs dans IRn, telle que

x(t) = x0 +
∫ t

0

[Ax(s) + Bu(s)]ds, pour tout t > 0. (9.7)

On peut vérifier (par le même argument de point fixe contractant que dans le cas de
seconds membres continus) que (1.5) possède une solution unique.

Soit C une partie convexe fermée et non vide de l’espace d’état IRn, appelée la
cible. On considère le problème de transfert en temps minimal d’un état initial x0 �∈ C
donné à la cible :

Inf
(x,u,T )

T ; x(T ) ∈ C; x(0) = x0; (x, u) satisfont (1.5)-(1.6). (9.8)

1On notera int U l’intérieur de U , défini comme l’ensemble des u ∈ U tels que, pour ρ > 0 assez
petit, la boule B(u, ρ) de centre u et rayon ρ est contenue dans U .
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Remarque 9.1 La présence de la contrainte sur la commande est essentielle. En
effet, si le système est commandable, le transfert de x0 à un point quelconque de la
cible est possible en un temps arbitrairement petit en l’absence de cette contrainte.

On dira que le problème en temps minimal (1.8) est réalisable s’il existe une
commande transférant l’état initial à la cible. Le temps minimal noté T (x0) est la
valeur de l’infimum dans (1.8), et vaut par définition +∞ si le problème n’est pas
réalisable.

On dit que la commande ū, fonction mesurable de [0, T (x0)] à valeurs dans U p.p.,
est une commande en temps minimal si elle réalise le transfert de l’état initial à la
cible.

Rappelons la formule

x(t) = etAx0 +
∫ t

0

e(t−s)ABu(s)ds, t ≥ 0, (9.9)

où eA :=
∑∞

i=0 Ai/i!. Etant donnés t ≥ 0 et x0 ∈ IRn, on désigne par R(t, x0)
l’ensemble des états accessibles au temps t en partant de x0 au temps t = 0. Autrement
dit,

R(t, x0) =
{

etAx0 +
∫ t

0

e(t−s)ABu(s)ds; u(s) ∈ U, p.p. s ∈ [0, t]
}

. (9.10)

Soit T > 0. On vérifie facilement que ∪0≤t≤TR(t, x0) est borné. Il est clair que
R(T, x0) est convexe ; les propriétés de fermeture sont étudiées dans la section suivante
à l’occasion de l’analyse de l’existence de solutions pour le problème (1.8).

9.3.2 Résultats d’existence

Théorème 9.2 Si le problème en temps minimal (1.8) est réalisable, alors il existe
une commande optimale.

La démonstration du théorème nécessite un résultat d’analyse fonctionnelle que
nous admettrons (voir Brézis [19]) :

Lemme 9.3 Soit E une partie convexe fermée d’un espace de Hilbert F . De toute
suite bornée {ei} dans E, on peut extraire une sous suite {ej}j∈J qui converge faible-
ment vers un certain ē ∈ E, au sens où, pour toute forme linéaire continue L sur F ,
on a limj∈J L(ej) = L(ē).

Lemme 9.4 Soient τ̄ > 0, τk → τ̄ , et xk ∈ R(τk, x0). Alors tout point d’adhérence
xd de {xk} appartient à R(τ, x0).

Démonstration. On peut supposer que xk → xd. Notons uk une commande à
valeurs p.p. dans U telle que l’état associé noté xuk

vérifie xuk
(τk) = xk. Comme

U est compact, l’ensemble ∪0≤t≤τ̄+1R(t, x0) est borné. L’équation d’état implique
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donc que ‖ẋuk
‖L∞(0,τk,IRn) est uniformément bornée par L > 0. On en déduit que ces

fonctions sont lipschitziennes de constante L, et donc xuk
(τ̄ ) → xd.

Par ailleurs la restriction de uk à [0, τ̄ ] est bornée dans l’ensemble convexe fermé
L2(0, τ̄ , U). Extrayant si nécessaire une sous suite on déduit du lemme 1.3 la con-
vergence faible de cette restriction vers un certain ū ∈ L2(0, τ̄ , U). En particulier

xk(τ̄ ) =
∫ τ̄

0

e(t−s)ABuk(s)ds →
∫ τ̄

0

e(t−s)ABū(s)ds. (9.11)

Comme xk(τ̄ ) → xd, ceci implique que xd est la valeur de l’état associé à ū à l’instant
τ̄ d’où la conclusion. �
Démonstration du théorème 1.2. Posons T̄ := T (x0). Par définition du temps
minimal, il existe une suite décroissante {Tk} → T̄ telle que R(Tk, x0) ∩ C �= ∅, et
donc il existe des commandes uk, fonctions mesurables de [0, Tk] à valeurs dans U
p.p., telles que les états associés xk vérifient xk(Tk) ∈ C. Extrayant une sous-suite,
on peut supposer que la suite bornée {xk(Tk)} converge vers un point xd ; on conclut
avec le lemme 1.4. �

Notons l’ensemble des instants pour lesquels on peut atteindre la cible par

T (x0) :=
{
t ≥ 0; R(t, x0) ∩ C �= ∅

}
. (9.12)

Cet ensemble, fermé d’après le lemme 1.4, a une structure simple dans deux cas
particuliers.

Définition 9.5 On dira que la cible C est viable si, pour tout xd ∈ C, il existe une
commande à valeur p.p. dans U telle que le système (1.5) avec état initial x(0) = xd

vérifie x(t) ∈ C pour tout t ≥ 0.

La cible est viable si elle est réduite à 0, et plus généralement si, pour tout xd ∈ C,
il existe u ∈ U tel que Axd + Bu = 0. On peut donner des caractérisations de la
viabilité basées sur la notion d’espace tangent à C, voir par exemple H. Frankowska
[30, Section 1.3.5].

Proposition 9.6 Si l’état initial est nul, ou si C est viable, alors T (x0) est de la
forme [T (x0),∞[.

Démonstration. Notons d’abord que T (x0) ∈ T (x0) d’après le théorème 1.2. Si
x0 = 0, tout état accessible en temps t par une commande admissible u = u(s) peut
aussi être atteint en un temps t′ > t avec une commande u′ nulle sur [0, t′− t[ et égale
à u′(s) = u(s − (t′ − t)) sur [t′ − t, t′].

Si u transfère x0 à xd ∈ C en un temps t, la viabilité de C implique l’existence d’une
commande transférant x0 à un point de C en tout temps t′ > t, d’où la conclusion. �

Remarque 9.7 L’oscillateur harmonique, présenté dans la section 1.5.2, est un exem-
ple de système pour lequel, en général, si C n’est pas réduit à {0}, alors T (x0) n’est
pas de la forme [T (x0),∞[.
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9.4 Conditions d’optimalité

Cette section établit des conditions nécessaires d’optimalité pour un problème de
transfert en temps minimal du type (1.8). Ces conditions, suffisantes dans certains
cas, permettront de résoudre complètement un certain nombre d’exemples.

9.4.1 Séparation de l’ensemble accessible de la cible

Dans cette section, on notera T̄ := T (x0) le temps minimal de transfert de x0 à
C. On suppose que x0 �∈ C, et donc T̄ > 0. Les conditions d’optimalité sont fondées
sur la notion de séparation d’ensembles convexes.

Définition 9.8 On dit qu’une forme linéaire q sur IRn sépare deux parties C1 et C2

de IRn si q �= 0 et

q · x1 ≤ q · x2, pour tout x1 ∈ C1, x2 ∈ C2. (9.13)

Théorème 9.9 Il existe une forme linéaire séparant C de R(T̄ , x0). Autrement dit,
il existe q ∈ IRn non nulle telle que

q · y ≤ q · x, pour tout y ∈ C et x ∈ R(T̄ , x0). (9.14)

Démonstration. Soit {Tk} une suite strictement croissante de limite T̄ , telle que
T0 > 0. Par définition du temps minimal, R(Tk, x0) ∩ C = ∅. Nous allons séparer
C de R(Tk, x0), puis passer à la limite. Notons dist(·, C) la distance (euclidienne) à
l’ensemble C :

dist(x, C) := inf{‖x − y‖; y ∈ C}. (9.15)

Cette fonction continue atteint son minimum sur le compact R(Tk, x0) en un point
xk. Puisque C est fermé, il existe yk ∈ C tel que dist(xk, C) = ‖yk − xk‖. Posons

qk := (xk − yk)/‖xk − yk‖. (9.16)

Montrons que

qk · y ≤ qk · yk ≤ qk · xk ≤ qk · x, pour tout y ∈ C, x ∈ R(Tk, x0). (9.17)

La seconde inégalité est conséquence directe de (1.16). La première traduit le fait que
yk est la projection de xk sur C. Enfin il est facile de vérifier que xk est la projection
de yk sur R(Tk, x0), ce que traduit la troisième inégalité.

Or {xk} est bornée, et {yk} l’est donc aussi. Extrayant une sous suite si nécessaire,
on peut supposer que xk converge vers xd, avec xd ∈ R(T̄ , x0) d’après le lemme 1.4,
que yk converge vers ȳ, avec ȳ ∈ C puisque C est fermé, et enfin que qk converge vers
q̄, forme linéaire de norme 1.

De plus, tout x ∈ R(T̄ , x0) est limite d’une suite de points de R(Tk, x0) : il suffit
de prolonger la commande transférant à x en un temps T̄ sur [Tk, T̄ ].
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Passant à la limite dans (1.17), nous obtenons donc

q̄ · y ≤ q̄ · ȳ ≤ q̄ · xd ≤ q̄ · x, pour tout y ∈ C et x ∈ R(T̄ , x0), (9.18)

d’où le résultat. �

Remarque 9.10 On peut vérifier que les points xd et ȳ construits dans la démons-
tration précédente cöıncident.

La frontière d’une partie K de IRn est notée ∂K := K \ intK.

Remarque 9.11 La démonstration n’utilise pas le fait que T̄ est le temps minimal de
transfert, mais seulement l’existence d’une suite {Tk} qui converge vers T̄ , et telle que
R(Tk, x0)∩C = ∅. La propriété de séparation est donc satisfaite par tout élément de
la frontière ∂T (x0) de T (x0). Ce n’est donc pas une condition suffisante d’optimalité
si ∂T (x0) �= {T (x0)}, autrement dit si T (x0) �= [T (x0),∞[. On verra dans le théorème
1.23 que sous certaines hypothèses supplémentaires ces conditions sont suffisantes.

Lemme 9.12 Tout état final x(T̄ ) associé à une commande en temps minimal ap-
partient aux frontières des ensembles C et R(T̄ , x0).

Démonstration. Il suffit de combiner le théorème 1.9 et le lemme qui suit2. �

Lemme 9.13 Soit une partie C convexe de IRn contenant y. Alors y ∈ int C ssi il
n’existe pas de forme linéaire séparant y de C.

Démonstration. Montrons d’abord que, si y ∈ int C, il n’existe pas de forme linéaire
séparant y de C. Soit ρ > 0 tel que B(y, ρ) ⊂ C. S’il existe une forme linéaire q séparant
y de C, posons ε := ρ/‖q‖. Alors y − εq ∈ C, et donc avec (1.13), 0 ≥ ε‖q‖2 ce qui
donne la contradiction recherchée.
b) Soit maintenant y ∈ ∂C ; il faut construire une forme linéaire séparant y de C.

Notons C̄ la fermeture de C. Montrons que y ∈ ∂C̄. Dans le cas contraire, puisque
y ∈ C̄, on aurait y ∈ int C̄, ce qui, grâce à la convexité de C, impliquerait y ∈ int C,
contraire à l’hypothèse.

Il existe donc une suite yk → y, avec yk �∈ C̄ pour tout k. Notons zk la projection
(orthogonale) de yk sur C̄, et qk := zk − yk. Puisque yk �∈ C̄, on a qk �= 0. Si x ∈ C̄ et
α ∈]0, 1], on a zk + α(x − zk) ∈ C̄, et donc

0 ≤ lim
α↓0

‖zk + α(x − zk) − yk‖2 − ‖zk − yk‖2

2α
= qk · (x − zk). (9.19)

2On peut admettre en première lecture ce lemme classique d’analyse convexe.
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Or qk ·(zk−yk) = ‖qk‖2 > 0, donc qk ·(x−yk) ≥ 0 pour tout x ∈ C̄. Ceci prouve que qk

sépare yk de C. Extrayant une sous suite si nécessaire, on peut supposer que qk/‖qk‖
converge vers q ∈ IRn, de norme 1. Passant (à x fixé) à la limite dans l’inégalité

qk

‖qk‖ · yk ≤ qk

‖qk‖ · x, pour tout x ∈ C, (9.20)

on obtient la relation désirée. �
A vrai dire, l’appartenance à la frontière de l’ensemble accessible n’est une in-

formation utile que si le système est commandable. Dans le cas contraire, le lemme
ci-dessous nous indique en effet que tout point accessible en temps T est un point
frontière de R(T, x0).

Lemme 9.14 Pour tout T > 0, l’ensemble R(T, x0) est d’intérieur non vide ssi le
système est commandable.

Démonstration. Si le système n’est pas commandable, soit w ∈ IRn un élément
non nul du noyau à gauche de la matrice de commandabilité. Nous savons que la
forme linéaire x → w · e−tAx est une intégrale première ; donc R(T ) est d’intérieur
vide.

Si le système est commandable, soit ρ > 0 tel que B(0, ρ) ⊂ U , et soit ej un vecteur
de base de IRn. Il existe une commande continue uj amenant l’état 0 à l’état ej en un
temps T . Posons M := maxj |uj |L∞(0,T ). Alors ±ρM−1uj est admissible pour tout j,
et amène x0 à eTAx0 ± ρM−1ej en un temps T ; donc R(T, x0) ⊃ eTAx0 + ρM−1E,
où E désigne l’enveloppe convexe de {±e1, . . . ,±en}. Puisque E est d’intérieur non
vide, il en est de même pour R(T, x0). �

9.4.2 Critère linéaire sur l’état final

Dans cette section nous allons oublier (provisoirement) les problèmes de transfert
en temps minimal, pour nous consacrer à l’étude du problème suivant :

Inf q · x(T ); (x, u) satisfont (1.5)-(1.6), (9.21)

où q ∈ IRn et l’horizon T sont donnés. La propriété de séparation (1.14) implique en
effet qu’une commande en temps minimal est solution d’un tel problème, lorsque q
est la forme linéaire séparante et T = T (x0).

Ce problème est convexe : il a un critère linéaire et des contraintes ponctuelles sur
la commande. On peut caractériser ses solutions par un système d’optimalité faisant
intervenir le pseudo-hamiltonien H : IRn × IRm × IRn → IR défini par

H(x, u, p) := p · (Ax + Bu), (9.22)

et l’état adjoint p ∈ C([0, T ], IRn), solution de{
−ṗ(t) = Hx(x(t), u(t), p(t)) = A�p(t), t ∈ [0, T ],
p(T ) = q.

(9.23)
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On dira que la commande u, fonction mesurable de [0, T ] vers U , vérifie le Principe
du minimum pour le problème (1.21) si elle satisfait la relation

H(x(t), u(t), p(t)) = inf
v∈U

H(x(t), v, p(t)), p.p. t ∈ [0, T ]. (9.24)

Noter que (1.24) équivaut à p(t) · B(v − u(t)) ≥ 0, pour tout v ∈ U , p.p. t ∈ [0, T ].

Théorème 9.15 Une commande u, fonction mesurable de [0, T ] vers U , est solution
de (1.21) ssi elle vérifie le principe du minimum.

Démonstration. Soit u′ une autre commande à valeur p.p. dans U . Posons

u′′(t) := u(t) si H(x(t), u(t), p(t)) ≤ H(x(t), u′(t), p(t)), u′(t) sinon. (9.25)

Alors u′′ est mesurable, à valeur dans U p.p. ; notons x′′ l’état associé. Puisque x(0) =
x′′(0) = x0, on a avec (1.5) et (1.23), après simplification,

0 ≤ q · (x′′(T ) − x(T ))

=
∫ T

0

d
dt

[p(t) · (x′′(t) − x(t))] dt =
∫ T

0

p(t) · B(u′′(t) − u(t)) dt.
(9.26)

Or p(t) ·B(u′′(t)− u(t)) ≤ 0 p.p., donc p(t) ·Bu′(t) ≥ p(t) ·Bu′′(t) ≥ p(t) ·Bu(t) p.p.
comme on voulait le montrer. �

On utilisera le lemme suivant dont la démonstration est immédiate.

Lemme 9.16 Soient a et b deux fonction réelles d’une variable u. Alors∣∣∣∣ inf
u∈U

a(u) − inf
u∈U

b(u)
∣∣∣∣ ≤ sup

u∈U
|a(u) − b(u)|, (9.27)

et
inf
u∈U

a(u) − inf
u∈U

b(u) ≤ sup
u∈U

(a(u) − b(u)). (9.28)

Proposition 9.17 Si une commande u satisfait le principe du minimum sur [0, T ],
alors l’application t → H(x(t), u(t), p(t)) est essentiellement constante3.

Démonstration. Posons

h(t) := inf
v∈U

H(x(t), v, p(t)). (9.29)

Le lemme 1.16 implique

|h(t′) − h(t)| ≤ |p(t′) · Ax(t′) − p(t) · Ax(t)| + sup
v∈U

|(p(t′) − p(t)) · Bv| . (9.30)

3Autrement dit, constante à un ensemble de mesure nulle près.
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On en déduit facilement l’existence de M > 0 tel que

|h(t′) − h(t)| ≤ M (‖x(t′) − x(t)‖ + ‖p(t′) − p(t)‖) . (9.31)

Or x et p sont lipschitziens, donc h l’est aussi, et a en conséquence une dérivée dans
L∞(0, T ). De plus h(t) = h(0)+

∫ T

0
ḣ(t)dt, pour tout t ∈ [0, T ]. Montrons que ḣ(t) = 0

presque partout. Soit t0 un point où h est dérivable. Le principe du minimum implique

ḣ(t0) ≤ lim
t>t0

H(x(t), u(t0), p(t)) − H(x(t0), u(t0), p(t0))
t − t0

= DxH(x(t0), u(t0), p(t0))ẋ(t0) + DpH(x(t0), u(t0), p(t0))ṗ(t0) = 0.
(9.32)

De même, avec t < t0 on montre que ḣ(t0) ≥ 0 et donc ḣ est nulle p.p., de sorte que h
est constante. Or h(t) = H(x(t), u(t), p(t)) p.p. d’après le principe du minimum, d’où
la conclusion. �

Soit p(t) solution de (1.23). Alors B�p(t) est une fonction analytique de t, donc
soit est identiquement nulle, soit a un nombre fini de zéros sur [0, T ]. Dans ce dernier
cas on déduit du principe du minimum nombre de renseignements sur la solution de
(1.21).

Définition 9.18 On dit que U est strictement convexe si, étant donné deux points
distincts u1 et u2 de U , le segment4 ]u1, u2[ appartient à l’intérieur de U .

Exemple 9.19 Dans IRn, la boule unité fermée pour la norme �p est strictement
convexe si 1 < p < ∞, mais pas si p = 1 ou p = ∞.

Théorème 9.20 Soit p solution de (1.23), avec q �= 0. Alors
(i) Si le système est commandable, l’application t → B�p(t) n’est pas identiquement
nulle.
(ii) Si B�p(t) n’est pas identiquement nulle, toute solution u du problème à coût
linéaire (1.21) est telle que u(t) ∈ ∂U p.p. t ∈ [0, T ].
(iii) Si de plus l’ensemble U est strictement convexe, alors (1.21) a une solution
unique, continue en tout instant t, sauf peut-être ceux (en nombre fini) où B�p(t) est
nul.

Démonstration. (i) Supposons au contraire B�p(t) identiquement nulle. Alors 0 =
B�p(T̄ ) = B�ṗ(T̄ ) = · · · , d’où q · BAi = 0, pour i = 1, . . . , n − 1 ; autrement dit,
q appartient au noyau à gauche de la matrice de commandabilité. Si le système est
commandable, ceci implique q = 0, ce qui est impossible.
(ii) D’après le théorème 1.15, u(t) doit minimiser la forme linéaire v → p(t) · Bv sur
U à tout instant. Sauf en un nombre fini de points, cette forme linéaire est non nulle,
ce qui implique que u(t) est point frontière de U .

4Ce segment est par définition {αu1 + (1 − α)u2; α ∈]0, 1[}.
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(iii) Le minimum d’une forme linéaire sur un ensemble strictement convexe compact
existe et est unique. Il est facile de vérifier qu’il dépend continûment de la forme
linéaire si cette dernière n’est pas nulle, ce qui assure le point (iii). �

9.4.3 Etat adjoint et principe du minimum

Revenons maintenant au problème de temps minimal (1.8). On dira que la com-
mande u, fonction mesurable de [0, T ] vers U , vérifie le Principe du minimum pour le
problème (1.8) si elle satisfait les relations suivantes :{

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), t ≥ 0,
x(0) = x0,

(9.33){
−ṗ(t) = A�p(t), t ∈ [0, T ],
p(T ) = q.

(9.34)

H(x(t), u(t), p(t)) = inf
v∈U

H(x(t), v, p(t)), p.p. t ∈ [0, T ], (9.35)

q · y ≤ q · x(T ), pour tout y ∈ C; x(T ) ∈ C; q �= 0. (9.36)

Le pseudo-hamiltonien dans (1.35) est toujours défini par (1.22). On reconnâıt l’équa-
tion d’état et d’état adjoint, ainsi que la propriété de minimisation du pseudo-hamilto-
nien. Enfin (1.36) est conséquence de la propriété de séparation de la section 1.4.1.
Définissons une normale extérieure à C en z ∈ C comme un élément q ∈ IRn tel que

q · y ≤ q · z, pour tout y ∈ C. (9.37)

Alors (1.36) dit que q est une normale extérieure non nulle à C en x(T ).
Des théorèmes 1.9 et 1.20, on déduit immédiatement le résultat principal de ce

chapitre, qui exprime des conditions nécessaires d’optimalité :

Théorème 9.21
(i) Toute solution u du problème de temps minimal (1.8) satisfait le principe du
minimum (1.33)-(1.36), avec T = T (x0), et t → H(x(t), u(t), p(t)) a une valeur
constante p.p. le long de la trajectoire optimale.
(ii) Si le système est commandable, toute solution u de (1.8) satisfait p.p. u(t) ∈ ∂U .
(iii) Si le système est commandable, et U est strictement convexe, alors (1.8) a une
solution unique, continue en tout instant t, sauf peut-être ceux (en nombre fini) où
B�p(t) est nul.

Exemple 9.22 Etudions le cas où U est la boule unité euclidienne fermée, qui est
strictement convexe. Le minimum de v → r·v sur U , pour r �= 0, est atteint en −r/‖r‖.
Donc si B�p(t) n’est pas identiquement nulle, la commande en temps minimal vaut
p.p. u(t) = −B�p(t)/‖B�p(t)‖.

Discutons maintenant la suffisance du principe du minimum.
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Théorème 9.23 On suppose U strictement convexe, le système commandable, et la
cible viable. Alors une commande transférant le système de x0 à C en en temps
T réalise le transfert en temps minimal si et seulement elle satisfait le principe du
minimum (1.33)-(1.36).

Démonstration. D’après le théorème 1.20, ces conditions sont nécessaires. Réci-
proquement, supposons que la commande u satisfait (1.33)-(1.36). Le théorème 1.15
affirme que (1.33)-(1.35) caractérise les solutions du problème convexe (1.21). Soit u∗

une autre commande transférant x0 à la cible en un temps T ∗ < T . Prolongeant u∗

sur [T ∗, T ] grâce à la viabilité de C, par une commande encore notée u∗. On obtient
le transfert de x0 en un point x∗ ∈ C avec la commande u∗. Alors (1.36) implique que
u∗ est aussi solution de (1.21). Comme ce dernier a, en raison du théorème 1.21(iii),
une solution unique, u = u∗ comme il fallait le montrer. �

Remarque 9.24 La démonstration n’exclut pas l’inégalité T (x0) < T . Si une com-
mande satisfait le principe du minimum, le temps de transfert est donc le premier
instant où l’état associé appartient à la cible.

Remarque 9.25 La remarque 1.11 montre que, si la cible n’est pas viable, le principe
du minimum n’est pas une condition suffisante d’optimalité.

9.5 Exemples et classes particulières

Nous allons voir que les résultats précédents permettent de donner une solution
explicite au problème de commande en temps optimal dans quelques cas particuliers
importants.

9.5.1 Contraintes de bornes sur la commande

Nous reprenons dans cette section le problème de temps minimal, dans le cas où
l’ensemble U est la boule unité de IRm muni de la norme infinie :

U = {u ∈ IRm; |ui| ≤ 1, i = 1, . . . , m}. (9.38)

Cet ensemble est convexe et compact, d’intérieur contenant 0. Il n’est en revanche pas
strictement convexe si m > 1. Le principe du minimum implique

ui(t) =
{

−1 si (B�p(t))i > 0,
1 si (B�p(t))i < 0.

(9.39)

Si (B�p(t))i = 0, le principe du minimum ne donne pas d’informations sur ui(t).
Puisque p est solution de l’équation linéaire homogène (sans second membre) (1.23)

de dimension n, il est de la forme

π1(t)eα1t + · · · + πr(t)eαrt, (9.40)
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où α1, . . . , αr sont les opposées des valeurs propres distinctes de A (donc r ≤ n) de
multiplicité µi, et πi(t) est un polynôme de degré di, avec di ≤ µi − 1. Les fonctions
(B�p(t))i sont également de la forme (1.40). Elles sont donc, sur [0, T̄ ], soit identique-
ment nulles, soit nulles en un nombre fini de points, et dans ce dernier cas le principe
du minimum détermine ui (sauf en ces points).

Lemme 9.26 Soit u une commande amenant x0 à xd en un temps minimal T̄ , et p
un état adjoint associé. Soit i ∈ {1, . . . , m}. Alors, soit (B�p(t))i est identiquement
nul, soit ui change de signe un nombre fini de fois. Dans ce dernier cas, toutes les
commandes transférant l’état de x0 à xd en temps minimal ont même composante i,
sauf peut-être aux instants de changement de signe.

Si les valeurs propres de A sont réelles, on peut donner une estimation du nombre
des points de changement de signe :

Lemme 9.27 Toute fonction ψ(t) non nulle, de la forme (1.40), avec α1, . . . , αr réels
distincts et πi(t) polynôme réels de degré di, a au plus d1 + · · · + dr + r − 1 zéros.

Démonstration. Procédons par récurrence sur r. Si r = 1, ψ(t) = π1(t)eα1t a les
mêmes zéros que π1 ; ce dernier étant un polynôme de degré d1, au au plus d1 =
d1 + r − 1 racines sur [0, T ]. Supposons maintenant le résultat vrai pour r − 1. Alors
ψ(t) a les même zéros que la fonction

e−α1tψ(t) = π1(t) + π2(t)e(α2−α1)t + · · · + πr(t)e(αr−αr)t. (9.41)

La dérivée d’ordre d1 + 1 de cette fonction est de la forme

d(d1+1)ψ(t)
dt(d1+1)

= π̄2(t)e(α2−α1)t + · · · + π̄r(t)e(αr−α1)t, (9.42)

avec π̄2(t), . . . , π̄n(t) polynômes de degré di. D’après notre construction par récurren-
ce, elle a au plus d2 + · · · + dr + r − 2 zéros. Or, entre deux zéros d’une fonction se
trouve au moins un zéro de sa dérivée. Si la fonction ψ avait plus de d1+· · ·+dr +r−1
zéros, sa dérivée d’ordre d1 + 1 aurait donc plus de d2 + · · · + dr + r − 2 zéros, d’où
une contradiction. �

Proposition 9.28 Supposons les valeurs propres de A réelles. Soit u une commande
amenant x0 à xd en un temps minimal T , et p un état adjoint associé. Soit i ∈
{1, . . . , m}. Alors, soit (B�p(t))i est identiquement nul, soit ui change de signe au
plus n − 1 fois.

Démonstration. Soient α1, . . . , αr les opposées des valeurs propres distinctes de A
de multiplicité µi. Alors (B�p(t))i est de la forme (1.40), avec di ≤ µi − 1, et a donc
au plus d1 + · · · + dr + r − 1 zéros. Mais

d1 + · · · + dr + r − 1 ≤ µ1 + · · · + µr − 1 = n − 1. (9.43)
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�
Discutons quelques exemples qui éclairciront les résultats ci-dessus.

Exemple 9.29 Considérons le problème de transfert en temps minimal de x0 =
(1, 1)� à xd = 0, avec la dynamique

ẋ1 = u1, ẋ2 = 2u2, (9.44)

et les contraintes |ui(t)| ≤ 1, t ∈ [0, T ], i = 1, 2. Il est clair que le temps minimal de
transfert est T = 1 ; toute commande optimale u est telle que u1(t) = −1 sur [0, T ] ;
par contre on n’a pas d’unicité de u2(t). Comment cela se traduit-il sur le système
d’optimalité ?

L’ensemble accessible au temps T = 1 est R(T, x0) = [0, 2] × [−1, 3]. Les formes
linéaires séparant 0 de R(T, x0) sont de la forme q = (q1, 0) avec q1 > 0. Les états
adjoints associés sont p(t) = q = (q1, 0). Le principe du minimum impose donc u1(t) =
−1 sur [0, 1], mais n’impose rien sur u2, sinon d’être à valeurs dans [−1, 1], et tel que
x2(T ) = 0.

Exemple 9.30 Soit, pour n ≥ 1, le système dynamique

dn

d tn
z(t) = u(t), t ∈ [0, T ]. (9.45)

Considérons le problème de transfert en temps minimal vers la position de repos
(z(t) nulle ainsi que ses dérivées jusqu’à l’ordre n − 1) sous la contrainte |u(t)| ≤ 1.
Traduisons (1.45) en

d
dt

xi(t) = xi+1(t), i = 1, . . . , n − 1,
d
dt

xn(t) = u(t), t ∈ [0, T ]. (9.46)

La dynamique de l’état adjoint est

− d
dt

pi(t) = pi−1(t), i = 2, . . . , n, − d
dt

p1(t) = 0, t ∈ [0, T ]. (9.47)

En particulier, dnpn(t)/d tn = 0, donc pn(t) est un polynôme de degré au plus n− 1.
Le système est commandable, et U est strictement convexe, donc (théorème 1.20)

B�p(t) = pn(t) n’est pas identiquement nulle et la commande optimale est unique.
La dynamique a pour seule valeur propre 0. La proposition 1.28 implique que cette
commande optimale change de signe au plus n − 1 fois.

On peut vérifier que la réciproque est vraie : toute commande amenant x0 à 0 (en
un temps T a priori quelconque) et changeant de signe au plus n−1 fois est optimale.
En effet, soient t1, . . . , tr les instants de changement de signe, avec r ≤ n− 1. Posons
p(t) = ±(t − t1) × · · · × (t − tr). Alors p est un polynôme de degré r ≤ n − 1, donc
satisfait l’équation de l’état adjoint, avec la condition finale q = p(T ) �= 0, et (suivant
le signe choisi dans ±) la commande satisfait le principe du minimum. L’optimalité
de la commande est alors conséquence du théorème 1.23.
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Remarque 9.31 La discussion précédente montre que les commandes construites
dans l’étude du problème d’alunissage (section 1.2) sont optimales. Le cas n = 3,
nettement plus complexe, est traité dans Lee et Markus [42, Chapitre 2].

9.5.2 Cas de l’oscillateur harmonique

Considérons maintenant le problème de transfert en temps minimal de x0 à xd = 0
de l’oscillateur harmonique

z̈(t) + ω2z(t) = u(t), t ∈ [0, T ], (9.48)

où ω > 0, sous la contrainte |u(t)| ≤ 1. La dynamique avec une commande u(t) = u0

constante est périodique, de la forme

z(t) = ω−2u0 + r cos(ωt + ϕ), t ∈ [0, T ]. (9.49)

La trajectoire décrit, dans l’espace d’état (z, v = ż) un cercle de centre (ω−2u0, 0) et
rayon r. Celui-ci, ainsi que la phase ϕ, sont déterminées par les conditions initiales.
Le cercle est parcouru dans le sens des aiguilles d’une montre.
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Fig. 9.2 – Oscillateur harmonique : trajectoires en temps minimal

Explicitons la dynamique quand la commande satisfait le principe du minimum.
L’équation de l’état adjoint p = (pz, pv) est

−ṗz(t) = −ω2pv(t); −ṗv(t) = pz(t); t ∈ [0, T ], (9.50)
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et donc pv est de la forme

pv(t) = r′ cos(ωt + ϕ′). (9.51)

Les instants de changement de signe de la commande sont espacés de π/ω, et la
trajectoire de transfert en temps minimal est une sucession de demi-tours (sauf le
dernier qui s’arrête quand la cible est atteinte) autour des points (1, 0) et (−1, 0),
successivement. Le lieu de changement de signe est marqué en traits pleins sur la
figure 1.2 ; il est formé d’une union de demi-cercles de rayon ω−2. On a représenté
en pointillé une trajectoire en temps minimal dans le cas ω = 1. On vérifie aisément
que, partant d’une condition initiale (z0, v0) quelconque, il existe une seule commande
satisfaisant le principe du minimum, qui permet d’atteindre la cible. Il s’agit donc de
la commande optimale. Celle-ci vaut u = 1 en dessous du lieu de changement de signe,
et u = −1 au dessus.

9.5.3 Stabilisation d’un pendule inversé

La linéarisation de l’équation d’un problème de stabilisation du pendule inversé
conduit à l’équation

ḧ(t) = h(t) − u(t), t ∈ [0, T ]. (9.52)

On considère le problème d’atteinte du point de vitesse et position nulles en un temps
minimal. On notera v = ḣ la vitesse. Le système non commandé a pour valeurs
propres ±1 et n’est donc pas stable. Il faut déterminer à partir de quels points on
peut atteindre la cible. Pour cela on peut s’appuyer sur les portraits de phase quand
u est constant. Celui-ci est la translation de celui obtenu quand u = 0 (voir la figure
1.3).

D’après la proposition 1.28 une trajectoire optimale atteint la cible avec u(t) = ±1
et au plus un changement de signe.

Points pouvant atteindre la cible avec u = ±1 constant. Quand u est cons-
tant, h(t) est de la forme

h(t) = αet + βe−t + u. (9.53)

Atteindre la cible au temps T signifie que

αeT + βe−T = −u; αeT − βe−T = 0. (9.54)

De là α = − 1
2ue−T et β = − 1

2ueT . On en déduit l’expression du point initial :

h(0) = α + β + u = u − u coshT ;
v(0) = α − β = u sinhT.

(9.55)

Pour u = ±1 on obtient le lieu tracé en traits pleins sur la figure 1.4.
La courbe est tangente en 0 à l’axe vertical à la cible, et a pour asymptotes les

droite h + v = ±1. En effet, on a cosh2 T − sinh2 T = 1, et donc coshT − sinh T =
(cosh T + sinh T )−1 = o(1) pour T grand.
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Fig. 9.3 – Pendule inversé : portrait de phase, u = 1

Points ne pouvant atteindre la cible Notons v = ḣ et ξ := h+v. Alors ξ̇ = ξ−u.
Donc si |ξ| ≥ 1, |ξ| ne peut diminuer au cours du temps. Ceci interdit d’atteindre la
cible.

Points atteignant la cible avec un changement de signe de la commande
On a déjà construit les trajectoires optimales sans changement de signe. Il suffit
d’examiner quand les trajectoires obtenues avec u = ±1 rencontrent celles-ci. Or ces
courbes sont obtenues par translation de (u, 0) de celles pour u = 0 (cf les portraits de
phase, questions 3). La figure 1.4 donne la représentation des trajectoires optimales.

9.5.4 Cibles épaisses

Soit xd l’état final d’une trajectoire en temps minimal T̄ . Dans les exemples
précédents, la cible était réduite à un point et la condition de séparation (1.36) se
réduisait donc à la séparation de xd et R(T̄ , x0). Dans le cas dit de la cible épaisse, il
faut prendre en compte le fait que q est une normale extérieure à C en xd.

Exemple 9.32 Soit C égal à la boule unité fermée associée à la norme euclidienne.
On sait (lemme 1.12) que xd ∈ ∂C, soit ‖xd‖ = 1. Toute normale extérieure à C en
xd est de la forme αxd, avec α ∈ IR+. Or q �= 0, et seule la direction de q importe
et non son module. On peut donc supposer que q = x(T ). Le principe du minimum
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Fig. 9.4 – Synthèse des trajectoires en temps minimal

(1.33)-(1.36) équivaut alors à{
ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t), t ≥ 0,
x(0) = x0, ‖x(T )‖ = 1,

(9.56){
−ṗ(t) = A�p(t), t ∈ [0, T ],
p(T ) = x(T ). (9.57)

H(x(t), u(t), p(t)) = inf
v∈U

H(x(t), v, p(t)), p.p. t ∈ [0, T ]. (9.58)

Exemple 9.33 Supposons encore C égal à la boule unité fermée associée à la norme
euclidienne, l’équation d’état étant z̈ = u, avec U = [−1, 1]. Notons v = ż, x(T ) =
xd = (zd, vd), et donc q = (zd, vd). On a −ṗz = 0, −ṗv = pz et donc

pz = zd; pv = vd + (T̄ − t)zd. (9.59)

La commande optimale vaut donc −1 et 1, respectivement, si (zd, vd) est dans le
premier (resp. troisième) cadrant, et ne peut changer de signe que si vd et zd sont
de signe différents. Intégrant en temps rétrograde, à partir du temps T avec x(T )
quelconque de norme 1, on obtient le lieu de changement de signe. McCausland [47,
Section 6.6] donne une étude détaillée de ce problème.



Chapitre 10

Temps minimal : systèmes
non linéaires

Ce chapitre aborde le problèmes de transfert en temps minimal en présence d’une
dynamique non linéaire. L’ensemble accessible n’est plus convexe. Une linéarisation
non standard de la dynamique, basée sur des perturbations en aiguilles, permettra
cependant une extension du principe du minimum.

Par ailleurs, dans le cas d’une dynamique linéaire, la commande optimale est, si
le système est commandable, p.p. sur la frontière des commandes admissibles. Il n’en
est plus de même quand la dynamique est non linéaire, même si la commande entre
linéairement dans l’équation d’état, comme le montre l’exemple de la section 2.1.1.
Ceci nous amènera à introduire la théorie des arcs singuliers.

10.1 Présentation du problème

10.1.1 Un exemple

Nous allons discuter le problème du transfert en temps minimal vers une position
donnée d’un avion dont la trajectoire est horizontale et rectiligne.

Les variables d’état sont la position y, la vitesse v, et la masse m de l’engin. Les
forces en jeu sont liées à la gravité g, supposée constante, la trâınée D, et la portance
L (drag et lift). La portance doit équilibrer la gravité, soit L = mg ; la trâınée est liée
à la portance via l’incidence, et cette relation a pour expression

D = Av2 + B
L2

g2v2
, (10.1)

où A et B sont deux constantes positives. Eliminant la portance, il vient

D = D(v, m) = Av2 + B
m2

v2
. (10.2)

205
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La commande u est le débit d’éjection des gaz, et la poussée est c u avec c > 0
constant. L’équation d’état est donc

ẏ(t) = v(t); v̇(t) =
cu − D(v, m)

m(t)
; ṁ(t) = −u. (10.3)

Nous mènerons autant que possible les calculs avec une trâınée D = D(v, m) sans uti-
liser l’expression (2.2) qui varie d’un avion à l’autre. L’état initial est noté (y0, v0, m0)
et la cible est

C = {(y, v, m); y ≥ yd; m ≥ md}. (10.4)

On suppose que yd > y0, m0 > md et que v0 > 0 (si v0 < 0 le problème n’a pas
de sens).

Cet exemple permet d’illustrer un phénomène typique des systèmes non linéaires.
Il n’est pas nécessairement optimal de rechercher des vitesses élevées en raison du
terme de trâınée. Il peut donc y avoir une phase du vol où la commande en temps
minimal se trouvera hors des bornes. Nous allons vérifier qu’il en est ainsi, et montrer
comment calculer la trajectoire optimale, en section 2.3.2.

10.1.2 Spécification du problème

Nous considérons le système dynamique non linéaire

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), t ≥ 0; x(0) = x0, (10.5)

avec x(t) ∈ IRn, u(t) ∈ IRm, et f : IR×IRn×IRm → IRn. On supposera f lipschitzienne
et dérivable, de dérivée lipschitzienne. Ici encore, on définit une solution de (2.5)
comme une fonction x(t) continue en temps, à valeurs dans IRn, telle que

x(t) = x0 +
∫ t

0

f(s, x(s), u(s))ds, pour tout t > 0, (10.6)

et on peut vérifier l’existence et l’unicité de la solution. Comme dans le chapitre
précédent, on prendra en compte une contrainte sur la commande du type

u(t) ∈ U, t ≥ 0, (10.7)

où U est un ensemble convexe, compact et tel que 0 ∈ intU . Le problème de transfert
en temps minimal de l’état initial x0 à un point de la cible C, supposée convexe fermée
et non vide, s’écrit

Inf
(x,u,T )

T ; x(T ) ∈ C; (x, u) satisfont (2.6)-(2.7). (10.8)
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10.1.3 Existence de solutions

Malheureusement, sous les hypothèses précédentes, il peut ne pas exister de solu-
tion au problème, comme le montre l’exemple suivant.

Exemple 10.1 Soit le système dynamique

ẋ = sin 2πu, ẏ = cos 2πu, ż = π2(x2 + y2) − 1, (10.9)

avec état initial (0, 0, 1). On considère le problème du transfert en temps minimal
à la cible z = 0, sous la contrainte u ∈ [0, 1] (qui se ramène au cas 0 ∈ intU par
translation). L’expression de la dérivée de z implique que le temps minimal de transfert
ne peut être inférieur à 1, et que le transfert en temps T = 1 est impossible.

Soit k un entier positif. A la commande u(t) = kt (modulo 1) est associé l’état

x(t) =
1 − cos 2πkt

2πk
; y(t) =

sin 2πkt

2πk
; (10.10)

et

z(t) = 1 +
∫ t

0

[
1 − cos 2πkt

2k2
− 1
]

dt = 1 − t +
t

2k2
− sin 2πkt

4πk3
. (10.11)

Cette expression permet de vérifier que z(tk) = 0 pour un temps tk tendant vers 1
quand k → ∞. L’infimum des temps de transfert est donc 1 et n’est jamais atteint.

Nous allons néanmoins donner un résultat d’existence pour la classe, importante
dans les applications, des problèmes pour lesquels la dynamique est affine par rapport
à la commande. Soient g1, . . . , gq des champs de vecteurs1. Supposant pour simplifier
l’exposé que la dynamique est autonome (indépendante du temps), on se place donc
dans le cas où f est de la forme

f(x, u) = g0(x) +
q∑

i=1

uigi(x). (10.12)

Théorème 10.2 On suppose la dynamique affine en la commande, les champs de
vecteurs étant lipschitziens et bornés. Si le problème (2.8) est réalisable, il a au moins
une solution.

Démonstration. Soient uk une suite minimisante et xk les états associés. Le lemme
1.3 permet (extrayant une sous suite si nécessaire) d’affirmer que uk a une limite faible
ū, telle que ū(t) ∈ U p.p. D’après les hypothèses sur g, la suite xk est uniformément
lipschitzienne, au sens où il existe L > 0 telle que

‖xk(t′) − xk(t)‖ ≤ L|t′ − t|, pour tout t, t′ ∈ [0, T ]. (10.13)

1Un champ de vecteurs est une application de IRn dans lui même.
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Extrayant une sous-suite si nécessaire, on en déduit2 que xk converge uniformément
sur [0, T ] vers une fonction x̄, lipschitzienne de constante L. De plus, f(xk(t), uk(t))−
f(x̄(t), uk(t)) converge uniformément vers 0. En conséquence, pour tout t ∈ [0, T (x0)],

x̄(t) − x0 = lim
k

xk(t) − x0 = lim
k

∫ t

0

f(xk(s), uk(s))ds = lim
k

∫ t

0

f(x̄(s), uk(s))ds

=
∫ t

0

g0(x̄(s))ds +
n∑

i=1

∫ t

0

(uk)i(s)gi(x̄(s))ds =
∫ t

0

f(x̄(s), ū(s))ds

où la dernière égalité est conséquence de la convergence faible. De plus x̄(T (x0)) =
limk xk(Tk) appartient à C puisque C est fermé. Donc ū réalise le transfert en temps
minimal. �

10.2 Conditions d’optimalité

10.2.1 Un résultat général

Introduisons le pseudo-hamiltonien H : IR × IRn × IRm × IRn → IR défini par

H(t, x, u, p) := p · f(t, x, u). (10.14)

Dans le cas autonome on notera f(x, u) la dynamique et H(x, u, p) le pseudo-hamilto-
nien. On dit que la commande u ∈ L∞(0, T, U) satisfait le Principe du minimum pour
le problème (2.8) si elle satisfait les relations suivantes :{

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), t ≥ 0,
x(0) = x0,

(10.15){
−ṗ(t) = Hx(t, x(t), u(t), p(t)), t ∈ [0, T ],
p(T ) = q,

(10.16)

H(t, x(t), u(t), p(t)) = inf
v∈U

H(t, x(t), v, p(t)), u(t) ∈ U, p.p. t ∈ [0, T ], (10.17)

q · y ≤ q · x(T ), pour tout y ∈ C; x(T ) ∈ C; q �= 0. (10.18)

Théorème 10.3 Toute solution du problème (2.8) satisfait le principe du minimum.

Démonstration. La démonstration étant technique, nous la reportons en section
2.4 pour discuter sans attendre les conséquences de ce résultat. �

Remarque 10.4 Si la commande u satisfait le principe du minimum pour le problè-
me (2.8), l’application t → H(t, x(t), u(t), p(t)) est essentiellement constante. On le
vérifie facilement en étendant la démonstration de la proposition 1.17.

2Par exemple en appliquant le théorème d’Ascoli-Arzela, concernant les familles équicontinues de
fonctions.
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Exemple 10.5 Dans le cas de systèmes dynamiques autonomes affines en la com-
mande, donc de dynamique donnée par (2.12), une commande u satisfaisant le principe
du minimum vérifie presque partout en t ∈ [0, T ]

q∑
i=1

ui(t)p(t) · gi(x(t)) ≤
q∑

i=1

vip(t) · gi(x(t)), pour tout v ∈ U. (10.19)

En particulier, on a p.p. u(t) ∈ ∂U quand p(t) · gi(x(t)) �= 0 pour au moins un i.

Remarque 10.6 Si la dynamique est linéaire et autonome on retrouve les résultats
du chapitre précédent. Il en résulte que les conditions du théorème 2.3 ne sont pas
des conditions suffisantes d’optimalité (remarque 1.25).

10.2.2 Arc singulier

Nous étudions dans cette section des systèmes dynamiques autonomes affines en
la commande, dans le cas d’une seule commande :

ẋ = g0(x(t)) + u(t)g1(x(t)), (10.20)

les champs de vecteurs g0 et g1 étant de classe C∞, et en supposant U = [−1, 1]. Le
hamiltonien est fonction affine de la commande, de pente p(t)·g1(x(t)). Une commande
satisfaisant le principe du minimum vérifie donc

ū(t) =
{

−1 si p(t) · g1(x(t)) > 0,
1 si p(t) · g1(x(t)) < 0.

(10.21)

Nous avons vu dans l’exemple 2.1.1 que la commande en temps minimal peut se
trouver hors des bornes sur un intervalle de temps ]τ1, τ2[. Dans ce cas, l’application
v → H(x(t), v, p(t)) est constante, et donc

p(t) · g1(x(t)) = 0, (10.22)

de sorte que le principe du minimum ne semble donner aucune information sur la
commande optimale. On appelle arc singulier la courbe (x(t), u(t), p(t)) sur ]τ1, τ2[.

Dans la plupart des applications, on peut obtenir une expression de la commande
en fonction de l’état et de l’état adjoint en dérivant autant de fois que nécessaire
l’application t → p(t) · g1(x(t)).

Le calcul sera grandement simplifié par l’utilisation des crochets de Lie. Rappelons
que cette opération associe à une paire de champs de vecteurs (X, Y ) différentiables
un nouveau champ de vecteur

[X, Y ] := X ′Y − Y ′X. (10.23)

Autrement dit, [X, Y ] a pour composantes i, avec 1 ≤ i ≤ n, la quantité

[X, Y ]i(x) =
n∑

j=1

X ′
ij(x)Yj(x) − Y ′

ij(x)Xj(x). (10.24)
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On notera, pour k ≥ 1,

adX.Y := ad1X.Y := [X, Y ]; adk+1X.Y := [X, adkX.Y ]. (10.25)

On notera aussi gi(t) := gi(x(t)), [g0, g1](t) := [g0(x(t)), g1(x(t))].

Théorème 10.7 Soit une commande u vérifiant le principe du minimum. Alors, p.p.
t ∈ [0, T ] on a

d
dt

H ′
u(x(t), u(t), p(t)) = −p(t) · [g0, g1](t), (10.26)

d2

dt2
H ′

u(x(t), u(t), p(t)) = p(t) · (ad2g0.g1(t) − u(t) ad2g1.g0(t)). (10.27)

De plus, soit un instant t faisant partie d’un arc singulier, tel que

p(t) · ad2g1.g0(t) �= 0.

Alors la commande est donné en fonction de l’état et de l’état adjoint par la formule

u(t) =
p(t) · ad2g0.g1(t)
p(t) · ad2g1.g0(t)

. (10.28)

Démonstration. L’équation de l’état adjoint s’écrit ici

−ṗ(t) = (g′0(x(t)) + u(t)g′1(x(t)))�p(t). (10.29)

Notons ∆1 :=
d
dt

H ′
u(y(t), u(t), p(t)) et ∆2 =

d
dt

∆1. Pour simplifier les calculs, on

omettra l’argument x(t) des champs de vecteurs, et le temps en argument. Il vient

∆1 =
d
dt

〈p, g1〉 = 〈ṗ, g1〉 + 〈p, g′1ẋ〉

= −〈(g′0 + ug′1)
�p, g1〉 + 〈p, g′1(g0 + ug1)〉

= −〈p, g′0g1 + ug′1g1〉 + 〈p, g′1g0 + ug′1g1〉
= −〈p, g′0g1 − g′1g0〉 = −〈p, [g0, g1]〉,

d’où (2.26), et

∆2 = − d
dt

〈p, [g0, g1]〉 = −〈ṗ, [g0, g1]〉 − 〈p,
d
dt

[g0, g1]〉

= 〈p, (g′0 + u g′1)[g0, g1]〉 − 〈p, [g0, g1]′(g0 + ug1)〉
= 〈p, g′0[g0, g1] − [g0, g1]′g0 + u [g′1[g0, g1] − [g0, g1]′g1]〉
= 〈p, [g0, [g0, g1]] + u [g1, [g0, g1]]〉.
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Mais [g0, g1] = −[g1, g0], donc [g1, [g0, g1]] = −[g1, [g1, g0]] d’où (2.27). Enfin si t
fait partie d’un arc singulier, les deux membres de (2.27) sont nuls, d’où (2.28). �

Notons

T := {t ∈ [0, T ]; H ′
u(x(t), u(t), p(t)) = p(t) · g1(x(t)) = 0} . (10.30)

Les formules (2.26)-(2.27) permettent, dans certains cas, d’assurer que T est de car-
dinal fini (ce qui exclut la présence d’arcs singuliers).

Lemme 10.8 Soit t0 ∈ T . Si p(t0) · [g0, g1](t0) �= 0, alors t est un point isolé de T .
Si cette propriété est satisfaite pour tout t ∈ T , alors T est de cardinal fini.

Démonstration. Comme H ′
u(x(t), u(t), p(t)) a en t0 une dérivée non nulle, t0 est

un zéro isolé de t �→ H ′
u(x(t), u(t), p(t)). Si cela est vrai pour tout t ∈ T , puisque T

est fermé, il ne peut avoir de points d’accumulation donc est de cardinal fini. �

Proposition 10.9 Supposons la dimension de l’espace d’état égale à 2 et, pour tout
x ∈ IR2, les champs g1 et [g0, g1] linéairement indépendants. Alors une trajectoire
extrémale ne peut avoir d’arc singulier, et une commande en temps minimal change
de signe un nombre fini de fois.

Démonstration. Soit t ∈ T , donc p(t) · g1(t) = 0. Nécessairement p(t) �= 0, sinon
(par intégration de l’équation de l’état adjoint) p serait nul sur [0, T ], or on sait
que 0 �= q = p(T ). Comme n = 2, l’indépendance linéaire de g1 et [g0, g1] implique
p(t) · [g0, g1](t) �= 0. On conclut avec le lemme 2.8. �

Remarque 10.10 En d’autres termes, si n = 2, un arc singulier est contenu dans le
lieu singulier de l’espace d’état défini par l’équation (on note ’∧’ le produit vectoriel)

G(x) := g1(x) ∧ [g0, g1](x) = 0. (10.31)

Notons que, sur un arc singulier, dérivant la relation précédente, il vient

G′(x(t))(g0(x(t)) + u(t)g1(x(t))) = 0. (10.32)

Si G′(x(t))g1(x(t)) �= 0, on en tire une expression de la commande en fonction de
l’état.

Proposition 10.11 Supposons n = 3 et, notant encore G(x) := g1(x) ∧ [g0, g1](x),
l’indépendance linéaire de g1(x) et [g0, g1](x) pour tout x. Si t appartient à un arc
singulier, et

G(x(t)) · ad2g1.g0(t) �= 0, (10.33)

on peut exprimer la commande à l’instant t en fonction de l’état :

u(t) =
G(x(t)) · ad2g0.g1(t)
G(x(t)) · ad2g1.g0(t)

. (10.34)
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Démonstration. L’appartenance de t à un arc singulier implique les relations (2.22)
et(2.26), et donc p(t) est colinéaire à G(x(t)). On conclut avec la relation (2.28) du
théorème 2.7. �

Remarque 10.12 On trouvera d’autres aspects de la théorie des arcs singuliers dans
Bryson et Ho [20], en particulier des conditions d’optimalité d’ordre élevé et des
conditions dites de jonction, qui concernent les bords de l’arc singulier.

10.3 Applications

10.3.1 Pendule

Considérons le problème de commande du pendule

θ̈ + g sin θ = u, (10.35)

avec g > 0 pesanteur, θ ∈ IR angle du pendule, et la contrainte u ∈ U = [−1, 1].
Introduisant la vitesse angulaire ω, on obtient la forme suivante :

θ̇ = ω; ω̇ = u − g sin θ, (10.36)

d’où l’expression du pseudo-hamiltonien

H(θ, ω, u, pθ, pω) = pθω + pω(u − g sin θ), (10.37)

et de la dynamique de l’état adjoint

−ṗθ = −gpω cos θ, −ṗω = pθ. (10.38)

Sur un arc singulier, pω = 0, donc pθ aussi, ce qui est impossible. Il n’existe donc pas
d’arc singulier.

La commande optimale est

u(t) =
{

−1 si pω(t) > 0,
1 si pω(t) < 0.

(10.39)

Le long d’une trajectoire en temps minimal, on a donc{
θ̈ + g sin θ = − pω

|pω|
,

p̈ω + gpω cos θ = 0.
(10.40)

Si le temps minimal est assez petit, on obtient des trajectoires en temps minimal en
intégrant l’équation d’état en temps rétrograde à partir de la cible, avec par exemple
u = 1 sur un intervalle [0, τ ], puis avec u = −1. Le tracé correspondant se trouve en
figure 2.1.
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Fig. 10.1 – Commande du pendule : quelques trajectoires en temps minimal

Remarque 10.13 On trouvera dans Lee et Markus [42, Chapitre 7] une étude du
problème (assez complexe !) de détermination de la commande optimale en des points
éloignés de la cible.

D’un point de vue pratique, une heuristique consiste à prendre d’abord une com-
mande réduisant le plus possible l’énergie mécanique, soit u = −ω/|ω| puis, quand on
est assez près de la cible, prendre la commande optimale (calculée ci-dessus). Enfin
au voisinage immédiat de la cible on préferera un bouclage linéaire, pour éviter les
oscillations rapides entre ±1 qu’engendreraient inévitablement les bruits et vibrations
diverses.

On voit sur cet exemple l’intérêt pratique de combiner différentes approches.

10.3.2 Avion à trajectoire horizontale

Nous reprenons le problème décrit dans la section 2.1 : transfert en temps minimal,
vers une position donnée, d’un avion dont la trajectoire est horizontale et rectiligne.
Nous allons calculer, sur un arc singulier, l’expression de la commande optimale, en
fonction de l’état.

La dynamique est linéaire par rapport à la commande, et la théorie de l’arc singu-
lier développée en section 2.2.2 s’applique donc. Cependant, plutôt que de calculer les
crochets de Lie correspondants, il est beaucoup plus simple d’effectuer des dérivations
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directes3.
On note (py, pv, pm) les coordonnées de l’état adjoint. Il vient avec (2.3), omettant

les arguments quand on le peut :

H(y, v, m, u, p) = vpy + pv
cu − D(v, m)

m
− upm, (10.41)

et donc l’équation de l’état adjoint est

−ṗy = 0, −ṗv = py − pv
D′

v

m
, −ṗm = pv

D − cu − mD′
m

m2
. (10.42)

Notons que py est constant, donc py(t) = qy. On a aussi

H ′
u = c

pv

m
− pm. (10.43)

Posons

∆(v, m) :=
mD′

m(v, m) − D(v, m) − cD′
v(v, m)

c
. (10.44)

Lemme 10.14 Sur un arc singulier, la commande est solution de

(∆ + c∆′
v − m∆′

m) u = ∆ (∆ − D′
v) + D∆′

v. (10.45)

Démonstration. Sur l’arc singulier, on a avec (2.43), en omettant le temps en
argument :

H ′
u = c

pv

m
− pm = 0. (10.46)

Dérivant en temps cette relation, il vient

0 = cu
pv

m2
− c

py

m
+ c

pvD
′
v

m2
+ pv

D − cu − mD′
m

m2
= c

mpy − pv∆
m2

. (10.47)

Cette relation, qui conformément à la théorie ne dépend pas de u, équivaut à

mpy − pv∆ = 0. (10.48)

Dérivant cette relation par rapport au temps, il vient

−upy + ∆
(

py − pv
D′

v

m

)
− pv

(
∆′

v

cu − D

m
− u∆′

m

)
= 0, (10.49)

soit (
py + pv

(
∆′

v

c

m
− ∆′

m

))
u = ∆

(
py − pv

D′
v

m

)
+ pv∆′

v

D

m
. (10.50)

3L’important est de comprendre le principe des calculs qui suivent, plus que le détail qui est
quelque peu pénible. Dans la pratique on réalise les calculs avec des outils de calcul formel.
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Les relations (2.46) et (2.48) sont linéairement indépendantes (par rapport à p). Le
long d’un arc singulier, p est donc proportionnel à la base du noyau des relations
(2.46)-(2.48) d’expression

G(x) = (∆, m, c)� . (10.51)

Combinant avec (2.50), on obtient (2.45). �

Remarque 10.15 Pour fournir une approximation numérique de la solution, on peut
procéder comme suit. L’intuition physique suggère une première phase à débit maxi-
mum (si la vitesse initiale est faible) ou nul (si elle est élevée), suivie d’un arc singulier
se terminant quand le réservoir est vide. Il suffit donc (dans chacun des deux cas) d’es-
sayer différentes valeurs de l’instant d’entrée dans l’arc singulier. Dans les calculs on
prendra garde aux bornes que doit respecter le débit de gaz dans l’arc singulier.

Remarque 10.16 On trouvera une analyse détaillée d’un problème similaire, mais
un peu plus simple (on maximise la portée au lieu du temps de transfert) avec le tracé
du lieu des trajectoires, dans Leitmann [43, Section 2.9].

10.4 Démonstration du résultat principal

Cette section est consacrée à la démonstration du théorème 2.3, dont la clé réside
dans l’estimation de l’écart entre deux états associés à des commandes voisines, grâce à
une linéarisation non standard de l’équation d’état. On introduit la distance d’Ekeland
sur l’espace L∞(0, T, U) :

δ(u, v) := mes({v(t) �= u(t)}). (10.52)

Soient u, u1 et u2 dans L∞(0, T, U), x, x1 et x2 leurs état associé. Posons w := x2−x1.
On note z la solution de la linéarisation non standard de l’équation d’état :⎧⎨

⎩
ż(t) = fx(t, x(t), u(t))z(t) + f(t, x(t), u2(t)) − f(t, x(t), u1(t)),

p.p. t ∈ [0, T ],
z(0) = 0.

(10.53)

Lemme 10.17 Soient (u, u1, u2, x, x1, x2, w, z) comme ci-dessus. Si δ(ui, u) → 0, i =
1, 2, alors

(i) ‖w‖L∞(0,T,IRn) = O(δ(u2, u1)), (ii) ‖w − z‖L∞(0,T,IRn) = o(δ(u2, u1)). (10.54)

Démonstration. L’application f est lipschitzienne, donc, p.p. t ∈ [0, T ] :

‖ẇ(t)‖ ≤ ‖f(t, x2(t), u2(t)) − f(t, x2(t), u1(t))‖
+ ‖f(t, x2(t), u1(t)) − f(t, x1(t), u1(t))‖

≤ O(‖u2(t) − u1(t)‖) + O(‖w(t)‖).
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Comme U est compact, on a ‖u2 − u1‖L1(0,T,U) = O(δ(u2, u1)) et l’inégalité de Gron-
wall implique (2.54)(i). Par ailleurs, on peut écrire

ẇ(t) = f(t, x(t), u2(t)) − f(t, x(t), u1(t)) + A2(t) − A1(t), (10.55)

où pour i = 1, 2, notant x̄i := xi − x :

Ai(t) = f(t, xi(t), ui(t)) − f(t, x(t), ui(t)) =
∫ 1

0

fx(t, x(t) + θx̄i(t), ui(t))x̄i(t)dθ,

et donc

A2(t) − A1(t) =
∫ 1

0

fx(t, x(t) + θx̄2(t), u2(t))w(t)dθ+∫ 1

0

[fx(t, x(t) + θx̄2(t), u2(t)) − fx(t, x(t) + θx̄1(t), u1(t))] dθx̄1(t).

Soient A3(t) et A4(t) les membres de droite de chaque ligne. La convergence uniforme
de x1 et x2 vers x et l’estimation ‖w‖L∞(0,T,IRn) = O(δ(u2, u1)) impliquent :

A3(t) = fx(t, x(t), u(t))w(t) + o(δ(u2, u1)) + o(‖u2(t) − u1(t)‖), (10.56)
A4(t) = o(δ(u2, u1)) + o(‖u2(t) − u1(t)‖). (10.57)

Au total, posant y := z − w, il vient

ẏ(t) = fx(t, x(t), u(t))y(t) + o(δ(u2, u1)) + o(‖u2(t) − u1(t)‖), (10.58)

d’où (2.54)(ii) avec l’inégalité de Gronwall. �

Définition 10.18 Soient u ∈ L∞(0, T, U) et x l’état associé. On dit que y ∈ IRn est
une variation finale associée à u, s’il existe une suite de commandes uk ∈ L∞(0, T, U),
et une suite numérique εk ↓ 0 telles que, notant xk l’état associé à uk, on a (xk(T )−
x(T ))/εk → y. On note CT (u) l’ensemble des variations finales.

Il est clair que CT (u) est un cône fermé. Construisons un type particulier de va-
riation admissible.

Définition 10.19 (i) La perturbation en aiguille associée à t0 ∈]0, T [ et w ∈ U ,
indicée par γ > 0, est la famille de commandes admissibles vγ , d’état associé xγ ,
définie par

vγ(t) = w si |t − t0| ≤ γ, u(t) sinon. (10.59)

(ii) Soit z ∈ L1(0, T, IRn). On dit que t0 ∈]0, T [ est un point de Lebesgue de z si

z(t0) = lim
γ↓0

1
2γ

∫ t0+γ

t0−γ

z(t)dt. (10.60)
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On sait que (2.60) est satisfaite presque partout, voir par exemple Rudin [51,
théorème 7.7]. En particulier, presque tout t0 ∈]0, T [ est un point de Lebesgue de
t �→ f(t, x(t), u(t)).

Lemme 10.20 Soient u ∈ L∞(0, T, U), x l’état associé, et t0 ∈]0, T [ un point de
Lebesgue de f(t, x(t), u(t)). Alors la perturbation en aiguille associée à t0 ∈]0, T [ et
w ∈ U est telle que la variation finale y = lim(xγ(T )−x(T ))/(2γ) existe. On l’appelle
variation en aiguille associée à t0 ∈]0, T [ et w ∈ U . Si de plus p est solution de
l’équation adjointe (2.16) (avec une condition terminale q quelconque), alors

q · y = H(t, x(t0), w, p(t0)) − H(t, x(t0), u(t0), p(t0)). (10.61)

Démonstration. On applique le lemme 2.17, avec u2 = vγ et u1 = u. Puisque
δ(vγ , u) ≤ 2γ, on a xγ(T ) − x(T ) = zγ(T ) + o(γ), où zγ est solution de⎧⎨
⎩

żγ(t) = fx(t, x(t), u(t))zγ(t) + f(t, x(t), vγ(t)) − f(t, x(t), u(t)),
p.p. t ∈ [0, T ],

z(0) = 0,
(10.62)

et donc pour q ∈ IRn quelconque et p solution de l’équation adjointe (2.16),

q · zγ(T ) = p(T ) · zγ(T ) =
∫ T

0

[ṗ(t) · zγ(t) + p(t) · żγ(t)] dt

=
∫ T

0

p(t) (f(t, x(t), vγ(t)) − f(t, x(t), u(t))) dt.

(10.63)

Revenant à la définition de vγ et utilisant le fait que t0 ∈]0, T [ est point de Lebesgue
de f(t, x(t), u(t)), on obtient (2.61) par passage à la limite, d’où la conclusion. �

On note ĈT (u) le cône convexe engendré par les combinaisons linéaires positives
de variations finales en aiguille. Autrement dit,

ĈT (u) :=

{∑
i∈I

aizi; I fini, ai ≥ 0, zi ∈ CT (u), i ∈ I

}
. (10.64)

Lemme 10.21 Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) La commande u satisfait le principe du minimum, l’égalité dans (2.17) étant sa-
tisfaite pour tout point de Lebesgue de t �→ f(t, x(t), u(t)),
(ii) Il existe q �= 0, normale extérieure à C en x(T ), telle que q · y ≥ 0, pour toute
variation finale en aiguille y,
(iii) 0 �∈ int

(
x(T ) + ĈT (u) − C

)
.

Démonstration. Le principe du minimum fournit une normale extérieure q �= 0 à
C en x(T ) ; si y est une variation finale en aiguille, alors q · y ≥ 0 d’après le lemme
2.20 combiné à (2.17), donc (i) implique (ii). Si (ii) est satisfait, soit p solution de
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(2.16) (cette équation différentielle linéaire rétrograde a une solution unique). Alors
le lemme 2.20 implique le principe du minimum, l’égalité dans (2.17) étant satisfaite
pour tout point de Lebesgue de t �→ f(t, x(t), u(t)) ; donc (ii) implique (i).

L’équivalence de (ii) et (iii) résulte du lemme 1.13, en notant que (ii) équivaut à
la séparation de {0} et de l’ensemble convexe

(
x(T ) + ĈT (u) − C

)
. �

Dans la suite on va prouver la nécessité du principe du minimum en montrant
que, si u réalise le transfert en temps minimal, la condition (iii) du lemme 2.21 est
satisfaite. Les démonstrations par l’asurde s’appuieront sur la condition opposée

0 ∈ int
(
x(T ) + ĈT (u) − C

)
, (10.65)

et sur l’étude de l’ensemble ĈT (u).

Lemme 10.22 Soit u ∈ L∞(0, T, U). Alors ĈT (u) ⊂ CT (u).

Démonstration. Soient y =
∑k

i=1 aiyi, avec ai > 0 pour tout i, et yi variation
finale associée à la perturbation en aiguille associée à ti ∈]0, T [ et wi ∈ U . Supposons
d’abord les instants ti distincts. On construit alors la perturbation de la commande
de la manière suivante

vγ(t) = wi si |t − ti| ≤ aiγ, i = 1, . . . , k; u(t) sinon. (10.66)

On conclut facilement avec le lemme 2.17, par des calculs similaires à ceux de la
démonstration du lemme 2.20.

Donnons maintenant l’idée de la preuve du cas général en traitant le cas de deux
points égaux t1 = t2, avec k = 2. On pose dans ce cas

vγ(t) =

⎧⎨
⎩

w1 si t ∈ [t1 − 2a1γ, t1],
w2 si t ∈]t1, t1 + 2a2γ],
u(t) sinon.

(10.67)

On conclut une fois de plus avec le lemme 2.17, par des calculs similaires à ceux de
la démonstration du lemme 2.20. �

On parlera encore de perturbation en aiguille associée à la variation en aiguille
y ∈ ĈT (u). Ces variation finales en aiguille notées encore vγ , dont la démonstration
donne le principe de construction, sont telles que δ(vγ , u) = O(γ), et leur état associé
xγ vérifie xγ(T ) = x(T ) + 2γy + o(γ).

Démontrons d’abord le théorème 2.3 dans le cas où C est d’intérieur non vide.

Lemme 10.23 Soit u solution du problème (2.8). Si C est d’intérieur non vide, alors
0 �∈ int

(
x(T ) + ĈT (u) − C

)
, ce qui assure la conclusion du théorème 2.3 en raison

du lemme 2.21.
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Démonstration. a) Posons E := x(T )+ĈT (u)−intC, et montrons que 0 �∈ E. Si 0 ∈
E, il existe y0 ∈ ĈT (u)∩ (int C−x(T )). La perturbation en aiguille vγ correspondante
est telle que son état associée xγ vérifie xγ(T ) = x(T )+2γy0+o(γ), donc xγ(T ) ∈ intC
si γ > 0 est assez petit. Pour un tel γ > 0, quand t < T est proche de T , on a encore
xγ(t) ∈ intC, ce qui contredit l’optimalité de u.
b) Il est clair que E est ouvert, donc (puisqu’il est convexe) E = int Ē, et que 0 ∈ Ē\E.
Du lemme 1.13 on déduit l’existence d’une forme linéaire q �= 0 séparant 0 de Ē, donc
de E. Autrement dit, q · (w − x(T )) ≤ q · y, pour tout w ∈ intC et y ∈ ĈT (u). Cette
inégalité reste vraie quand w ∈ C ; donc q sépare 0 et (x(T ) + ĈT (u)−C). Du lemme
1.13 découle 0 �∈ int(x(T ) + ĈT (u) − C), d’où la conclusion. �

Etudions maintenant le cas où la cible est réduite à un point. Etant donné E ⊂ IRn,
on note conv E l’ensemble des combinaisons linéaires convexes (à coefficients positifs
de somme un) d’éléments de E ; c’est le plus petit ensemble convexe contenant E.

Lemme 10.24 Soit u solution du problème (2.8). Si C est réduit à un point, alors
0 �∈ int ĈT (u), ce qui assure la conclusion du théorème 2.3 en raison du lemme 2.21.

Démonstration. Notons a0, a1, . . . , diverses constantes positives. On peut suppo-
ser que C = {0}. Si la conclusion n’est pas satisfaite, de (2.65) on déduit qu’il existe
r variations finales en aiguille y1 à yr telles que

2εB ⊂ conv
{
y1, . . . , yr

}
. (10.68)

Pour γ > 0, et h ∈ IRr
+, on note uγ,h la perturbation en aiguille associée à la variation

finale yh :=
∑r

i=1 hiyi, bien définie pour γ < a0 et ‖h‖ ≤ a1, et xγ,h l’état associé.
Notons aussi S1 := {h ∈ IRn

+; ‖h‖ ≤ a1}. On va montrer que, pour γ assez petit, si
τ < T est proche de T , alors

0 ∈ {xγ,h(τ); h ∈ S1}. (10.69)

Bien entendu (2.69) contredit l’optimalité de u d’où la conclusion.
Montrons donc que (2.69) est satisfait. Pour i = 1, . . . , r, notons yi(τ) la variation

au temps τ associée à la perturbation en aiguille associée à yi (donc yi = yi(T )).
Comme yi(τ) est fonction continue de τ , (2.68) implique que pour τ proche de T on
a

εB ⊂ conv
{
y1(τ), . . . , yr(τ)

}
. (10.70)

Etant donné γ > 0, essayons de résoudre en h ∈ S1 l’équation xγ,h(τ) = 0 par
l’“algorithme” de linéarisation suivant :

h0 = 0;
r∑

i=1

(hk+1
i − hk

i )yi(τ) = −xγ,hk(τ), k = 1, . . . . (10.71)

D’après (2.70), cette équation a une solution telle que, pour tout k ≥ 1,

‖hk+1 − hk‖ ≤ a2‖xγ,hk(τ)‖. (10.72)
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Notons uk et xk les commandes et états associés formés par l’algorithme. Pour que
celui-ci soit bien défini pour tout k il faut, pour tout k, vérifier que ‖hk‖ ≤ a1 ; c’est
le cas pour k = 0. Le lemme 2.17 montre que, étant donné ε1 > 0, pour γ > 0 assez
petit et réduisant a1 si nécessaire, on a pour tout h et h′ dans S1 :∥∥∥∥∥xγ,h′(τ) − xγ,h(τ) −

r∑
i=1

(h′
i − hi)yi(τ)

∥∥∥∥∥ ≤ ε1‖h′ − h‖. (10.73)

Donc tant que hk ∈ S1, pour k ≥ 1, on a avec (2.72) et (2.73)

‖hk+1 − hk‖ ≤ a2‖xγ,hk(τ)‖ ≤ ε1a2‖hk − hk−1‖, (10.74)

et donc prenant ε1 = 1
2a2, tant que hk+1 ∈ S1, pour k ≥ 1

‖hk+1‖ ≤
k∑

i=0

‖hi+1 − hi‖ ≤ 2‖h1 − h0‖ ≤ 2a2‖x(τ)‖. (10.75)

Si on prend τ < T tel que 2a2‖x(τ)‖ < a1, on obtient par récurrence que ‖hk‖ ≤ a1,
donc la suite est bien définie ; de plus ‖hk−hk−1‖ → 0, donc avec (2.74) ‖xγ,hk(τ)‖ →
0. Posant h∞ := limk hk, on obtient xγ,h∞ = 0 comme il fallait le montrer. �

Traitons enfin le cas général, en commençant par un lemme préliminaire.

Lemme 10.25 Si C est d’intérieur vide, moyennant si nécessaire un changement
d’origine et de la base de IRn on peut supposer qu’il est de la forme

C = {x ∈ IRn; xi = 0, i = 1, . . . , q; (xq+1, . . . , xn) ∈ C̃}, (10.76)

avec C̃ partie convexe de IRn−q d’intérieur non vide.

Démonstration. Le résultat est vrai si C est d’intérieur non vide. Sinon, comme
C est convexe, ceci implique qu’il est contenu dans un hyperplan que par changement
d’origine et de base on peut supposer de la forme x1 = 0. Posons C1 := {x′ ∈
IRn−1; (0, x′) ∈ C}. Procédant de même pour C1, on arrive par récurrence au résultat
cherché. �

Démonstration du théorème 2.3. Soit u solution du problème (2.8). En raison du
lemme 2.21, il suffit de montrer que 0 �∈ int

(
x(T ) + ĈT (u) − C

)
. Procédons par l’ab-

surde : supposons donc (2.65) satisfait. D’après le lemme 2.25, on peut supposer que
x(T ) = 0 et que C est de la forme (2.76). Notons ỹ le vecteur formé des composantes
q + 1 à n de y ∈ IRn. Nous allons montrer qu’il existe une variation y ∈ ĈT (u) telle
que

yi = 0, i = 1 à q; ỹ ∈ int C̃. (10.77)

En effet, posons K := ĈT (u)−{0}IRq × int C̃. Alors (2.77) équivaut à 0 ∈ K ; comme
K est un cône convexe, si 0 �∈ K, alors 0 ∈ ∂K. D’après le lemme 1.13, il existe donc
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une forme linéaire (non nulle) séparant 0 de K, donc ĈT (u) de {0}IRq × int C̃, et donc
ĈT (u) de C, ce qui contredit (2.65). La contradiction ainsi obtenue montre que (2.77)
est satisfait.

Soit vγ la perturbation en aiguille associée à y et xγ l’état correspondant. Alors
(xγ)i(T ) = o(γ), i = 1, . . . , q, et (x̃γ)i(T ) = 2γy + o(γ).

Il existe donc α > 0 tel que, pour tout ε > 0, si γ > 0 est assez petit, on a
|xγ,i(T )| ≤ 1

2εγ, i ≤ q, et x̃γ(T )+ 2αγB(0, 1) ⊂ C̃. Pour τ < T assez proche de T , on
aura donc

|xγ,i(τ)| ≤ εγ, i ≤ q; x̃γ(τ) + αγBn−q(0, 1) ⊂ C̃. (10.78)

On procède alors comme dans le cas C = {0} pour effectuer une correction assurant
xi(τ) = 0, i = 1 à q. Comme cette correction modifie l’état à l’instant τ d’une quantité
O(εγ), ceci assure (pour ε > 0 assez petit) x̃(τ) ∈ C̃ et donc x(τ) ∈ C ce qui donne
la contradiction recherchée à (2.65). �

10.5 Notes

On trouvera d’autres approches du principe du maximum dans l’école russe :
Alexéev, V. Tikhomirov et Fomine [3], Ioffe and Tihomirov [37]. Pour les extensions
au cadre non différentiable on consultera Clarke [21], Frankowska [30].
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Chapitre 11

Commande optimale :
l’approche HJB

11.1 Cadre

Dans ce chapitre nous étudions une classe de problèmes de commande optimale
généralisant les problèmes de transfert en temps minimal. Cette classe est paramétrée
par x, la condition initiale sur l’état. Nous montrerons que la valeur du problème est
solution, en un sens généralisé, d’une équation aux dérivées partielles en la variable x,
dite équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). La commande optimale s’obtient
alors en minimisant un hamiltonien faisant intervenir le gradient de la fonction valeur.

La classe de problèmes de commande optimale est la suivante :

(Px)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Min V(x, u, T ) :=
∫ T

0

�(yx,u(t), u(t))e−λtdt;

ẏx,u(t) = f(yx,u(t), u(t)), t ∈ [0, +∞[, yx,u(0) = x;

yx,u(T ) ∈ C; u(t) ∈ U, p.p. t ∈ [0, +∞[.

Ici la cible C est une partie fermée (qui peut être vide ou non convexe) de IRn, u est
la commande, et doit appartenir à presque chaque instant à l’ensemble U , compact
(convexe ou non) de IRm ; T est appelé temps de transfert de l’état initial x à la
cible avec la commande u ; il vaut par définition +∞ si celle-ci n’est jamais atteinte ;
yx,u est l’état, λ ≥ 0 est un coefficient d’actualisation, f : IRn × IRm → IRn est la
dynamique, et � : IRn × IRm → IR est le coût distribué. Nous faisons les hypothèses
suivantes sur f et � : {

f est lipschitzienne,
� est lipschitzienne et bornée. (11.1)

223
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On notera Lf et L� les constantes de Lipschitz. Ces hypothèses assurent que
l’équation d’état admet, pour une commande u ∈ L∞(0, T, U) donnée, une solution
unique, et que le critère V(x, u, T ) est bien défini si T est fini ou si λ > 0.

On dit que (u, T ) est admissible si u(t) ∈ U p.p. t,
∫ T

0 �(yx,u(t), u(t))e−λtdt est
bien définie, et si de plus T est fini, alors yx,u(T ) ∈ C. On appelle valeur du problème
(Px) la quantité

V (x) := inf{V(x, u, T ); (u, T ) admissibles}. (11.2)

Si une commande (u, T ) admissible atteint l’infimum, on l’appelle commande optimale
et on dit qu’elle est solution du problème (Px).

Remarque 11.1 La fonction valeur est, si λ > 0, une fonction bornée, car de

|V(x, u)| ≤
∫ ∞

0

|�(yx,u(t), u(t))|e−λtdt ≤ λ−1‖�‖∞, (11.3)

on déduit que
|V (x)| ≤ λ−1‖�‖∞. (11.4)

De plus V est positive si � l’est. Dans ce dernier cas, V (x) = 0 si x ∈ C. Si de plus
�(x, u) est strictement positif pour tout (x, u) ∈ IRn × U , et si (u, T ) est solution de
(Px), alors T est le premier instant où l’état atteint la cible.

Remarque 11.2 Nous retrouvons le cas particulier des problèmes de transfert en
temps minimal dans le cas où � vaut identiquement 1. En effet, le critère à minimiser
vaut alors

V(x, u, T ) =
∫ T

0

e−λtdt =
{

λ−1(1 − e−λT ) si λ > 0,
T si λ = 0.

(11.5)

Minimiser ce critère équivaut bien à minimiser le temps de transfert. En particulier,
si λ = 0, V (x) est égal au temps minimal de transfert T (x).

Un coefficient d’actualisation strictement positif permet de donner une valeur finie
(égale à λ−1 dans le cas de problèmes de transfert en temps minimal) au critère si la
cible n’est pas atteinte, ce qui facilite l’analyse mathématique ainsi que la discussion
des procédés d’approximation numérique. Pour cette raison, nous supposerons dans
la suite λ > 0.

11.2 Valeur fonction de l’état

11.2.1 Principe de programmation dynamique

Notons l’ensemble des commandes par

U := {u : [0,∞[→ IRm mesurable ; u(t) ∈ U, p.p. t} , (11.6)
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ou encore (puisque U est borné) U = L∞(0,∞, U). Notons que, si x ∈ IRn \ C, le
fait que f soit lipschitzienne et que U soit compact assure que le temps minimal de
transfert à C vérifie T (x) > 0.

Le théorème ci-dessous énonce le principe de programmation dynamique sous une
forme un peu restrictive, mais qui suffit pour l’instant. Une forme plus complète est
donnée dans le théorème 4.1.

Théorème 11.3 (Principe de Programmation Dynamique I) Si x ∈ IRn \ C
et τ ∈]0, T (x)[, alors la valeur V (x) du problème (Px) satisfait :

V (x) = inf
u∈U

{∫ τ

0

�(yx,u(t), u(t))e−λtdt + e−λτV (yx,u(τ))
}

. (11.7)

Démonstration. Notons v∗(x) le membre de droite de l’égalité ci-dessus. Rappe-
lons que V(x, u, T ) est le coût associé à l’état initial x et à une commande admissible
(u, T ). Alors τ < T (x) ≤ T , donc

V(x, u, T ) =
∫ τ

0

�(yx,u(t), u(t))e−λtdt +
∫ T

τ

�(yx,u(t), u(t))e−λtdt,

=
∫ τ

0

�(yx,u(t), u(t))e−λtdt + e−λτ

∫ T−τ

0

�(yx,u(t + τ), u(t + τ))e−λtdt,

=
∫ τ

0

�(yx,u(t), u(t))e−λtdt + e−λτV(yx,u(τ), u(· + τ), T − τ),

≥
∫ τ

0

�(yx,u(t), u(t))e−λtdt + e−λτV (yx,u(τ)).

Minimisant chaque membre par rapport à u, il vient V (x) ≥ v∗(x). Pour montrer
l’inégalité inverse, fixons ε > 0 et soit ũε une solution ε-optimale du problème de
minimisation dans (3.7) et ỹε l’état associé. On a donc

v∗(x) ≥
∫ τ

0

�(ỹε(t), ũε(t))e−λtdt + V (ỹε(τ))e−λτ − ε.

Soit (ûε, T ) admissible et ε-optimal pour le problème (Pỹε(τ)) et ŷε l’état associé.
Alors

V (ỹε(τ))e−λτ + ε ≥
∫ T

0

�(ŷε(t), ûε(t))e−λ(t+τ)dt (11.8)

=
∫ τ+T

τ

�(ŷε(t − τ), ûε(t − τ))e−λtdt. (11.9)

Définissons la commande uε par

uε(t) =
{

ũε(t) si t ∈ [0, τ ],
ûε(t − τ) si t ∈]τ,∞], (11.10)
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et soit yε l’état associé. Alors

v∗(x) ≥
∫ τ+T

0

�(yε(t), uε(t))e−λtdt − 2ε = V(x, uε, τ + T ) − 2ε ≥ V (x) − 2ε.

Puisque ε peut être pris arbitrairement petit, ceci entrâıne v∗(x) ≥ V (x), d’où le
théorème. �

Remarque 11.4 Le choix du poids exponentiel se traduit par une invariance de la
valeur par rapport à l’instant initial : c’est la clé de la démonstration ci-dessus.

Remarque 11.5 Le principe de programmation dynamique peut se formuler ainsi :
sur un horizon inférieur au temps minimal de transfert, la valeur optimale est égale à
l’infimum de la somme du coût de transition entre les états aux instants 0 et τ et de
la valeur actualisée en l’état à l’instant τ .

Exemple 11.6 Pour un problème de temps minimal de transfert, �(x, u) = 1, et le
principe de programmation dynamique s’écrit donc :

∀ τ ∈]0, T (x)[, V (x) = λ−1(1 − e−λτ ) + e−λτ inf
u∈U

V (yx,u(τ)). (11.11)

11.2.2 Equation de Hamilton-Jacobi-Bellman

En vue de la discrétisation du principe de programmation dynamique, étudions le
cas où τ ↓ 0 dans (3.7). Le lemme technique suivant sera utile à plusieurs reprises.

Lemme 11.7 Soient x ∈ IRn \ C et τ ∈]0, T (x)[. Alors

τλV (x) = inf
u∈U

{∫ τ

0

�(x, u(t))dt + V (yx,u(τ)) − V (x)
}

+ o(τ). (11.12)

Démonstration. Le principe de programmation dynamique peut s’écrire

eλτV (x) = inf
u∈U

{∫ τ

0

�(yx,u(t), u(t))eλ(τ−t)dt + V (yx,u(τ))
}

. (11.13)

Puisque f est lipschitzienne, on a yx,u(t) = x + O(τ), uniformément par rapport
t ∈ [0, τ ] et à la commande. Plus précisément, il existe c > 0, tel que, si τ > 0 est
assez petit, pour tout t ∈ [0, τ ], on a

‖yx,u(t) − x‖ ≤ cτ, pour tout u ∈ U . (11.14)

En conséquence,∫ τ

0

�(yx,u(t), u(t))eλ(τ−t)dt =
∫ τ

0

�(x, u(t))dt + o(τ), (11.15)
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là encore uniformément par rapport à la commande. De plus,

eλτV (x) = (1 + λτ)V (x) + o(τ). (11.16)

Combinant avec (3.13) et (3.15), on obtient

τλV (x) = inf
u∈U

{∫ τ

0

�(x, u(t))dt + V (yx,u(τ)) − V (x) + o(τ)
}

+ o(τ). (11.17)

avec le premier o(τ) uniforme par rapport à la commande, et on conclut avec le lemme
1.16. �

Introduisons le hamiltonien H :

H(x, p) := min
u∈U

{�(x, u) + p · f(x, u)}. (11.18)

Remarque 11.8 Dans le cas de problèmes en temps optimal, on a introduit en (2.14)
le pseudo hamiltonien H(x, u, p) := p · f(x, u) (dans le cas de données autonomes).
Dans ce cas �(x, u) = 1, donc H(x, p) = 1 + minu∈U H(x, u, p).

Lemme 11.9 Si V est différentiable en x ∈ IRn \ C, alors

λV (x) = H(x, DV (x)).

Démonstration. Puisque f est lipschitzienne, utilisant (3.14), il vient

yx,u(τ) = x +
∫ τ

0

f(yx,u(t), u(t))dt = x +
∫ τ

0

f(x, u(t))dt + o(τ), (11.19)

avec o(τ)/τ → 0 quand τ ↓ 0, uniformément par rapport à la commande. Comme V
est différentiable en x, on a

V (yx,u(τ)) = V (x) +
∫ τ

0

DV (x) · f(x, u(t))dt + o(τ), (11.20)

avec encore un o(τ) uniforme. Combinant avec les lemmes 1.16 et 3.7, il vient

τλV (x) = inf
u∈U

{∫ τ

0

[�(x, u(t)) + DV (x)f(x, u(t))] dt

}
+ o(τ). (11.21)

L’infimum ci-dessus est atteint en minimisant séparément pour chaque t ; en consé-
quence,

τλV (x) = τH(x, DV (x)) + o(τ), (11.22)

d’où la conclusion en divisant par τ ↓ 0. �
On appellera équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB), pour la famille de pro-

blèmes de commande optimale (Px), l’équation aux dérivées partielles non linéaire du
premier ordre sur IRn \ C avec conditions aux limites sur C :{

(i) λv(x) = H(x, Dv(x)), x ∈ IRn \ C,
(ii) v(x) = 0, x ∈ C,

(11.23)

dans laquelle l’inconnue est la fonction v : IRn → IR.
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Remarque 11.10 L’étude de cette équation aux dérivées partielles présente plu-
sieurs difficultés :

(i) V (x) n’est en général pas différentiable sur IRn \ C. Il faut donc donner un
sens à (3.23)(i) aux points où V (x) n’est pas différentiable.

(ii) V (x) n’est pas nécessairement continue sur C (voir l’exemple 3.11). Là encore
il faut donner un sens à la condition aux limites.

(iii) Il peut y avoir plusieurs solutions continues sur IRn, et différentiable sur
IRn \ C, de (3.23) (exemple 3.12).

Exemple 11.11 Soit le problème de transfert à 0, en dimension 1, avec la dynamique
ẋ = u, 0 ≤ u ≤ 1. Considérons la formulation actualisée avec λ = 1.

On sait que V (x) = 1 − e−T (x). Or T (x) vaut −x si x ≤ 0, et +∞ sinon ; donc

V (x) =
{

1 − ex si x ≤ 0,
1 sinon. (11.24)

La valeur est donc discontinue en 0.

Exemple 11.12 Soit le problème de transfert à 0, en dimension 1, avec la dynamique
ẋ = u, −1 ≤ u ≤ 1. Considérons la formulation actualisée avec λ = 1. Alors T (x) =
|x|, et donc V (x) = 1 − e−|x|. La valeur est continue, et différentiable en tout point
différent de la cible 0. Le hamiltonien a pour expression

H(x, p) = min
u∈[−1,1]

{1 + up} = 1 − |p|, (11.25)

et l’équation HJB s’écrit donc
{

v(x) = 1 − |Dv(x)|, x �= 0,
v(0) = 0.

(11.26)

La valeur est bien solution de cette équation. Mais les fonctions w1(x) = 1 − ex et
w2(x) = 1 − e−x sont d’autres solutions continues et différentiables en tout point
différent de 0 (elles sont même différentiables en 0). Notons cependant que ces solu-
tions “parasites” sont non bornées alors que V (x) l’est.

11.2.3 Continuité uniforme de la valeur

Une fonction est d’autant plus facile à approcher numériquement qu’elle est régu-
lière. Montrons que, si la cible est vide (On note alors V(x, u) le critère) la fonction
V est hölderienne.

Lemme 11.13 Si C = ∅, la fonction valeur V (x) est hölderienne et bornée.
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Démonstration. Nous savons par (3.3)-(3.4) que V est bornée ; montrons qu’elle
est uniformément continue. Puisque f est lipschitzien, la quantité

λ0 := sup
u∈U

x �=x′

(f(x′, u) − f(x, u)) · (x′ − x)
|x′ − x|2 (11.27)

est finie. Montrons que deux trajectoires associées à la même commande u satisfont
la relation

|yx′(t) − yx,u(t)| ≤ |x′ − x|eλ0t. (11.28)

En effet, posant z(t) := yx′(t) − yx,u(t), il vient

1
2

d
dt

|z(t)|2 = z(t) · ż(t) ≤ λ0|z(t)|2,

et donc |z(t)|2 ≤ e2λ0t|x′ − x|2, d’où (3.28). Par ailleurs, (1.27) implique

|V (x′) − V (x)| ≤ sup
u∈U

{∫ ∞

0

|�(yx′(t), u(t)) − �(yx,u(t), u(t))|e−λtdt

}
.

Soit T > 0. Notons

∆1 := sup
u∈U

∫ T

0

|�(yx′(t), u(t)) − �(yx,u(t), u(t))|e−λtdt,

∆2 := sup
u∈U

∫ ∞

T

|�(yx′(t), u(t)) − �(yx,u(t), u(t))|e−λtdt.

Alors |V (x′) − V (x)| ≤ ∆1 + ∆2. Supposant sans perte de généralité λ0 > λ (il suffit
que λ0 majore le membre de droite de (3.3)), nous obtenons avec (3.28)

∆1 ≤ L�

∫ T

0

|x′ − x|e(λ0−λ)tdt = L�
e(λ0−λ)T − 1

λ0 − λ
|x′ − x|,

∆2 ≤ 2
∫ ∞

T

‖�‖∞e−λtdt =
2
λ

e−λT ‖�‖∞.

Soit x′ tel que |x′−x| < 1. Choisissons T > 0 tel que e−T = |x′−x|
1

λ0 (c’est possible !).
Alors les quantités ∆1 et ∆2 se majorent ainsi :

∆1 ≤ L�

λ0 − λ
|x′ − x|

(
|x′ − x|

λ
λ0

−1 − 1
)
≤ L�

λ0 − λ
|x′ − x|

λ
λ0 ,

∆2 ≤ 2
λ
‖�‖∞|x′ − x|

λ
λ0 ,

et donc

|V (x′) − V (x)| ≤
(

L�

λ0 − λ
+

2
λ
‖�‖∞

)
|x′ − x|

λ
λ0 ,

d’où la conclusion. �
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11.3 Commande optimale

Sous les hypothèses faites au début du chapitre, il n’existe pas en général de
commande optimale (comme le montre l’exemple 2.1). Nous allons cependant, sous des
hypothèses fortes, établir dans cette section comment obtenir la commande optimale
à partir de la connaissance de la fonction valeur V .

Théorème 11.14 Supposons la fonction valeur continûment différentiable sur IRn \
C, et continue en tout point de C. Soit x ∈ IRn\C. Alors la commande u est optimale
si et seulement si, p.p. s ∈ [0, T ], où T est le premier instant (éventuellement infini)
pour lequel la cible est atteinte avec la commande u, cette commande minimise le
hamiltonien au sens suivant :

H(yx,u(s), DV (yx,u(s)) = �(yx,u(s), u(s)) + f(yx,u(s), u(s)) · DV (yx,u(s)). (11.29)

Démonstration. Soient (u, T ) une commande admissible, et s ∈]0, T [ ; yx,u(s) n’ap-
partient pas à C, donc V est dérivable en yx,u(s). Le lemme 3.9 et la définition du
hamiltonien impliquent

λV (yx,u(s)) − f(yx,u(s), u(s)) · DV (yx,u(s)) ≤ �(yx,u(s), u(s)), (11.30)

avec égalité ssi (3.29) est satisfait pour presque tout s ∈ [0, T ].
Soit τ ∈]0, T [. La régularité de V permet d’écrire, compte-tenu de (3.30) :

V (x) − e−λτV (yx,u(τ)) =
∫ τ

0

d
dt

[
−e−λtV (yx,u(t))

]
dt

=
∫ τ

0

[λV (yx,u(t)) − f(yx,u(t), u(t)) · DV (yx,u(t))] e−λtdt

≤
∫ τ

0

�(yx,u(t), u(t))e−λtdt,

(11.31)
avec égalité ssi (3.29) est satisfait pour presque tout t ∈ [0, τ ].

Faisons maintenant tendre τ vers T . Si T est fini, de V (yx,u(T )) = 0 on déduit que
u est optimal ssi (3.29) est satisfait. Si T = +∞, on a e−λτV (yx,u(τ)) → 0 puisque
V est bornée, d’où la même conclusion. �

Remarque 11.15 Le résultat précédent a plusieurs extensions utiles, par exemple
au cas où la fonction valeur V est seulement dérivable en tout yx,u(s), s ∈]0, T [, sauf
peut-être en un nombre fini d’entre eux.

Le théorème précédent donne le moyen de vérifier si une commande fonction du
temps est optimale. Voyons maintenant le résultat principal de la section, qui montre
comment construire la commande optimale en fonction de l’état (forme feedback) :
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Théorème 11.16 Supposons (i) la fonction valeur continûment différentiable sur
IRn \ C, de dérivée localement lipschitzienne, et continue en tout point de C, (ii) le
minimum dans la définition du hamiltonien (3.18) atteint en un point unique Υ(x, p),
quand p = DV (x), la fonction Υ étant localement lipschitzienne.

Alors la commande ci-dessous, sous forme feedback, est optimale :

u(x) = Υ(x, DV (x)). (11.32)

Démonstration. L’équation différentielle

ẏx,u(t) = f(yx,u(t), Υ(yx,u(t), DV (yx,u(t)))) (11.33)

a un second membre borné et localement lipschitzien, donc a une solution unique ;
l’optimalité de la commande découle du théorème 3.14. �

Exemple 11.17 reprenons le problème de l’exemple 3.12. On a V (x) = 1− e−|x|, et
V ′(x) = −ex si x < 0, V ′(x) = e−x si x > 0. La commande réalisant le maximum
dans la définition du hamiltonien est donc u(x) = 1 si x < 0, u(x) = −1 si x > 0.
Chacun des deux théorèmes précédents peut être appliqué à ce problème.

Remarque 11.18 La vérification de l’hypothèse (ii) du théorème 3.16 se ramène à
une analyse de stabilité de la solution d’un problème d’optimisation en dimension
finie, voir [16, Section 4.4.1]. Cette hypothèse se vérifie par exemple dans le cas (assez
restrictif) où U est convexe fermé, f est affine par rapport à la commande, et � est
uniformément fortement convexe par rapport à la commande, pour tout x.

Remarque 11.19 La fonction valeur n’est en général pas continûment différentiable,
même sous les hypothèses fortes de la remarque 3.18. Les théorèmes 3.14 et 3.16 ne
peuvent donc être appliqués que dans un nombre limité de cas.
On retiendra néanmoins la règle heuristique suivante. Soit x ∈ IRn \C. Alors un “can-
didat sérieux”, pour être commande optimale en x, est l’argument de la minimisation
dans la définition du hamiltonien, évaluant celui-ci en (x, DV (x)).

11.4 Solution de viscosité

Cette section présente une notion permettant de donner un sens à l’équation (3.23),
dite HJB : {

(i) λv(x) = H(x, Dv(x)), x ∈ IRn \ C,
(ii) v(x) = 0, x ∈ C,

(11.34)

avec C partie fermée de IRn, même quand la solution n’est pas différentiable. On
pourra passer les preuves en première lecture. Nous limiterons l’étude aux solutions
continues sur IRn. Le problème principal est de donner un sens à (3.34)(i), de manière
à ce que la valeur soit l’unique solution de (3.34).
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11.4.1 Notion de solutions de viscosité

Notons dans la suite
Ω := IRn \ C. (11.35)

On peut définir une notion de solution généralisée de (3.34) grâce à l’observation
suivante.

Lemme 11.20 Soit Φ une fonction différentiable en x ∈ Ω, telle que V − Φ a un
maximum (resp. minimum) local en x. Alors

λV (x) −H(x, DΦ(x)) ≤ 0 (resp. ≥ 0). (11.36)

Démonstration. Il suffit de donner la démonstration dans le cas où V − Φ a un
maximum local en x. Alors, pour tout x′ dans un voisinage N de x, on a

V (x′) − V (x) ≤ Φ(x′) − Φ(x). (11.37)

Pour τ > 0 assez petit, puisque f est bornée, yx,u(τ) ∈ N , quelle que soit la commande
appliquée. Combinant (3.37) et le lemme 3.7, il vient

τλV (x) ≤ inf
u∈U

{∫ τ

0

�(x, u(t))dt + Φ(yx,u(τ)) − Φ(x)
}

+ o(τ). (11.38)

On procède alors comme dans la démonstration du lemme 3.9, en adaptant (3.20),
(3.21) et (3.22) (changements d’égalités en inégalités, remplacement de V par Φ dans
les membres de droite). �

Formalisons ce qui précède en introduisant un vocabulaire adapté.

Définition 11.21 Une fonction v : IRn → IR est dite sous (resp. sur) solution au
sens de viscosité de (3.34)(i) si, pour tout x0 ∈ Ω, et Φ : IRn → IR de classe C1, telle
que x0 est point de maximum (resp. minimum) local de v − Φ, alors

λv(x0) −H(x0, DΦ(x0)) ≤ 0 (resp. ≥ 0). (11.39)

On dit que v est solution au sens de viscosité de (3.34)(i) si elle est à la fois sur et
sous solution au sens de viscosité.

Théorème 11.22 La fonction valeur V est solution au sens de viscosité de (3.34)(i).

Le théorème est conséquence immédiate du lemme 3.20. Ce dernier est apparem-
ment plus fort, car il suppose seulement la fonction Φ dérivable en x. Nous allons voir
que les deux énoncés sont équivalents, en introduisant un concept important.
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Définition 11.23 Soit v une fonction IRn → IR. On dit que p ∈ IRn est une sous
(resp. sur) dérivée (ou sous, sur gradient) de v en x, si

v(x′) − v(x) − p · (x′ − x) ≥ o(‖x′ − x‖) (resp. ≤ o(‖x′ − x‖)) . (11.40)

On notera D−v(x) (resp. D+v(x)) l’ensemble des sous gradients (resp. sur gradients)
de v en x.

Exemple 11.24 La fonction valeur absolue v : IR → IR, v(x) := |x|, est telle que
D−v(0) = [−1, 1] et D+v(0) = ∅.

Remarque 11.25 (i) Si v est dérivable en un point x, alors

D−v(x) = D+v(x) = {Dv(x)}. (11.41)

(ii) Si en un point x on a D−v(x) �= ∅ et D+v(x) �= ∅, alors v est dérivable en x et
(3.41) est satisfait.

Soit p un sur gradient de v en x. Posons

Φ(x′) = max(v(x′), v(x) + p · (x′ − x)).

Alors v − Φ atteint un maximum local en x et, par définition du sur gradient, la
fonction Φ a pour dérivée p en x. Réciproquement, si une fonction Φ dérivable en x
est telle que v − Φ atteint un maximum local en x, il est clair que DΦ(x) est un sur
gradient de v en x. Nous avons montré que

D+v(x) = {p; ∃Φ : IRn → IR; p = DΦ(x); v − Φ a un maximum local en x}.

On peut montrer (voir par exemple Barles [10, Section 2.2]) que D+v(x) est aussi l’en-
semble des gradients de fonctions continûment dérivables, telles que v −Φ atteint un
maximum local en x. Bien entendu on a un résultat similaire pour les sous gradients.
Les conditions du lemme 3.20 et du théorème 3.22 cöıncident donc. Ceci implique le
résultat suivant :

Lemme 11.26 Soit x ∈ Ω et v : IRn → IR. Les énoncés suivants sont équivalents :
(i) On a λv(x) ≤ H(x, DΦ(x)), pour toute fonction Φ dérivable en x telle que v − Φ
atteint un maximum local en x.
(ii) On a λv(x) ≤ H(x, DΦ(x)), pour toute fonction Φ continûment dérivable telle
que v − Φ atteint un maximum local en x.
(ii) On a λv(x) ≤ H(x, p), pour tout p ∈ D+v(x).

Nous laissons le lecteur énoncer le résultat correspondant concernant les sous gra-
dients.



234 CHAPITRE 11. COMMANDE OPTIMALE : L’APPROCHE HJB

Remarque 11.27 (i) Soit v une sous solution de 3.36(i) au sens de viscosité, et x ∈ Ω
tel que v soit dérivable en x. Combinant le lemme précédent et la remarque 3.25, il
vient λv(x) ≤ H(x, Dv(x)). De même pour les sur solutions.
(ii) Soit v dérivable sur Ω. Combinant le point (i) et le lemme précédent, on voit que
v est sous solution de 3.36(i) au sens classique ssi elle est sous solution de viscosité.
De même pour les sur solutions.

11.4.2 Théorème de comparaison

Nous avons noté que la fonction valeur V n’est pas toujours continue. Dans tous
les cas, cette solution est solution de l’équation HJB (3.34) au sens de viscosité.

Le résultat principal de cette section (théorème 3.31) implique, si la cible C est
vide, l’unicité (autrement dit, l’existence d’au plus une) d’une solution hölderienne
et bornée de l’équation HJB. Sachant que V est hölderienne dans ce cas, on obtient
donc l’existence et l’unicité de la solution, dans la classe des fonctions hölderiennes et
bornées.

Pour l’étude de convergence des schémas numériques, nous avons besoin d’un
résultat un peu plus fort que l’unicité : des résultats de comparaison entre les sous-
solutions semi continues supérieurement (s.c.s.) et les sur solutions semi continues
inférieurement (s.c.i.).

Définition 11.28 On dit que la fonction v : IRn → IR est semi continue supérieu-
rement (s.c.s.) (resp. semi continu inférieurement (s.c.i.)) si pour tout x ∈ IRn on
a

v(x) ≥ lim sup
x′→x

v(x′),
(
resp. v(x) ≤ lim inf

x′→x
v(x′)

)
.

Remarque 11.29 On peut exprimer les propriétés précédentes à l’aide de suites
convergentes vers x. Ainsi, la fonction v : IRn → IR est s.c.s. ssi, pour toute suite
xk convergeant vers x, on a v(x) ≥ lim supk v(xk) ; ou encore, si pour tout point
d’adhérence v∗ ∈ IR ∪ {±∞} de v(xk), on a v(x) ≥ v∗. De même pour la semi
continuité inférieure.

Définition 11.30 On appelle principe d’unicité fort pour l’équation (3.34) tout ré-
sultat du type suivant : Soient v (resp. w) une sous solution (resp. sur solution) de
(3.34) (assorti éventuellement de conditions de régularité sur v et w satisfaites par la
fonction valeur). Alors sup v ≤ inf w.

Compte tenu de la difficulté de ce type de résultat, nous limiterons l’analyse au
cas C = ∅. Pour l’extension aux problèmes avec temps d’arrêt (section 3.5.1), il est
utile de considérer une équation aux dérivées partielles générale du premier ordre,
notée

H(x, v(x), Dv(x)) = 0, pour tout x ∈ IRn. (11.42)
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On suppose que le “hamiltonien abstrait” H vérifie les relations

|H(x, v, p′) − H(x, v, p)| ≤ c1‖p′ − p‖; (11.43)
|H(x′, v, p) − H(x, v, p)| ≤ c2‖x′ − x‖(1 + ‖p‖); (11.44)
H(x, v′, p) − H(x, v, p) ≥ c3(v′ − v), (11.45)

avec c3 > 0. Dans le cas de l’équation HJB on a

H(x, v, p) := λv − inf
u∈U

{�(x, u) + p · f(x, u)}, (11.46)

et si la dynamique est bornée, on vérifie (3.43)-(3.45), avec

c1 := sup{‖f(x, u)‖; (x, u) ∈ Ω × U}; c2 := L� + Lf ; c3 := λ. (11.47)

Une fonction v : IRn → IR est dite sous solution (resp. sur solution) au sens de
viscosité de (3.42) si, pour tout Φ : IRn → IR de classe C1, telle que x0 est point de
maximum (resp. minimum) local de v − Φ, on a

H(x0, v(x0), DΦ(x0)) ≤ 0 (resp. ≥ 0). (11.48)

On dit que v est solution au sens de viscosité de (3.42) si elle est à la fois sur et sous
solution au sens de viscosité.

Théorème 11.31 (Principe d’unicité fort) Sous les hypothèses (3.43)-(3.45), si
v est une sous solution s.c.s. bornée supérieurement de (3.42), et w est une sur solu-
tion s.c.i. bornée inférieurement de (3.42), une de ces deux fonction étant hölderienne,
alors v(x) ≤ w(x), pour tout x ∈ IRn.

Corollaire 11.32 Si la dynamique est bornée et C = ∅, la fonction valeur V (x)
du problème (Px) est l’unique solution de viscosité continue et bornée sur IRn de
l’équation HJB (3.34).

Démonstration. Le lemme 3.13 dit que la fonction valeur V (x) est hölderienne et
bornée. D’après le théorème 3.22, V (x) est solution de viscosité dans IRn de (3.34)(i).
Soit v une autre solution de viscosité continue et bornée. Le théorème 3.31 implique
v ≤ V et V ≤ v, d’où v = V . �

Il reste à démontrer le théorème 3.31. La démonstration est quelque peu technique
et le lecteur intéressé principalement par les méthodes numériques peut la sauter en
première lecture. Donnons cependant un résultat de comparaison élémentaire (mais
sous des hypothèses trop fortes) qui donnera une idée du principe de la démonstration.

Proposition 11.33 On suppose que C = ∅. Soient v et w une sous et sur solution
de (3.48) respectivement. Supposons le maximum de v − w atteint en un point x0 où
v et w sont différentiables. Alors v(x) ≤ w(x), pour tout x ∈ IRn.
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Démonstration. Puisque v − w atteint son maximum en x0, Dv(x0) = Dw(x0).
Cette valeur commune p0 étant sur et sous gradient de v et w en x0, on a

H(x0, v(x0), p0) ≤ 0 ≤ H(x0, w(x0), p0), (11.49)

et on conclut avec (3.45). �
Démonstration du théorème 3.31. Supposons v hölderienne, l’autre cas se traitant
d’une manière similaire. L’idée essentielle de la démonstration est le dédoublement
des variables : Pour tout ε > 0, posons

ϕ(x, y) := v(x) − w(y) − 1
2ε−2‖x − y‖2, pour tout (x, y) ∈ IRn × IRn. (11.50)

Le rôle du dernier terme est d’obtenir des points x et y proches quand on considère
des solutions approchées du problème de maximisation de ϕ. Soit δ ∈]0, 1[. On a

sup ϕ ≤ sup v − inf w < +∞, (11.51)

donc il existe (x1, y1) in IR2n tel que

ϕ(x1, y1) > sup ϕ − δ. (11.52)

Il existe aussi une fonction ξ, de classe C∞ à support compact, telle que

ξ(x1, y1) = 1, 0 ≤ ξ ≤ 1, sup
x,y

‖Dξ(x, y)‖ ≤ 1. (11.53)

Posons
ψ(x, y) = ϕ(x, y) + δξ(x, y), pour tout (x, y) ∈ IR2n. (11.54)

Si (x, y) n’est pas dans le support de ξ, on a

ψ(x, y) = ϕ(x, y) ≤ sup ϕ < ψ(x1, y1). (11.55)

Une suite maximisante pour ψ est donc, à partir d’un certain rang, incluse dans le
support de ξ qui est compact ; or ψ est s.c.s., donc atteint son maximum en un point
(xo, yo). Autrement dit,

ψ(xo, yo) ≥ ψ(x, y) pour tout (x, y) ∈ IR2n. (11.56)

En particulier, la fonction x → v(x)− 1
2ε−2‖x− y0‖2 + δξ(x, y0) atteint un maximum

local en x0. Par définition d’une sous solution de viscosité, on a donc

H(x0, v(x0), ε−2(xo − yo) − δDxξ(xo, yo)) ≤ 0. (11.57)

De même, y → w(y) + 1
2ε−2‖x0 − y‖2 − δξ(x0, y) atteint un minimum local en x0,

donc par définition d’une sur solution de viscosité, on a

H(y0, w(y0), ε−2(xo − yo) + δDyξ(xo, yo)) ≥ 0. (11.58)



11.5. TEMPS D’ARRÊT ET COMMANDE IMPULSIONNELLE 237

Utilisant (3.43), (3.53) et (3.57)-(3.58), il vient

H(x0, v(x0), ε−2(xo − yo)) ≤ δc1; H(y0, w(y0), ε−2(xo − yo)) ≥ −δc1. (11.59)

Soustrayant ces relations, nous obtenons avec (3.44) et (3.45),

c3(v(x0) − w(y0)) ≤H(x0, v(x0), ε−2(xo − yo)) − H(x0, w(y0), ε−2(xo − yo))
≤H(y0, w(y0), ε−2(xo − yo)) − H(x0, w(y0), ε−2(xo − yo)) + 2δc1

≤ c2ε
−2‖xo − yo‖2 + c2‖xo − yo‖ + 2δc1.

(11.60)
Estimons maintenant les membres de cette inégalité. On a, avec (3.56),

sup ϕ − δ ≤ ψ(xo, yo) = v(x0) − w(y0) − 1
2ε−2‖xo − yo‖2, (11.61)

et donc
1
2ε−2‖xo − yo‖2 ≤ sup v − inf w + δ − sup ϕ. (11.62)

Ceci implique ‖xo − yo‖ → 0 quand ε ↓ 0. Notons cv la constante de Hölder de v.
Prenant ε assez petit, comme v est hölderienne, il vient v(x0)− v(y0) ≤ cv‖x0 − y0‖γ .
Choisissant x = y = y0 dans (3.56), il vient après simplification et usage de (3.53),

1
2ε−2‖xo − yo‖2 ≤ v(x0) − v(y0) + δ(ξ(x0, y0) − ξ(y0, y0))

≤ cv‖x0 − y0‖γ + δ‖x0 − y0‖.
(11.63)

On peut sans perte de généralité supposer γ dans ]0, 1[, donc quand ‖x0 − y0‖ est
assez petit

cv‖x0 − y0‖γ + δ‖x0 − y0‖ ≤ 1
2K|xo − yo|γ (11.64)

pour une certaine constante K indépendante de ε et δ. Avec (3.63), nous obtenons
ε−2‖xo − yo‖2 ≤ K‖xo − yo‖γ , soit ‖xo − yo‖ ≤ Kε

2
2−γ . Combinant avec (3.60), il

vient
λ(v(x0) − w(y0)) ≤ K ′ε

2γ
2−γ + 2δc1, (11.65)

pour un certain K ′ indépendant de ε et δ. Or

sup(v − w) ≤ sup ϕ ≤ ϕ(x0, y0) + δ ≤ v(x0) − w(y0) + δ. (11.66)

Il vient donc sup(v − w) ≤ O(ε
2γ

2−γ + δ). Faisant tendre ε et δ vers 0, nous obtenons
la conclusion. �

Remarque 11.34 La preuve ci-dessus a l’intérêt d’être très proche de celle de l’es-
timation d’erreur du schéma de discrétisation : voir la section 4.3.2.

11.5 Temps d’arrêt et commande impulsionnelle

Les résultats principaux de cette section concernent les problèmes de commande
impulsionnelle. Afin de préparer les outils nécessaires à leur étude, nous étudions
d’abord les problèmes avec décision d’arrêt, qui ont leur propre intérêt.
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11.5.1 Problèmes avec temps d’arrêt

Nous considérons un problème de commande optimale dans lequel on peut s’arrê-
ter à tout instant en payant un coût ϕ actualisé :

(Px)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Min V(x, u, θ) :=
∫ θ

0

�(yx,u(t), u(t))e−λtdt + e−λθϕ(yx,u(θ))

ẏx,u(t) = f(yx,u(t), u(t)), t ∈ [0, θ[, yx,u(0) = x;

u(t) ∈ U p.p. t ∈ [0, θ[,

avec θ ≥ 0 et ϕ : IRn → IR supposée lipschitzienne et bornée, ainsi que f et �. On
note a ∧ b := min(a, b), et χs vaut 1 si s est vrai, et 0 sinon. La démonstration du
théorème ci-dessous ne présente pas de difficulté.

Théorème 11.35 (Principe de Programmation Dynamique)
La fonction valeur V (x) satisfait, pour tout τ > 0 :

V (x) = inf
(u,θ)(∫ τ∧θ

0 �(yx,u(t), u(t))e−λtdt + χτ<θe
−λτV (yx,u(τ)) + χτ≥θe

−λθϕ(yx,u(θ))
)

,

(11.67)
où le minimum s’entend sous les contraintes u(t) ∈ U , p.p. t ∈ [0, τ ], et θ ≥ 0.

Soit H(x, p) toujours défini par (3.18). L’équation HJB de ce problème est dite
inéquation variationnelle, par analogie avec les problèmes de contact en mécanique :

max[λv −H(x, Dv), v − ϕ(x)] = 0, pour tout x ∈ IRn. (11.68)

Théorème 11.36 La fonction valeur V du problème ci-dessus est bornée, hölde-
rienne, et c’est une solution au sens de viscosité de (3.68), au sens où, pour tout
x ∈ IRn :

max[λV (x) −H(x, p), V (x) − ϕ(x)] ≤ 0 (resp. ≥ 0), (11.69)

pour tout p ∈ D+v(x) (resp. p ∈ D−v(x)).

Démonstration. La démonstration du caractère borné et hölderien de V est si-
milaire à celle du lemme 3.13. Montrons que V est solution de viscosité. Il est clair
que V (x) ≤ ϕ(x) pour tout x, puisqu’une impulsion à l’instant initial est possible.
Distinguons deux cas.
a) Si V (x) < ϕ(x), puisque V et ϕ sont continues, il existe ε > 0 tel que
V (x′) + ε < ϕ(x′), pour tout x′ appartenant à un voisinage N de x. Puisque f
est bornée, on déduit que pour τ assez petit, toute stratégie optimale à ε près ne
comporte pas d’impulsion pour t ∈ [0, τ ]. Le principe de programmation dynamique
(3.7) est donc valable pour τ assez petit. La démonstration du lemme 3.20 s’applique
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donc ; elle montre que (3.36) est satisfaite en x si V − Φ a un maximum (resp. mini-
mum) local en x. On en déduit (3.69) en combinant avec le lemme 3.26.
b) Si V (x) = ϕ(x), le second cas de (3.69) est trivialement satisfait. Reste à montrer
que si p ∈ D+v(x), alors λV (x) −H(x, p) ≤ 0. Puisque les stratégies sans impulsions
sont possibles, on a

V (x) ≤ inf
u∈U

{∫ τ

0

�(yx,u(t), u(t))e−λtdt + V (yx,u(τ))e−λτ

}
. (11.70)

Il suffit alors de reprendre les calculs des lemmes 3.7 et 3.20, en tenant compte
de l’inégalité dans (3.70), pour vérifier que (3.36) est satisfaite, si Φ une fonction
différentiable en x, telle que V − Φ a un maximum (resp. minimum) local en x. On
conclut avec le lemme 3.26. �

Théorème 11.37 (Unicité forte) Soient v une sous solution s.c.s. de (3.68) bornée
supérieurement, w une sur solution s.c.i. de (3.68) bornée inférieurement. Si une de
ces deux fonctions est hölderienne, alors v(x) ≤ w(x), pour tout x ∈ IRn.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théorème 3.31 ; la vérification des hypothè-
ses (3.43)-(3.45) se fait sans difficultés. �

Il résulte des résultats précédents que V est l’unique soluion au sens de viscosité
de (3.68), dans la classe des fonctions hölderiennes et bornées.

11.5.2 Commande impulsionnelle

Dans de nombreux problèmes de commande optimale, on a la possibilité de faire
changer l’état de manière discontinue, en payant un prix associé. Un exemple typique
est celui de la gestion de stock, dans lequel une commande a un coût fixe (déplacement
du camion) et un coût proportionnel à la quantité livrée (n’excédant pas la capacité
du camion). La modification de l’état peut ne s’effectuer qu’après un certain délai
(temps de livraison).

Nous allons nous limiter ici à la discussion de problèmes de commande optimale
impusionnelle sans délai. La dynamique du système est régie par les relations suivan-
tes :

ẏx,u(t) = f(yx,u(t), u(t)), t ∈]θi, θi+1[,
yx,u(θ+

i ) = yx,u(θ−i ) + ξi, i = 1, . . . , N,
yx,u(0) = x.

(11.71)

La dynamique f : IRn × IRm → IRn est supposée lipschitzienne et bornée, ainsi que
l’ensemble des commandes U ⊂ IRm, supposé compact, et le coefficient d’actualisation
λ > 0. On convient de noter Lf la constante de Lipschitz de f , et de même pour les
autres fonctions. La suite {θi}, i = 1, . . . , N , de temps d’arrêt positifs, est finie (on
pose alors θN+1 = +∞) ou non (on a alors N = +∞), croissante et sans points
d’accumulation, et θ0 = 0. Les impulsions ξi appartiennent à Ξ ⊂ IRn. Les suites θ et
ξ font partie de la commande. Ainsi l’état yx,u(t) appartient à IRn et la commande, ou
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contrôle, u(t) appartient à IRm. Le critère à minimiser se décompose en une intégrale
d’un coût distribué et une somme de coûts de transition :

V(x, u, θ, ξ) :=
∫ ∞

0

�(yx,u(t), u(t))e−λtdt +
N∑

i=1

(c0 + c(ξi))e−λθi . (11.72)

Le coût distribué � : IRn × IRm → IR est supposé lipschitzien et borné. Le coût de
transition est c0 + c(ξi). La constante c0 > 0 représente un coût fixe, et la fonction
continue c : IRn → IR+ est telle que c(0) = 0 et

c(ξ1 + ξ2) ≤ c(ξ1) + c(ξ2), ∀ ξ1, ξ2 ∈ IRn. (11.73)

La stricte positivité de c0 donne une borne sur le nombre d’impulsions d’une stratégie
sous optimale sur un intervalle de temps fini, et la relation précédente implique qu’il
n’est pas restrictif d’imposer que les instants θi soient tous différents. Le problème à
résoudre est

(Px) Min
(u,θ,ξ)

V(x, u, θ, ξ) soumis à (3.71); u(t) ∈ U, p.p. t ∈ [0, +∞[.

La valeur de ce problème (infimum du critère sur les commandes admissibles) est
notée V (x). Nous allons dans un premier temps établir un résultat de régularité de la
fonction valeur ainsi que le principe de programmation dynamique pour un problème
sans impulsion.

Proposition 11.38 La fonction valeur V est hölderienne et bornée.

Démonstration. a) Montrons que V est bornée. Soit la commande constante u(t) =
u0, où u0 ∈ U , sans impulsion. Alors

V (x) ≤
∫ ∞

0

�(yx,u(t), u0)e−λtdt ≤ λ−1‖�‖∞.

D’autre part, puisque le coût de transition est positif, on a pour tout commande
(u, θ, ξ)

V (x) ≥
∫ ∞

0

�(yx,u(t), u(t))e−λtdt ≥ −λ−1‖�‖∞,

et donc ‖V ‖∞ ≤ λ−1‖�‖∞.
b) Montrons que V est hölderienne. On a

V (x′) − V (x) ≤ sup
(u,θ,ξ)

{V(x′, u, θ, ξ) − V(x, u, θ, ξ)} ,

donc après simplification des coûts de transition,

V (x′) − V (x) ≤ sup
(u,θ,ξ)

{∫ ∞

0

[�(yx′(t), u(t)) − �(yx,u(t), u(t))]e−λtdt

}
.
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Soient yx′ et yx,u deux trajectoires associées à la même commande (u, θ, ξ). Comme
dans le cas sans impulsion, on a |yx′ − yx,u| ≤ |x′ − x|eλ0t, où λ0 est défini par (3.3).
On peut alors finir la démonstration de manière analogue à celle du lemme 3.13. �

Théorème 11.39 (Principe de Programmation Dynamique)
La fonction valeur V (x) satisfait, pour tout τ > 0 :

V (x) = inf
(u,θ,ξ)

(∫ τ

0

�(yx,u(t), u(t))e−λtdt +
N∑

i=1

(c0 + c(ξi))e−λθi + e−λτV (yx,u(τ−))

)
,

(11.74)
où le minimum s’entend sous les contrainte u(t) ∈ U , p.p. t ∈ [0, τ ], les θi sont
strictement croissants, et θN < τ .

Démonstration. La démonstration est similaire à celle du théorème 3.3. �
Définissons l’opérateur qui à une fonction w(·) associe la valeur optimale après

impulsion, noté
Mw(x) := inf

ξ∈IRn
{w(x + ξ) + c0 + c(ξ)}. (11.75)

Lemme 11.40 L’opérateur M associe à une fonction bornée une autre fonction
bornée, est non expansif1 pour la norme uniforme, et conserve les constantes de
Hölder.

Démonstration. Soient w et w′ fonctions bornées dans IRn. Puisque c(·) ≥ 0 et
c(0) = 0, on a

c0 − ‖w‖∞ ≤ Mw(x) ≤ c0 + w(x) ≤ c0 + ‖w‖∞,

donc M associe à une fonction bornée une autre fonction bornée. Avec (1.27), il vient
|Mw′(x) − Mw(x)| ≤ |w′(x) − w(x)|. Il en résulte que M est non expansif pour la
norme uniforme. En particulier, on a pour tout y ∈ IRn, |Mw(x + y) − Mw(x)| ≤
|w(x + y) − w(x)| ce qui montre que M préserve les constantes de Hölder. �

Théorème 11.41 La fonction valeur V est solution au sens de viscosité de l’équation

max[λV (x) −H(x, DV (x)), V (x) − MV (x)] = 0, (11.76)

au sens où

max[λV (x) −H(x, p), V (x) − MV (x)] ≤ 0 (resp. ≥ 0), (11.77)

pour tout p ∈ D+v(x) (resp. p ∈ D−v(x)).

Démonstration. La démonstration se réduit à celle du théorème 3.36, en identifiant
la décision d’impulsion à une décision d’arrêt de coût ϕ(x) := MV (x). �

Pour le résultat d’unicité on se reportera à Barles [10, Section 3.2.2].
1C’est à dire lipschitzien de constante 1.
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11.6 Notes

La référence classique sur la programmation dynamique est R. Bellman [12]. Une
présentation simple, avec de nombreux exemples est donnée dans D. Bertsekas [13].

L’approche par solution de viscosité est dûe à Crandall et Lions [23]. Barles [10]
fournit une introduction à ce sujet. Notons aussi l’ouvrage de Bardi et Capuzzo-
Dolcetta [9].



Chapitre 12

Résolution numérique de
l’équation HJB

Ce chapitre discute la résolution numérique du problème (Px) du chapitre 3, en
discrétisant l’équation HJB. Nous supposerons dans ce chapitre f et � lipschitziennes
et bornées, λ > 0, U compact non vide, et C fermé (supposé vide dans certains
énoncés). Introduisons deux espaces de fonctions, l’ensemble B(IRn) l’ensemble des
fonctions bornées IRn → IRn, muni de la norme

‖v‖∞ := sup
x∈IRn

|v(x)| (12.1)

qui en fait un espace de Banach, (à ne pas confondre avec L∞(IRn), l’espace des
fonction définies presque partout, essentiellement bornées) et l’espace

BUC(IRn) := { Fonctions bornées, uniformément continues : IRn → IR} . (12.2)

On pose
a+ := max(a, 0); a− := min(a, 0). (12.3)

12.1 Motivation : problème continu

Le but de cette section est d’analyser une variante du principe de programmation
dynamique qui se formule comme un opérateur de point fixe contractant, dit itération
sur les valeurs. L’algorithme convergent qui en découle n’est pas implémentable sur
ordinateur, puisqu’il s’applique au problème continu. Cependant, on obtiendra des
algorithmes effectifs après discrétisation de l’espace d’état.

Rappelons l’expression du principe de programmation dynamique (théorème 3.3) :
si x ∈ IRn \ C, et τ ∈]0, T (x)[, alors

V (x) := inf
u∈U

{∫ τ

0

�(yx,u(t), u(t))e−λtdt + V (yx,u(τ))e−λτ

}
. (12.4)

243
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Nous allons voir une variante de cette formulation qui permet de définir un opérateur
dans tout l’espace. On note t1 ∧ t2 := min(t1, t2).

Théorème 12.1 (Principe de Programmation Dynamique II) Soit x ∈ IRn \
C et τ > 0. Alors V (x) = MτV (x), où

Mτv(x) := inf
(u,T )

{∫ τ∧T

0

�(yx,u(t), u(t))e−λtdt + χτ<Tv(yx,u(τ))e−λτ

}
, (12.5)

l’infimum portant sur les couples (u, T ) admissibles.

Démonstration. La démonstration est similaire à celle du théorème 3.3. �

Proposition 12.2 Pour tout τ > 0, l’opérateur Mτ est monotone croissant de
B(IRn) dans lui même, et c’est une contraction de rapport e−λτ .

Démonstration. Sachant que � est borné, et donc
∣∣∣∣∣
∫ τ∧T

0

�(yx,u(t), u(t))e−λtdt

∣∣∣∣∣ ≤ λ−1‖�‖∞, (12.6)

il est clair que Mτ applique B(IRn) dans lui-même. La monotonie de Mτ est immé-
diate. Soient v et v′ deux fonctions de B(IRn). Par une majoration similaire à (1.27),
il vient

|Mτv′(x) −Mτv(x)| ≤ sup
(u,T )

e−λτχτ<T |v′(yx,u(τ)) − v(yx,u(τ))| ≤ e−λτ‖v′ − v‖∞,

d’où la conclusion. �

On déduit du résultat précédent l’“algorithme” (en espace d’état continu) d’itéra-
tions sur les valeurs ci-dessous.

Corollaire 12.3 On peut calculer V par l’algorithme de point fixe suivant : fixer
τ > 0, et former la suite Vk+1 = MτVk, en partant de V0 ∈ B(IRn) quelconque. Cette
suite vérifie

‖Vk+1 − V ‖∞ ≤ e−kλτ‖Vk − V ‖∞. (12.7)

Nous allons maintenant formuler des schémas numériques de discrétisation de
l’équation HJB. Ces schémas se reformulent comme des points fixes d’opérateurs
contractants qui s’interprètent comme des discrétisations de l’opérateur Mτ .
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12.2 Schémas décentrés et extensions

12.2.1 Dimension d’espace n = 1

Nous allons discrétiser l’équation HJB en remplaçant la dérivée en espace par une
différence finie. Soit ∆x > 0 le pas d’espace. On note xj := j∆x. L’espace discret est
{xj , j ∈ Z} = ∆xZ.

On pose Ω := IRn \ C, et on notera C∆x et Ω∆x les discrétisations des ensembles
C et Ω, respectivement ; ces deux ensembles forment une partition de ∆xZ. Nous
supposerons que

C∆x converge vers C, au sens de la distance de Hausdorff. (12.8)

On rappelle que, si C1 et C2 sont deux parties de IRn, leur distance de Hausdorff est

dist(C1, C2) := max
(

sup
c1∈C1

dist(c1, C2), sup
c2∈C2

dist(c2, C1)
)

. (12.9)

On désire approcher V (xj) par la quantité vj . Notons

Ddvj =
vj+1 − vj

∆x
, Dgvj =

vj − vj−1

∆x
, D0vj =

vj+1 − vj−1

2∆x
, (12.10)

les différences divisées à droite, à gauche et centrées, respectivement. Laquelle faut-il
prendre pour discrétiser l’équation HJB ?

L’idée essentielle est de s’appuyer sur le principe de programmation dynamique,
qui relie les valeurs de V en x et en les points voisins dans la direction de f(x, u).
Il convient donc de décentrer à droite si f(x, u) est positive, et à gauche sinon1. On
obtient ainsi le schéma décentré⎧⎨
⎩ λvj = inf

u∈U

{
�(xj , u) + f(xj , u)+

vj+1 − vj

∆x
+ |f(xj , u)−|

vj−1 − vj

∆x

}
, j ∈ Ω∆x,

vj = 0, j ∈ C∆x.
(12.11)

Exemple 12.4 Soit le problème de transfert en temps minimal à 0, avec la dyna-
mique ẋ = u, et la contrainte −1 ≤ u ≤ 1. Il est naturel de prendre C∆x = {0}. La
fonction à minimiser dans (4.11) est linéaire par morceaux : elle atteint son minimum
en 0, -1 ou 1. Le schéma décentré s’écrit donc, pour j �= 0,

λvj = 1 + min
{

0,
vj−1 − vj

∆x
,
vj+1 − vj

∆x

}
, (12.12)

ou encore
(1 + λ∆x)vj = ∆x + min {vj−1, vj , vj+1} , (12.13)

On cherche (à l’image du prblème continu) une solution paire, croissante avec |j|,
donc pour j ≥ 1, (1 + λ∆x)vj = ∆x + vj−1, d’où (1 + λ∆x)(vj − 1/λ) = vj−1 − 1/λ,
et finalement vj = λ−1(1 − (1 + λ∆x)−|j|), pour tout j ∈ Z.

1Ce qui traduit le fait que la prise de décision optimale nécessite d’envisager les conséquences de
ses actes.
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12.2.2 Forme de point fixe contractant

Nous allons réécrire le schéma (4.11) sous une forme de point fixe contractant, ce
qui permettra de vérifier qu’il a une solution unique. Cette réécriture fait apparâıtre
un pas de temps ∆t > 0 fictif. Multipliant (4.11) par ∆t > 0, ajoutant vj à chaque
membre, et divisant par (1 + λ∆t), il vient, pour tout j ∈ Ω∆x :

vj = (1 + λ∆t)−1 inf
u∈U

{
∆t�(xj , u) +

(
1 − ∆t

∆x
|f(xj , u)|

)
vj

+
∆t

∆x
|f(xj , u)−|vj−1 +

∆t

∆x
f(xj , u)+vj+1

}
.

(12.14)

Nous allons vérifier que, pour ∆t assez petit, (4.14) est une équation de point fixe
monotone et contractant. Notons N(f) la norme infinie de f restreinte à IRn × U ,

N(f) := sup
x

sup
u∈U

|f(x, u)|, (12.15)

et considérons la condition de stabilité
∆t

∆x
N(f) ≤ 1. (12.16)

Remarque 12.5 Si (4.16) est satisfait, la combinaison linéaire de vj−1, vj , et vj+1

apparaissant dans (4.14) est tout simplement une formule d’interpolation linéaire de
la valeur de v au point xj + ∆tf(xj , u). Ceci permet d’interpréter (4.14) comme une
discrétisation du principe de programmation dynamique (4.5), le pas ∆t correspon-
dant à τ .

Proposition 12.6 (i) Le schéma (4.11) possède une solution unique, telle que

‖v‖∞ ≤ λ−1‖�‖∞. (12.17)

(ii) Si ∆t vérifie la condition de stabilité (4.16), alors (4.14) est une équation de point
fixe contractant (sur l’ensemble des fonctions nulles sur C∆x) pour la norme uniforme

‖vj‖∞ := sup{|vj |, j ∈ Z}, (12.18)

de rapport de contraction (1 + λ∆t)−1.

Démonstration. Soit N∆t l’opérateur de point fixe du membre de droite de (4.14).
Notons

f̃(xj , u) :=
∆t

∆x
f(xj , u)

qui représente une mise à l’échelle de la dynamique. Utilisant (1.27), et le fait que
(4.16) implique 1 − |f̃(xj , u)| ≥ 0, il vient

|(N∆tv′)j − (N∆tv)j | ≤ (1 + λ∆t)−1 sup
u∈U

{
(1 − |f̃(xj , u)|)|v′j − vj |

+|f̃(xj , u)−||v′j−1 − vj−1| + f̃(xj , u)+|v′j+1 − vj+1|
}

.

(12.19)
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Majorant |v′i − vi|, pour i = j − 1, j, j + 1, par ‖v′ − v‖∞ on obtient

|(N∆tv′)j − (N∆tv)j | ≤ (1 + λ∆t)−1‖v′ − v‖∞ (12.20)

d’où (ii). L’existence et l’unicité sont conséquence directe de (ii). Enfin soit v la
solution de (4.14) ; utilisant (4.14), pour tout j ∈ Z, il vient

|vj | ≤ (1 + λ∆t)−1 [∆t‖�‖∞ + ‖v‖∞] ,

d’où (4.17). �

Remarque 12.7 Rien n’empêche de considérer l’opérateur obtenu en prenant dans
(4.14) un pas de temps ∆tj dépendant de l’indice d’espace ; cela peut être avantageux
d’un point de vue numérique. La condition de stabilité devient

∆tj
∆x

sup
u∈U

|f(xj , u)| ≤ 1, pour tout j ∈ Z, (12.21)

et le rapport de contraction est (1 + λ infj ∆tj)−1.

Remarque 12.8 (i) On appelle CFL (Courant-Friedrich-Levy) la quantité ∆t
∆xN(f).

La condition de stabilité (4.16) dit que le CFL ne doit pas dépasser 1.
(ii) La condition de stabilité assure que, pendant le pas de temps ∆t, le système
dynamique varie au plus de ∆x. Autrement dit, l’information se propage au moins
aussi vite dans le schéma numérique que dans le problème d’origine.

Remarque 12.9 Les expressions (4.14) permettent, si la condition de stabilité (4.16)
est satisfaite, d’interpréter le schéma décentré comme le principe de programmation
dynamique pour le problème de commande optimale d’une châıne de Markov : voir
la remarque 5.19.

Remarque 12.10 Le coefficient de contraction, assurant la convergence de l’algo-
rithme, est (1 + λ∆t)−1. Compte-tenu de la condition de stabilité, on voit que la
constante optimale, obtenue pour CFL = 1, vaut (1 + λ∆xN(f)−1)−1. La conver-
gence devient donc très lente quand ∆x ↓ 0.
D’autres algorithmes sont possibles, en particulier l’itération sur les stratégies (voir
la section 5.1).

12.2.3 Dimension d’espace quelconque

Le schéma décentré monodimensionnel peut se généraliser de multiples manières
dans le cas où n > 1. Donnons seulement la plus näıve.

Soient h1, . . . , hn les pas d’espace, strictement positifs. A j ∈ Z
n, on associe le

point xj ∈ IRn de coordonnées jihi. Notons e1, . . . , en la base naturelle de IRn. Le
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décentrage se fait, pour chaque composante, suivant le signe de fi(xj , u) ; on obtient
le schéma suivant :

λvj = inf
u∈U

{
�(xj , u) +

n∑
i=1

(
fi(xj , u)+

vj+ei − vj

hi
+ |fi(xj , u)−|

vj−ei − vj

hi

)}
,

j ∈ Ωh;
vj = 0, j ∈ Ch,

(12.22)
où Ωh et Ch forment une partition de Z

n. Comme dans le cas monodimensionnel, il
convient de multiplier (4.11) par un pas de temps fictif qu’on notera h0, et d’ajouter
vj à chaque membre, ce qui donne

vj = (1 + λh0)−1 inf
u∈U

{
h0�(xj , u) +

(
1 −

n∑
i=1

h0

hi
|fi(xj , u)|

)
vj

+
n∑

i=1

h0

hi
fi(xj , u)+vj+ei +

n∑
i=1

h0

hi
|fi(xj , u)−|vj−ei

}
.

(12.23)

Proposition 12.11 (i) Le schéma (4.22) possède une solution unique, telle que

‖v‖∞ ≤ λ−1‖�‖∞. (12.24)

(ii) Si h0 vérifie la condition de stabilité

h0

n∑
i=1

sup
x

sup
u∈U

|fi(x, u)|
hi

≤ 1, (12.25)

alors (4.23) est une équation de point fixe contractant (sur l’ensemble des fonctions
nulles sur Ch) pour la norme uniforme, de rapport de contraction (1 + λh0)−1.

Démonstration. La démonstration est similaire à celle de la proposition 4.6. �

Exemple 12.12 Soit le système dynamique ẋ = u, avec U = [−1, 1]n. On a dans ce
cas supx supu∈U |fi(x, u)| = 1, pour i = 1, . . . , n, et la condition de stabilité se réduit
à

1
h0

≥
n∑

i=1

1
hi

. (12.26)

Autrement dit, le pas de temps maximal est dans ce cas la moyenne harmonique des
pas d’espace.

Remarque 12.13 Le schéma aux différences finies (4.22) fait intervenir le point j et
les 2n points voisins de la grille, obtenus en changeant une seule coordonnée de j de
±1. Si n = 2 on parle d’un schéma à 5 points.
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Remarque 12.14 On peut étendre la remarque 4.5 : le schéma, sous la forme (4.23),
est très proche du principe de programmation dynamique (4.5). Sous la condition de
stabilité (4.25), les poids des vj±ei s’interprètent comme les coordonnées barycen-
triques du point xj + ∆tf(xj , u).

Remarque 12.15 Si |f(x, u)| peut prendre des valeurs élevées, la condition de sta-
bilité oblige à prendre h0 très petit. Pour éviter cela, on peut adopter des schémas
faisant intervenir des points plus éloignés. Nous en donnons un exemple dans la section
suivante.

12.2.4 Discrétisation par triangulation

Donnons maintenant un procédé de discrétisation spatiale qui constitue une al-
ternative intéressante aux méthodes de différences finies. Un simplexe de IRn est un
polyèdre formé par l’ensemble des combinaisons convexes de n + 1 points (appelés
sommets) non contenus dans un hyperplan. Autrement dit, un simplexe est de la
forme {

n+1∑
i=1

αixi; α ≥ 0,
n+1∑
i=1

αi = 1

}
,

où x1, . . . , xn+1, sont des points de IRn non contenus dans un hyperplan. On appelle
face du simplexe l’ensemble des combinaisons convexes de n des points ; la frontière
du simplexe est l’union de ses n + 1 faces.

Considérons une triangulation régulière de IRn réalisée par une famille de simplexes
SJ , J ∈ IN . Autrement dit, l’union de ces simplexes est égale à IRn, et l’intersection
de deux simplexes est égale à une face de chacun des deux simplexes. On note S
l’ensemble des simplexes, et LS l’espace des fonctions linéaires sur chaque simplexes.
Les fonctions de LS sont déterminées par leur valeur aux sommets des simplexe. On
a pour une telle fonction v, notant encore h0 un pas de temps,

v(xi + h0f(xi, u)) =
n+1∑
j=1

αi(u)v(xj), (12.27)

où les αi(u) sont les coefficients de la combinaison convexe représentant le point
xi+h0f(xi, u) dans un des simplexes auquel il appartient (coefficients barycentriques),
tels que

xj + h0f(xj , u) =
n+1∑
j=1

αi(u)xj ; 0 ≤ αi(u) ≤ 1;
n+1∑
j=1

αi(u) = 1. (12.28)

Un schéma associé à la triangulation est obtenu en écrivant une sorte de principe
de programmation dynamique discret aux sommets de la triangulation :{

vj = (1 + λh0)−1 infu∈U {h0�(xj , u) + v(xj + h0f(xj , u))} , j ∈ ΩS ,
vj = 0, j ∈ CS ,

(12.29)
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où ΩS et CS sont les ensembles de sommets considérés hors de, et dans la cible.
L’opérateur MS défini par le membre de droite de (4.29) est une contraction de
rapport (1 + λh0)−1 pour la norme du max, ce qui permet de vérifier que (4.29) a un
point fixe unique uniformément borné par λ−1‖�‖∞.

Remarque 12.16 Ce schéma permet de raffiner la discrétisation dans une région
donnée, et ne comporte pas de condition restrictive sur le pas de temps. En revanche
son implémentation est plus complexe ; un point délicat est de reconnâıtre rapidement
dans quel triangle se trouve le point xj + h0f(xj , u).

12.3 Convergence des schémas et essais numériques

Nous supposons dans l’ensemble de la section que la cible est vide. On sait alors que
la valeur est hölderienne (lemme 3.13). Nous donnons deux résultats de convergence
des schémas de différences finies. Celui de la section 4.3.1, dont la démonstration est
simple, établit la convergence uniforme sur les compacts. Celui de la section 4.3.2
fournit une estimation d’erreur au prix de calculs plus élaborés.

12.3.1 Un argument élémentaire de convergence

L’énoncé ci-dessous se limite au cas n = 1, mais la preuve s’étend facilement
au schéma aux différences finies pour n quelconque, ainsi qu’à la discrétisation par
triangulation. Notons V la fonction valeur, et v∆x la solution obtenue pour un pas
d’espace ∆x. La démonstration utilise de façon essentielle les limites inférieure et
supérieure

v̄(x) := lim sup
j∆x→x

∆x↓0
v∆x

j , v := lim inf
j∆x→x

∆x↓0
v∆x

j . (12.30)

Théorème 12.17 (Convergence du schéma décentré) Si C = ∅, alors :
(i) Les fonctions v̄ et v sont égales à la fonction valeur V du problème “standard” de
commande optimale en horizon infini (Px).
(ii) La convergence des valeurs discrètes est uniforme sur tout compact.

Démonstration. Nous savons que les solutions discrètes sont uniformément bor-
nées par λ−1‖�‖∞. Les fonctions v̄ et v sont donc bornées. Notons bien que ces fonc-
tions sont définies en chaque point, et non presque partout. De la définition de v̄ et
v, on déduit aisément que v̄ est semi continu supérieurement (s.c.s.), et v est semi
continu inférieurement (s.c.i.).

La définition de v̄ et v implique v̄ ≥ v. Il suffit alors de montrer que v̄ est sous
solution, et que v est sur solution. En effet, d’après le principe d’unicité forte (théorème
3.31), ceci implique v̄ ≤ V ≤ v, d’où l’égalité de ces trois fonctions. La convergence
des valeurs discrètes uniforme sur tout compact se vérifie alors facilement avec une
preuve par l’absurde. On se contentera de montrer que v̄ est sous solution, le fait que
v soit sur solution se démontrant de manière analogue.
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Soit x0 un point de maximum local de v̄ − Φ. Il existe donc r > 0 tel que v̄ − Φ
atteint en x0 son maximum sur B̄(x0, r) (la boule fermée de centre x0 et rayon r).
Ajoutant ‖x − x0‖2 + v̄(x0) − Φ(x0) à Φ si nécessaire, on peut supposer que

v̄(x0) = Φ(x0) et v̄(x) < Φ(x) si x �= x0, x ∈ B̄(x0, r). (12.31)

Par définition de v̄(x0), il existe des suites ∆xk ↓ 0 et jk ∈ Z telles que

jk∆xk → x0 et v̄(x0) = lim v∆xk

jk
.

Soit ik ∈ Z tel que ik∆xk ∈ B̄(x0, r), et tel que

v∆xk

j′ − Φ(xj′ ) ≤ v∆xk

ik
− Φ(ik∆xk), j′ �= ik; j′∆xk ∈ B̄(x0, r). (12.32)

Extrayant si nécessaire une sous suite, on peut supposer que ik∆xk → x̄, et nécessai-
rement |x̄ − x0| ≤ r. Par définition de v̄, on a :

v̄(x0)−Φ(x0) = lim
k

(
v∆xk

jk
− Φ(jk∆xk)

)
≤ lim sup

k

(
v∆xk

ik
− Φ(ik∆xk)

)
≤ v̄(x̄)−Φ(x̄).

Ceci, joint à (4.31), montre que x̄ = x0 et aussi

v̄(x0) = lim
k

v∆xk

ik
. (12.33)

Combinant (4.11) et (4.32), il vient

λv∆xk

ik
≤ inf

u∈U

{
�(xik

, u) + f(xik
, u)+

Φ((ik + 1)∆xk) − Φ(ik∆xk)
∆xk

+|f(xik
, u)−|

Φ((ik − 1)∆xk) − Φ(ik∆xk)
∆xk

}
.

Puisque ik∆xk → x̄ = x0, passant à la limite quand ∆xk ↓ 0, on obtient avec (4.33) :

λv̄(x0) + H(x0, DΦ(x0)) ≤ 0, (12.34)

ce qui prouve que v̄ est sous solution. �

12.3.2 Estimation d’erreur

Dans cette section on suppose que la cible est vide, et on donne une estimation
de l’erreur de discrétisation. On note par v(·) la fonction telle que v(xj) = vj où
{vj ; j ∈ Z

n} est la solution du schéma avec les pas h1, . . . , hn. On remarquera le lien
entre la démonstration ci-dessous et celle du théorème 3.312.

2La démonstration du théorème étant technique, on pourra l’admettre en première lecture.
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Théorème 12.18 Soit γ ∈]0, 1[ une constante de Hölder de V . Alors il existe C > 0
tel que, pour tout (h1, . . . , hn) ∈ (IR∗

+)n, on a

|V (x) − v(x)| ≤ C

(
max

1≤i≤n
hi

)γ/2

, pour tout x ∈ Πi(hiZ). (12.35)

Démonstration. Soit 0 < ε < 1 ; posons

βε(x) := −ε−2|x|2, x ∈ IRn. (12.36)

ainsi que
ϕ(x, y) := v(x) − V (y) + βε(x − y), (x, y) ∈ IRn

h × IRn.

Soit δ ∈ (0, 1), et notons IRn
h = {(j1h1, . . . , jnhn); j ∈ Z

n}. Puisque V et v sont
bornées, il existe (x1, y1) dans IRn

h × IRn tel que

ϕ(x1, y1) > sup ϕ − δ. (12.37)

Soit ξ ∈ C∞(IRn × IRn) à support compact, tel que

ξ(x1, y1) = 1, 0 ≤ ξ ≤ 1, sup
x,y

‖Dξ(x, y)‖ ≤ 1, (12.38)

et posons
ψ(x, y) = ϕ(x, y) + δξ(x, y), (x, y) ∈ IRn

h × IRn. (12.39)

Alors ψ atteint son maximum sur IRn
h × IRn en un point (xo, yo) du support de ξ.

Autrement dit,

ψ(xo, yo) ≥ ψ(x, y), pour tout (x, y) ∈ IRn
h × IRn. (12.40)

En particulier, y → −ψ(xo, y) atteint son minimum en yo. Par définition d’une solu-
tion de viscosité, il existe u∗ ∈ U tel que

λV (yo) + f(yo, u
∗) · (Dβε(xo − yo) − δDyξ(xo, yo)) − �(yo, u

∗) ≥ 0. (12.41)

Puisque xo appartient à IRn
h , il existe j ∈ Z

n tel que xo = xj . On a avec (4.22)

λvj ≤ �(xj , u
∗) +

n∑
i=1

(
fi(xj , u

∗)+
vj+ei − vj

hi
+ |fi(xj , u

∗)−|
vj − vj−ei

hi

)
. (12.42)

Utilisant (4.40) avec x = x0 ± hiei et y = yo, nous obtenons

vj±ei − vj ≤ βε(x0 − y0) + δξ(x0, y0)
−βε(x0 ± hiei − y0) − δξ(x0 ± hiei, y0)

≤ −β′
ε(x0 − y0)(±hiei) + ε−2h2

i + δhi.
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Multiplions cette inégalité (dans laquelle ± = −) par fi(xj , u
∗)+/hi ; et (avec ± = +))

par |fi(xj , u
∗)−|/hi ; ajoutons ces inégalités à (4.42) ; il vient

λvj ≤ �(xj , u
∗) − β′

ε(x0 − y0)f(xj , u
∗) + O

(
ε−2 max

i
hi + δ

)
. (12.43)

Soustrayant (4.41) de l’inégalité précédente, nous obtenons

λ(vj − V (y0)) ≤ (�(x0, u
∗) − �(y0, u

∗))

+β′
ε(x0 − y0)(f(y0, u

∗) − f(x0, u
∗)) + O

(
ε−2 max

i
hi + δ

)
.

Combinant avec les relations

�(x0, u
∗) − �(y0, u

∗) = O(|x0 − y0|), (12.44)
f(x0, u

∗) − f(yo, u
∗) = O(|x0 − y0|), (12.45)

et prenant δ = O(maxi hi), il vient pour un certain C > 0

v(xo) − V (yo) ≤ C

[
|xo − yo| +

|xo − yo|2
ε2

+
maxi hi

ε2

]
. (12.46)

De ab ≤ 1
2 (a2 + b2) on déduit que

|xo − yo| = ε
|xo − yo|

ε
≤ 1

2 (ε2 +
|xo − yo|2

ε2
).

Avec (4.46), nous obtenons

v(xo) − V (yo) ≤ 2C

[
ε2 +

|xo − yo|2
ε2

+
maxi hi

ε2

]
. (12.47)

Or

sup ϕ − δ ≤ v(x0) − V (y0) −
|xo − yo|2

ε2
,

donc
|xo − yo|2

ε2
≤ sup v − inf V − sup ϕ

ce qui prouve que |x0 − y0| → 0 quand ε ↓ 0. Prenant x = y = x0 dans (4.40), et
utilisant le fait que V est hölderienne de constante γ, il vient

1
ε2

|xo − yo|2 ≤ V (x0) − V (y0) + δ|xo − yo| ≤ K|xo − yo|γ ,

pour un certain K indépendant de ε et h. De là |xo − yo| ≤ Kε
2

2−γ , et avec (4.47),

v(xo) − V (yo) ≤ K

[
ε

2γ
2−γ +

maxi hi

ε2

]
.
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Prenant ε = (maxi hi)
(2−γ)/4, on obtient

v(xo) − V (yo) ≤ K
(
max

i
hi

)γ/2

. (12.48)

Enfin puisque δ = O(maxi hi), il vient

sup(v − V ) ≤ sup ϕ ≤ v(x0) − V (y0) + O(max
i

hi) ≤ O
(
max

i
hi

)γ/2

(12.49)

d’où l’inégalité recherchée.
L’inégalité inverse se prouve de manière similaire, en maximisant la fonction

ϕ(x, y) := V (y) − v(x) + βε(x − y), (x, y) ∈ IRn
h × IRn.

Pour δ ∈ (0, 1), on a encore l’existence de (x1, y1) dans IRn
h × IRn satisfaisant (4.37).

Définissant ξ et ψ par (4.38) et (4.39) on obtient (4.40). Puisque xo appartient à IRn
h ,

il existe j ∈ Z
n tel que xo = xj . On poursuit de la même manière en faisant intervenir

la commande u∗ ∈ U réalisant le minimum dans l’expression (4.22) du schéma. �

Remarque 12.19 Si λ est assez grand, une variante de la démonstration du lemme
3.13 permet de montrer que V est lipschitzien. Dans ce cas on a une estimation
d’erreur sur V de l’ordre de O((maxi hi)1/2).

Remarque 12.20 On trouvera la discussion d’autres schémas numériques dans l’an-
nexe du livre [9], due à M. Falcone.

12.3.3 Equation eikonale

On considère le système dynamique suivant :

ẋ = F (x)u, (12.50)

où F : IRn → IR+ représente la vitesse du milieu. La commande u doit rester dans
la boule unité pour la norme euclidienne. Pour λ = 0, l’équation HJB associée, dite
équation eikonale, est de la forme{

1 − F (x)‖Dv(x)‖ = 0 dans Ω,
V (x) = 0, x ∈ C.

(12.51)

Dans l’exemple numérique, on a pris C = {0}, et F (x) = 1 pour tout x, de sorte que
le temps de transfert est la distance euclidienne à 0.

Sur la figure 4.1, on a représenté les lignes de niveau de la différence entre solution
calculée et valeur exacte, en limitant le domaine à [0, 0.1] × [0, 0.1]. La grille est de
taille 25 × 25, et on a effectué 100 itérations sur les valeurs avec λ = 0. Comme on
peut s’y attendre, on observe que les erreurs sont plus importantes dans les coins, en
raison de l’accumulation d’erreurs inhérente à l’algorithme.
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Fig. 12.1 – Equation eikonale : erreur sur le temps minimal
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Fig. 12.2 – Problème d’alunissage : isovaleurs du temps minimal
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12.3.4 Problème d’alunissage

Nous reprenons le problème d’alunissage discuté en section 1.2. Le problème discret
est résolu sur le domaine (z, ż) ∈ [−1, 1]× [−2, 2]. On prend 80 points de discrétisation
pour z et on impose ∆t = ∆x. La condition de stabilité impose alors de prendre 320
points de discrétisation pour la vitesse. On fixe une condition aux limites artificielle
égale à 100 sur le bord.

Les isovaleurs du temps minimal sont représentées en figure 4.2. La figure ne
reprend que la partie centrale du domaine, pour éviter les effets dus au caractère
borné du domaine.
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Fig. 12.3 – Problème d’alunissage : lieu de changement de signe

La figure 4.3 représente le lieu de changement de signe de l’estimation numérique
de ∂V/∂ż, qui en raison du théorème 3.14 détermine la statégie de feedback. Elle se
relie bien aux isovaleurs de la figure 4.3. On la comparera à la figure 1.1 qui donne le
lieu de changement de signe de la commande optimale.

12.4 Notes

La démonstration de convergence du théorème 4.17 reprend G. Barles and P. E.
Souganidis [11]. L’estimation d’erreur du théorème 4.18 suit Capuzzo-Dolcetta et Ishii
[26]. Une estimation analogue, dans le cas parabolique, se trouve dans M. G. Crandall
and P.-L. Lions [22].



Chapitre 13

Commande optimale
stochastique

13.1 Châınes de Markov commandées

13.1.1 Quelques exemples

Un exemple classique de commande de châınes de Markov est la gestion de stock :
les achats des clients arrivent de manière aléatoire, et la commande consiste à réappro-
visionner, avec paiement de pénalités pour tout achat non honoré. Autre exemple, la
maintenance d’un parc d’outils de production. L’état du système est l’ensemble des
outils en état de fonctionnement, et la commande consiste à effectuer les réparations
des outils en panne.

Enfin les problèmes de commande optimale (déterministes ou stochastiques) en
espace continu (et temps continu ou discret) résolus en discrétisant l’équation HJB
reviennent, comme on le verra, à résoudre un problème de commande d’une châınes
de Markov. En particulier, les problèmes d’évaluation d’options financière, d’identifi-
cation de volatilité implicite, et de gestion de portefeuille sont de cette nature.

13.1.2 Châınes de Markov et valeurs associées

Considérons un système dynamique dont l’état peut prendre un nombre fini ou
dénombrable de valeurs, soit 1, . . . , m, avec m fini ou non. Il est utile de traiter le cas
m = ∞ pour discuter le problème de discrétisation de systèmes continus.

On note xk la valeur de l’état au temps k, où k ∈ IN . On suppose connue la pro-
babilité Mk

ij de transition de l’état i au temps k, à l’état j au temps k+1. Autrement
dit, notant P la loi de probabilité, on a

P(xk+1 = j|xk = i) = Mk
ij . (13.1)

257



258 CHAPITRE 13. COMMANDE OPTIMALE STOCHASTIQUE

On supposera cette loi markovienne, c’est à dire

P(xk+1 = j|xk = i, xk−1 = ik−1, . . . , x
0 = i0) = Mk

ij . (13.2)

Ceci signifie que si on connâıt la valeur de l’état au temps k, la connaissance des états
passés n’apporte rien pour la prédiction du futur.

La “matrice” Mk = {Mk
ij}, où i et j varient de 1 à m, est le tableau (fini ou non)

de valeur Mk
ij en ligne i et colonne j. Tous ses éléments sont positifs ou nuls, et la

somme des éléments d’une ligne vaut 1. Une telle matrice est dite stochastique.
Si m = ∞, l’extension naturelle du calcul matriciel : produit de deux matrices,

produit d’une matrice avec un vecteur (vertical) à droite ou (horizontal) à gauche, et
produit de deux matrices, demande quelques précautions : il faut que les quantités en
jeu soient sommables. Plus précisément, soient �1 et �∞, respectivement, l’espace des
suites sommables et bornées, dont les éléments sont indicés de 1 à m, et représentés
comme des vecteurs horizontaux (pour �1) et verticaux (pour �∞). Si x ∈ �1 et v ∈ �∞,
et si M est une matrice stochastique, on peut définir leur produit xM ∈ �1 et Mv ∈ �∞

par

(xM)j :=
m∑

i=1

xiMij ; (Mv)i :=
m∑

j=1

Mijvj .

On a en effet ‖xM‖1 ≤ ‖x‖1 et ‖Mv‖∞ ≤ ‖v‖∞. Si M1 et M2 sont deux matrices
stochastiques, on peut définir leur produit M1M2 par

(M1M2)ij :=
m∑

k=1

M1
ikM2

kj .

Il est facile de vérifier que le produit de deux matrices stochastiques est une matrice
stochastique. On interprètera{

p ∈ �1; pi ≥ 0, i = 1, . . . , m;
m∑

i=1

pi = 1

}

comme l’espace des probabilités pour l’état du système à un temps donné, et �∞ comme
un espace de valeurs. Cette dernière terminologie sera plus claire dans la suite.

Si l’état xk du système à l’instant k est connu, la loi de probabilité de xk+1 est
la ligne de Mk d’indice xk. Si on dispose seulement d’une loi de probabilité pour xk,
notée pk = (pk

1 , . . . , pk
m), et considérée comme un vecteur horizontal, alors la loi de

probabilité de xk+1 vérifie l’équation de Kolmogorov avant

pk+1 := P(xk+1|pk) =
∑

i

pk
i Mk

i,· = pkMk, (13.3)

d’où on déduit par récurrence, si la probabilité initiale est p0,

P(xk+1|p0) = p0M0M1 . . . Mk. (13.4)
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Associons maintenant à ce processus la fonction coût {ck
i }, i = 1, . . . , m, k ∈ IN .

On suppose que ck := {ck
i }i=1,...,m appartient à �∞, ce qui veut dire que les coûts sont

uniformément bornés en espace, et que ck est représenté comme un vecteur vertical.
Soit ϕ une application {1, . . . , m} → �∞, appelée coût final. Définissons la fonction
valeur du problème avec état initial i et instant initial k comme

V k
i := IE

(
N−1∑
�=k

c�
x� + ϕ(xN ) | xk = i

)
. (13.5)

Ici N > 0 est l’horizon, et IE représente l’espérance mathématique.

Proposition 13.1 Pour tout k = 0, . . . , N , la fonction valeur V k est bien définie et
appartient à �∞. De plus, la suite {V k} est solution de l’équation de récurrence de
Kolmogorov arrière {

V k = ck + MkV k+1, k = 0, . . . , N − 1,
V N = ϕ.

(13.6)

Démonstration. Si xk a la valeur i, alors d’après l’équation de Kolmogorov avant

V k
i = ck

i +
m∑

j=1

Mk
ijV

k+1
j ,

d’où le résultat. �
Considérons maintenant un problème avec ck = c ∈ �∞ et Mk = M indépendants

du temps, horizon infini, et taux d’actualisation β ∈]0, 1[. La valeur de ce problème,
c’est à dire

Vi := IE

( ∞∑
k=0

βk+1cxk |x0 = i

)
, (13.7)

est bien définie et appartient à �∞. En raison de l’équation de Kolmogorov avant, elle
est solution de l’équation

V = β(c + MV ). (13.8)

Comme M est lipschitzienne de constante 1, cette équation est celle d’un opérateur
de point fixe strictement contractant et a donc une solution unique.

13.1.3 Quelques lemmes

Commençons par le rappel du théorème de point fixe de Banach-Picard.

Lemme 13.2 Soient X un espace de Banach et C une partie fermée de X. Soit T
un opérateur contractant de C vers lui même. Autrement dit, il existe c ∈ [0, 1[ tel
que, si xi ∈ C, i = 1, 2, alors Txi ∈ C, i = 1, 2, et

‖Tx2 − Tx1‖ ≤ c‖x2 − x1‖. (13.9)
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Alors T a un unique point fixe x∗ ∈ C (c.a.d. l’équation Tx = x a pour solution unique
x∗). De plus, quel que soit x0 ∈ C, la suite {xk} telle que xk+1 = Txk converge vers
x∗, et

‖xk − x∗‖ ≤ ck‖x0 − x∗‖. (13.10)

Voici un autre lemme, qui sera utile à plusieurs reprises.

Lemme 13.3 Soit M une matrice stochastique, β ∈]0, 1[, ε > 0 et w ∈ �∞ tels que
w ≤ ε1 + βMw. Alors w ≤ (1 − β)−1ε1.

Démonstration. On a Mw ≤ (sup w)1 puisque M est une matrice stochastique,
et donc w ≤ (ε + β sup w)1. En conséquence, sup w ≤ ε + β sup w, d’où la conclusion.
�

13.1.4 Principe de Programmation dynamique

Considérons maintenant une châıne de Markov dont les probabilités de transition
Mij(u) dépendent d’une variable de commande u ∈ Ui, où Ui est un ensemble quel-
conque dépendant de l’état i (certains résultats supposeront Ui métrique compact).
Donnons nous des coûts dépendant de u et de l’état, soit ck

i (u) : Ui → IR, telle que

sup
k,i,u

|ck
i (u)| < ∞. (13.11)

On considère le problème de minimisation du critère sur horizon fini

V k
i (u) := IE

(
N−1∑
�=k

c�
x�(u�) + ϕ(xN )|xk = i

)
. (13.12)

Ici uk est la valeur de la commande au temps k ; pour donner un sens à ce problème,
il faut spécifier l’information dont on dispose au temps k pour choisir la valeur de
uk. Nous allons nous limiter au cas de l’observation complète, dans lequel l’état xk

est connu. Ceci permet de choisir uk fonction de l’état xk, et bien sûr du temps k.
Autrement dit, on choisit une stratégie de retour d’état (feedback). Posons

U := Πi Ui. (13.13)

On notera ui la commande adoptée (au temps k) par la stratégie de retour d’état
u ∈ U si l’état est i, et M(u) la “matrice” de terme générique Mij(ui). On considère
donc le problème de calcul d’un retour d’état optimal

V k
i := inf

u∈U
V k

i (u), i = 1, . . . , m. k = 1, . . . , N. (13.14)
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Proposition 13.4 La fonction valeur V k, solution du problème (5.14) avec observa-
tion complète, est solution du principe de programmation dynamique⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

V k
i = inf

u∈Ui

⎧⎨
⎩ck

i (u) +
∑

j

Mk
ij(u)V k+1

j

⎫⎬
⎭ , i = 1, . . . , m, k = 0, . . . , N − 1,

V N = ϕ.
(13.15)

De plus, l’ensemble Ūk
i (éventuellement vide) des commandes optimales à l’instant k

lorsque xk = i est

Ūk
i = argmin

u∈Ui

⎧⎨
⎩ck

i (u) +
∑

j

Mk
ij(u)V k+1

j

⎫⎬
⎭ . (13.16)

Démonstration. On raisonne par récurrence. Il est clair que V N = ϕ. Fixons
k < N et i ∈ {1, . . . , m}. Si xk = i, d’après l’équation de Kolmogorov arrière, le choix
de la commande u à l’instant k donne la valeur ck

i (u) +
∑

j Mk
ij(u)V k+1

j . On obtient
donc V k

i en prenant l’infimum de cette quantité, et une commande est optimale si elle
appartient à l’argument du minimum. De plus la quantité

‖V k‖∞ ≤ sup
u

‖ck(u)‖ + ‖V k+1‖∞

est bien bornée. �

13.1.5 Problèmes à horizon infini

Dans cette section, nous supposons la fonction coût c(u) indépendante du temps,
de même que la matrice de transition. Nous supposons aussi le coût actualisé avec un
coefficient β ∈]0, 1[. Le théorème suivant caractérise les stratégies optimales, et montre
en particulier qu’on peut se limiter aux stratégies de retour d’état stationnaires (la
commande ne dépend que de l’état mais pas du temps).

Théorème 13.5 (i) Dans le cas de l’observation complète, la fonction valeur définie
par

Vi := inf
u∈U

IE

{ ∞∑
k=0

βk+1cxk(uk)|x0 = i

}
, i = 1, . . . , m, (13.17)

où β ∈]0, 1[, est solution unique de l’équation de programmation dynamique : trouver
v ∈ IRm tel que

vi = β inf
u∈Ui

⎧⎨
⎩ci(u) +

∑
j

Mij(u)vj

⎫⎬
⎭ , i = 1, . . . , m. (13.18)
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(ii) Soit ε ≥ 0 et u ∈ U une stratégie et v la valeur associée, solution de v = β(c(u)+
M(u)V ). Supposons que, pour tout i,

vi ≤ β inf
ũ∈Ui

⎛
⎝ci(ũ) +

∑
j

Mij(ũ)vj

⎞
⎠+ ε. (13.19)

Posons ε′ := (1 − β)−1ε. Alors la stratégie u est ε′ sous optimale, dans le sens où la
valeur associée satisfait

v ≤ V + ε′1. (13.20)

(iii) Supposons, pour tout i et j, Ui métrique compact et les fonctions ci(u) et Mij(u)
continues. Alors il existe (au moins) une stratégie optimale.

Démonstration. a) Montrons d’abord que (5.18) possède une solution unique.
Cette équation est de la forme v = Tv, avec

(Tw)i := β inf
u∈Ui

⎧⎨
⎩ci(u) +

∑
j

Mij(u)w

⎫⎬
⎭ . (13.21)

Comme ‖Tw‖∞ ≤ β(‖c‖∞ + ‖w‖∞), T est un opérateur de �∞ dans lui même. Avec
(1.27) et étant donnés w et w′ dans �∞, utilisant le fait que la somme des éléments
d’une ligne de M(u) vaut 1, il vient :

|(Tw′)i − (Tw)i| ≤ β sup
u∈Ui

m∑
j=1

|Mij(u)(w′ − w)j | ≤ β‖w′ − w‖∞.

En conséquence, T est une contraction de rapport β dans �∞. Il découle alors du
lemme 5.2 que l’équation (5.18) a une solution unique notée v∗.
b) Soit u ∈ U une stratégie et v la valeur associée. Utilisant v∗ ≤ β(c(u) + M(u)v∗),
il vient v∗ − v ≤ βM(u)(v∗ − v). Le lemme 5.3 assure que v∗ ≤ v. Comme ceci est
vrai pour toute stratégie, on a aussi v∗ ≤ V .
c) Si (5.19) est satisfait, utilisant (1.27) il vient

vi − v∗i ≤ ε + sup
ũ∈Ui

βMij(ũ)(vj − v∗j ) ≤ ε + β sup(v − v∗). (13.22)

Passant au supremum en i, on déduit sup(v − v∗) ≤ ε′. Comme v∗ ≤ V on en déduit
(5.20), d’où (ii).
d) Montrons que V ≤ v∗, et donc V = v∗. Soient wk une suite de valeurs satisfaisant
wk+1 = Twk, et ε > 0. Il existe une suite uk de stratégies telle que wk+1 ≥ c(uk) +
M(uk)wk − 1

2ε1. Comme wk converge uniformément vers v∗, après un certain rang,
v∗ ≥ c(uk) + M(uk)v∗ − ε1. La valeur vk associé à la stratégie uk vérifiant vk =
c(uk) + M(uk)vk, on a vk − v∗ ≤ M(uk)(vk − v∗) + ε1. Le lemme 5.3 implique
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sup(vk − v∗) ≤ ε′, donc sup(V − v∗) ≤ lim supk sup(vk − v∗) ≤ ε′. Ceci étant vrai
pour tout ε > 0, on obtient V ≤ v∗.
e) Montrons (iii). D’après le point (ii), l’existence d’une stratégie optimale équivaut à
la possibilité d’atteindre, pour tout état i, l’infimum dans (5.18). Pour i fixé, notons
{uq} une suite minimisante. Puisque Ui est métrique compact pour tout i, extrayant
une sous-suite si nécessaire, on peut supposer que la suite converge vers ū ∈ Ui. A
tout ε ∈]0, 1[, on peut associer une partition (I, J) de {1, . . . , m}, telle que I est de
cardinal fini et

∑
i∈I Mij(ū) ≥ 1 − 1

2ε. Puisque I est fini, pour q assez grand, on a∑
i∈I Mij(uq) ≥ 1 − ε, et donc

∑
i∈J Mij(uq) ≤ ε. De là

∆ :=

∣∣∣∣∣∣lim sup
q

(ci(u
q
i ) +

∑
j

Mij(u
q
i )Vj − ci(ūi) −

∑
j

Mij(ūi)Vj)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣lim sup
q

∑
j∈J

(Mij(uq)Vj − Mij(ū)Vj)

∣∣∣∣∣∣
≤ lim sup

q

∑
j∈J

|Mij(uq) − Mij(ū)|‖V ‖∞ ≤ 2ε‖V ‖∞.

Ceci prouve que (c(ū) + M(ū)V )i = infu∈U (c(u) + M(u)V )i, d’où (iii).
�

13.1.6 Algorithmes numériques

Dans le cas de problèmes avec horizon infini, on peut mettre en œuvre un algo-
rithme itératif de calcul de v à partir du principe de programmation dynamique. La
méthode la plus simple est l’itérations sur les valeurs

vq+1
i = β inf

u∈U

⎧⎨
⎩ci(u) +

∑
j

Mij(u)vq
j

⎫⎬
⎭ , i = 1, . . . , m, q ∈ IN. (13.23)

Ici vq (à ne pas confondre avec la notation vk employée dans le cas de l’horizon
fini) représente la suite formée par l’algorithme.

Proposition 13.6 L’algorithme d’itération sur les valeurs converge vers la solution
unique v∗ de (5.18), et on a

‖vq − v∗‖∞ ≤ βq‖v0 − v∗‖∞. (13.24)

Démonstration. Soit T l’opérateur construit en (5.21). Nous avons montré (dé-
monstration du théorème 5.5) que T est contractant de rapport β dans la norme du
max. L’algorithme d’itération sur les valeurs s’écrit vq = Tvq−1. On conclut avec le
lemme 5.2. �
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Dans le cas assez fréquent où β est proche de 1, l’algorithme d’itération sur les
valeurs peut être très lent. Une alternative intéressante est l’algorithme d’itérations
sur les stratégies, ou algorithme de Howard. On fera l’hypothèse suivante :{

U est métrique compact
Les fonctions ci(u) et Mij(u) sont continues pour tout i et j.

(13.25)

Chaque itération de l’algorithme comporte deux étapes :
– Etant donné une stratégie uq ∈ U , calculer la valeur vq associée, solution de

l’équation linéaire
vq = β(c(uq) + M(uq)vq). (13.26)

– Calculer uq+1 solution de

uq+1
i ∈ arg min

u∈Ui

⎧⎨
⎩ci(u) +

∑
j

Mij(u)vq
j

⎫⎬
⎭ , i = 1, . . . , m. (13.27)

Proposition 13.7 On suppose (5.25). Alors l’algorithme d’itérations sur les politi-
ques, initialisé avec une stratégie u0 ∈ U quelconque, a les propriétés suivantes :
(i) Il est bien défini,
(ii) La suite vq décrôıt,
(iii) Elle vérifie ‖vq+1−v∗‖ ≤ β‖vq−v∗‖, où v∗ est la fonction valeur, unique solution
du principe de programmation dynamique (5.18).

Démonstration. (i) Vérifions que l’algorithme est bien défini. Le système linéaire
(5.26) a une solution unique, car c’est l’équation de point fixe d’un opérateur contrac-
tant (lemme 5.2). Utilisant les arguments de la démonstration du théorème 5.5, on
vérifie que le minimum dans la seconde étape est atteint en raison de (5.25).

Par ailleurs, la suite vq est bornée dans �∞ car la relation

‖vq‖∞ ≤ β(‖c(uq)‖∞ + ‖M(uq)vq‖∞) ≤ β(‖c(uq)‖∞ + ‖vq‖∞)

donne l’estimation
‖vq‖∞ ≤ (1 − β)−1β‖c‖∞. (13.28)

(ii) Les relations (5.26) et (5.27) impliquent

β−1(vq+1 − vq) = c(uq+1) + M(uq+1)vq+1 − c(uq) − M(uq)vq,

≤ c(uq+1) + M(uq+1)vq+1 − c(uq+1) − M(uq+1)vq,

= M(uq+1)(vq+1 − vq),

et donc vq+1 − vq ≤ 0 d’après le lemme 5.3.
(iii) Notons v̄q+1 la valeur calculée à partir de vq, par l’itération sur les valeurs.

On sait que ‖v̄q+1 − v∗‖ ≤ β‖vq − v∗‖. Puisque v∗ ≤ vq+1, il suffit d’établir que
vq+1 ≤ v̄q+1. Or

β−1(vq+1 − v̄q+1) = c(uq+1) + M(uq+1)vq+1 − (c(uq+1) − M(uq+1)vq),
= M(uq+1)(vq+1 − vq).
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D’après le point (ii), vq+1 ≤ vq ; donc vq+1 ≤ v̄q+1. �

Remarque 13.8 La démonstration précédente montre que l’itération sur les
stratégies converge au moins aussi vite que l’itération sur les valeurs.

13.1.7 Problèmes de temps de sortie

Soit Ω une partie de {1, . . . , m}, et considérons une châıne de Markov (sans com-
mande) de matrice de transition M . Soit τ le premier instant de sortie de Ω :

τ := min{k ∈ IN ; xk �∈ Ω}. (13.29)

Bien entendu, τ est une variable aléatoire. On considère la fonction valeur, où i ∈
{1, . . . , m} :

Vi := IE

(
τ−1∑
k=0

βk+1cxk + βτϕxτ |x0 = i

)
. (13.30)

Proposition 13.9 On suppose c et ϕ dans �∞. Alors l’espérance ci-dessus est bien
définie, la fonction valeur du problème de temps de sortie appartient aussi à �∞, et
est solution unique de l’équation⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
vi = β

⎛
⎝ci +

∑
j

Mijvj

⎞
⎠ , i ∈ Ω,

vi = ϕi, i �∈ Ω.

(13.31)

Démonstration. Elle est similaire à celle des propositions précédentes. �

Considérons maintenant le cas de la châıne de Markov commandée de probabilité
de transition Mij(u), avec u ∈ Ui, ensemble métrique compact, et les fonctions ci(u)
et Mij(u) continues. On considère le problème de minimisation du critère avec temps
de sortie

Vi := inf
u∈U

IE

{
τ−1∑
k=0

βk+1c(u)xk + βτϕxτ |x0 = i

}
, (13.32)

dans le cas de l’observation complète.

Remarque 13.10 Si c est le vecteur de coordonnées toutes égales à 1, et si ϕ est
nul, alors le critère s’interprète comme une mesure du temps de sortie. Le problème
est alors dit à temps minimal.
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Proposition 13.11 On suppose supu∈U |ci(u)| fini et ϕ borné. Alors la fonction va-
leur du problème avec temps de sortie est solution unique de l’équation de la program-
mation dynamique⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
vi = β inf

u∈Ui

⎧⎨
⎩ci(u) +

∑
j

Mij(u)vj

⎫⎬
⎭ , i ∈ Ω,

vi = ϕi, i �∈ Ω.

(13.33)

Démonstration. Elle est similaire à celle des propositions précédentes. �
L’extension des algorithmes d’itérations sur les valeurs et sur les stratégies à la

situation étudiée ici ne présente pas de difficulté.

13.1.8 Problèmes avec décision d’arrêt

Nous étudions un problème de commande similaire à celui de la sous-section pré-
cédente, ajoutant la possibilité d’arrêt à tout instant, avec un coût d’arrêt ψ ∈ IRm.

Soit Ω une partie de {1, . . . , m}, et soient une châıne de Markov commandée de
matrice de transition Mij(u), avec u ∈ U , ensemble métrique compact, et les fonctions
c(u) et Mij(u) continues. On note τ le premier instant de sortie de Ω, et θ l’instant
de décision d’arrêt. Posons

χθ<τ =
{

1 si θ < τ,
0 sinon ,

et adoptons une convention similaire pour χθ≥τ . On considère le problème de mini-
misation du critère avec temps d’arrêt

Vi := inf
u∈U

IE

{
θ∧τ−1∑

k=0

βk+1c(u)xk + βθχθ<τψxθ + βτχθ≥τϕxτ |x0 = i

}
, (13.34)

dans le cas de l’observation complète.

Remarque 13.12 Le cadre de cette section recouvre plusieurs situations intéressan-
tes : (i) ensemble Ω égal à l’espace d’état, (ii) Ui réduit à un point pour tout i : la
seule décision est d’arrêter ou non, (iii) stratégie optimale pouvant être de ne jamais
arrêter le jeu.

Théorème 13.13 On suppose supu∈U |ci(u)| fini, et ψ et ϕ bornées. Alors la fonction
valeur V du problème de temps d’arrêt est solution unique du système⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
(i) vi = min

⎛
⎝β inf

u∈Ui

⎧⎨
⎩ci(u) +

∑
j

Mij(u)vj

⎫⎬
⎭ , ψi

⎞
⎠ , i ∈ Ω,

(ii) vi = ϕi, i �∈ Ω.

(13.35)
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Démonstration. La démonstration est similaire à celle des sections précédentes ;
contentons-nous de démontrer que l’équation 5.35 a une solution unique v∗. Définis-
sons l’opérateur T de IRm dans lui même par⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
(Tv)i = min

⎛
⎝β inf

u∈Ui

⎧⎨
⎩ci(u) +

∑
j

Mij(u)vj

⎫⎬
⎭ , ψi

⎞
⎠ , i ∈ Ω,

(Tv)i = ϕi, i �∈ Ω,

(13.36)

alors pour la norme du max, T est une contraction stricte de rapport β, et a donc un
unique point fixe v∗. Ceci établit l’existence et l’unicité de la solution de (5.35). �

Les arguments qui précèdent assurent la convergence de l’algorithme d’itérations
sur les valeurs, qui s’écrit, en reprenant les notations de (5.36),

vq+1 = T (vq), (13.37)

ou encore⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

vq+1
i = min

⎛
⎝β inf

u∈Ui

⎧⎨
⎩ci(u) +

∑
j

Mij(u)vq
j

⎫⎬
⎭ , ψi

⎞
⎠ , i ∈ Ω,

vq+1
i = ϕi, i �∈ Ω.

(13.38)

En ce qui concerne l’algorithme d’itérations sur les stratégies, on peut écrire un
algorithme de principe sous la forme suivante :

1. Choisir arbitrairement la stratégie initiale u0 ∈ U .
Poser q := 0.

2. Etant donné une stratégie uq ∈ U , calculer vq solution de⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

vq
i = min

⎛
⎝β

⎧⎨
⎩ci(u

q
i ) +

∑
j

Mij(u
q
i )v

q
j

⎫⎬
⎭ , ψi

⎞
⎠ , i ∈ Ω,

vq
i = ϕi, i �∈ Ω.

(13.39)

3. Calculer uq+1 solution, pour tout i, de

uq+1
i ∈ arg min

u∈Ui

⎧⎨
⎩ci(u) +

∑
j

Mij(u)vq
j

⎫⎬
⎭ . (13.40)

4. q := q + 1, aller en 1.
Nous admettons la proposition suivante, dont la démonstration, extension de celle

de la proposition 5.7, utilise (1.28).

Proposition 13.14 L’algorithme ci-dessus, initialisé avec une stratégie u0 ∈ U quel-
conque, est bien défini, et forme une suite de valeurs vq décroissante, et qui vérifie
‖vq+1 − V ‖ ≤ β‖vq − V ‖, où V est solution unique de (5.35).
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13.1.9 Un algorithme implémentable

L’algorithme d’itérations sur les stratégies que nous venons de présenter nécessite
à chaque itération la résolution de l’équation non linéaire (5.39), ce qui peut être
très coûteux. Nous allons formuler un autre algorithme, itérant sur les stratégies,
dans lequel on ne résout qu’une équation linéaire à chaque itération. L’idée est, étant
donné une stratégie uq, de calculer vq solution de l’équation linéaire⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩
vq

i = β

⎛
⎝ci(u

q
i ) +

∑
j

Mij(u
q
i )v

q
j

⎞
⎠ , i ∈ Iq,

vq
i = ψi, i ∈ Ω \ Iq,

vq
i = ϕi, i �∈ Ω.

(13.41)

L’ensemble Iq, inclus dans Ω, est une prédiction des états i pour lesquels la contrainte
vi ≤ ψi n’est pas active à l’optimum. Cette prédiction est mise à jour à chaque
itération. Ceci conduit à l’algorithme suivant :

1. Choisir arbitrairement la stratégie initiale u0 ∈ U .
Calculer v̂0 solution de l’équation linéaire⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
v̂0

i = β

⎛
⎝ci(u0

i ) +
∑

j

Mij(u0
i )v̂

0
j

⎞
⎠ , i ∈ Ω,

v̂0
i = ϕi, i �∈ Ω.

(13.42)

Calculer v0 comme suit :{
v0

i = min(v̂0
i , ψi), i ∈ Ω,

v̂0
i = ϕi, i �∈ Ω.

(13.43)

Poser q := 0 et
I0 := {i ∈ Ω; v0

i < ψi}. (13.44)

2. Faire q := q + 1. Calculer uq solution de

uq
i ∈ arg min

u∈Ui

⎧⎨
⎩ci(u) +

∑
j

Mij(u)vq−1
j

⎫⎬
⎭ , i = 1, . . . , m. (13.45)

3. Poser

Iq := Iq−1 ∪

⎧⎨
⎩i ∈ Ω; β

⎛
⎝ci(u

q
i ) +

∑
j

Mij(u
q
i )v

q−1
j

⎞
⎠ < ψi

⎫⎬
⎭ . (13.46)

4. Calculer vq, solution de l’équation linéaire (5.41).
Aller en 2.
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Proposition 13.15 L’algorithme ci-dessus forme une suite de valeurs vq décroissant
vers la solution unique V de (5.35).

Démonstration. a) Montrons la décroissance de vq. S’il n’en est pas ainsi, soient
q ∈ IN et i ∈ Ω tels que vq+1

i − vq
i > 0. Etant donné ε > 0, on peut supposer que

(vq+1−vq)i ≥ supj(v
q+1−vq)j −ε. Par ailleurs, i ∈ Iq+1 (sinon vq+1

i et vq
i sont égaux

à ψi). Donc

vq+1
i = β

⎛
⎝ci(u

q+1
i ) +

∑
j

Mij(u
q+1
i )vq+1

j

⎞
⎠ . (13.47)

Posons w := vq+1 − vq, et distinguons deux cas. Si i ∈ Iq, alors

vq
i = β

⎛
⎝ci(u

q
i ) +

∑
j

Mij(u
q
i )v

q
j

⎞
⎠ , (13.48)

et donc avec (5.45)

wi = β

⎛
⎝ci(u

q+1
i ) +

∑
j

Mij(u
q+1
i )vq+1

j − ci(u
q
i ) −

∑
j

Mij(u
q
i )v

q
j

⎞
⎠ ,

≤ β

⎛
⎝∑

j

Mij(uq+1)wj

⎞
⎠ ≤ β(wi + ε),

(13.49)

ce qui donne la contradiction recherchée pour ε > 0 assez petit.
Si, au contraire, i �∈ Iq, alors vq

i = ψi et, par définition de Iq+1, on a

β

⎛
⎝ci(u

q+1
i ) +

∑
j

Mij(u
q+1
i )vq

j

⎞
⎠ < ψi = vq

i . (13.50)

Donc

wi = β

⎛
⎝ci(u

q+1
i ) +

∑
j

Mij(u
q+1
i )vq+1

j

⎞
⎠

i

− ψi,

≤ β
(
ci(u

q+1
i ) +

∑
j Mij(u

q+1
i )vq+1

j − ci(u
q+1
i ) −

∑
j Mij(u

q+1
i )vq

j

)
i
,

(13.51)
ce qui permet de conclure de la même manière.
b) On peut montrer, par des arguments déjà employés, que la suite vq est bornée.
Puisqu’elle est décroissante, elle converge vers une valeur v̂. De même, Iq étant crois-
sant, converge vers un certain I∗. Enfin par compacité on a la convergence de uq vers
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û ∈ U pour une sous suite. Passant à la limite dans (5.41)1, il vient⎧⎪⎨
⎪⎩

v̂i = β
(
ci(ûi) +

∑
j Mij(ûi)v̂j

)
, i ∈ I∗,

v̂i = ψi, i ∈ Ω \ I∗,
v̂i = ϕi, i �∈ Ω.

(13.52)

De plus la décroissance de vq implique

v̂i ≤ ψi, i ∈ I∗, (13.53)

et le passage à la limite dans (5.46) donne

β

⎛
⎝ci(ûi) +

∑
j

Mij(ûi)v̂j

⎞
⎠ ≥ ψi, i ∈ Ω \ I∗. (13.54)

Les trois relations ci-dessus impliquent que v̂ est solution de (5.35), donc est égale à
la fonction valeur V . �

Remarque 13.16 L’algorithme présenté dans cette section peut s’avérer lent si la
mise à jour de l’ensemble Iq n’est pas assez efficace. On peut y remédier, soit en intro-
duisant quelques itérations sur les valeurs (peu coûteuses, comparées à la résolution
du système (5.42)), soit en s’inspirant des algorithmes de résolution de problèmes de
complémentarité linéaire, par exemple ceux basés sur les points intérieurs.

13.2 Problèmes en temps et espace continus

13.2.1 Position du problème

Etudions le problème de commande optimale stochastique

(Px)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Min IE

∫ ∞

0

�(y(t), u(t))e−λtdt;

dy(t) = f(y(t), u(t))dt + σ(y(t), u(t))dw, u(t) ∈ U, t ∈ [0,∞[,

y0 = x.

Dans ce problème nous retrouvons les ingrédients du problème de commande optimale
déterministe : le taux d’actualisation λ > 0, les fonctions � : IRn × IRm → IR et
f : IRn × IRm → IRn, tandis qu’apparaissent σ(·, ·), application de IRn × IRm vers
l’espace des matrices de taille n × r, et w, brownien standard de dimension r. On
suppose dans la suite �, f et σ lipschitziens et bornés.

1Par des arguments similaires à ceux employés dans la démonstration du théorème 5.5(iii).
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Rappelons qu’un mouvement brownien standard (scalaire) sur l’intervalle de temps
IR+ est une variable aléatoire IR+ → IR telle que (i) ses accroissements sont indépen-
dants, (ii) w(0) est gaussien de moyenne nulle, et (iii) si 0 ≤ s ≤ t < ∞, alors
w(t) − w(s) est gaussien de moyenne nulle et variance t − s. Un brownien standard
de dimension r est un vecteur aléatoire dont les composantes sont des mouvement
brownien standard scalaires indépendants.

L’étude de ce problème comporte deux phases : l’analyse mathématique, qui con-
duit à une équation HJB avec un opérateur différentiel du second ordre, et l’analyse
numérique de cette équation HJB. Nous allons commencer par présenter une version
en temps discret du problème, qui permettra une dérivation formelle de l’équation
HJB.

13.2.2 Problème discrétisé en temps

Soit h0 > 0 le pas de temps. Considérons le problème de commande optimale
stochastique en temps discret et espace continu :

(P h0
x )

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Min IE

{
h0

∞∑
k=0

(1 + λh0)−k−1�(yk, uk)

}
;

yk+1 = yk + h0f(yk, uk) +
√

h0 σ(yk, uk) δwk, uk ∈ U, k ∈ IN ;

y0 = x.

Ici δwk ∈ IRr est un vecteur aléatoire dont les coordonnées sont des tirages indépen-
dants de ±1 avec probabilités égales, donc de moyenne nulle et variance unité. Le
terme

√
h0 fait que, pour h0 assez petit, si la ième ligne de σ(yk, uk) n’est pas nulle,

alors l’essentiel de la variation de la ième composante de l’état est due au bruit. Par
ailleurs si 0 ≤ s ≤ t < ∞, s = k0h0 et t = k1h0, alors

∑k1−1
k=k0

δwk est une variable de
moyenne nulle et variance t − s, ce qui est cohérent avec le problème continu.

A la différence du cas déterministe, il faut préciser quelle information est disponible
quand on prend la décision uk à l’instant k. Par exemple, si les tirages sont connus
d’avance, on se retrouve dans une situation déterministe. En général le tirage δwk

n’est pas déterminé jusqu’à l’instant k + 1 ; l’information sur ce tirage et sur l’état yk

peut être totale, partielle ou nulle. Il y a donc une variété de situations possibles.
Dans la suite nous supposerons que la décision uk se fait en connaissant l’état yk,

mais pas les tirages δwi, pour i ≥ k : c’est le cas dit de l’observation complète. Compte
tenu de l’invariance en temps du problème, ceci conduit à chercher une commande
sous forme de retour d’état. Autrement dit l’ensemble U des commandes admissibles
est celui des applications u = u(y) de IRn vers U . A u ∈ U est associé un coût Vh0(x, u)
vérifiant la relation suivante (noter que l’espérance ci-dessous se réduit à la somme
de deux termes)

Vh0(x, u) = (1 + λh0)−1
(
h0�(x, u) + IE

(
V (x + h0f(x, u) +

√
h0σ(x, u)δw0)

))
.

(13.55)
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On pose
V h0(x) := inf

u∈U
Vh0(x, u). (13.56)

Le principe de programmation dynamique s’écrit

V h0(x) = (1 + λh0)−1 inf
u∈U

{
h0�(x, u) + IE

(
V (x + h0f(x, u) +

√
h0σ(x, u)δw0)

)}
.

(13.57)
Supposons V h0 de classe C2, et de dérivée seconde uniformément bornées sur IRn,
uniformément par rapport à h0 assez petit. Alors

∆ := V h0(x + h0f(x, u) +
√

h0σ(x, u)δw0),
= V h0(x) + h0DV h0(x)f(x, u) +

√
h0DV h0(x)σ(x, u)δw0

+ 1
2h0D

2V h0(x)(σ(x, u)δw0 , σ(x, u)δw0) + o(h0).
(13.58)

Si A est une matrice n × n et z ∈ IRn, on a z�Az = traceAzz�. Utilisant cette
relation, il vient

D2V h0(x)(σ(x, u)δw0, σ(x, u)δw0) = trace
(
D2V h0(x)σ(x, u)δw0δw

�
0 σ(x, u)�

)
.

(13.59)
Posons

a(x, u) := 1
2σ(x, u)σ(x, u)�. (13.60)

La matrice n × n a(x, u) est symétrique et semi définie positive. Puisque w est de
moyenne nulle et variance unité, on a, avec la relation précédente :

IE(∆) = V h0(x) + h0DV h0(x)f(x, u) + h0 trace
(
D2V h0(x)a(x, u)

)
+ o(h0). (13.61)

Noter que

trace
(
D2V h0(x)a(x, u)

)
=

n∑
i,j=1

aij(x, u)D2
xixj

V h0(x). (13.62)

Introduisons le hamiltonien Hσ :

Hσ(x, p, Q) := inf
u∈U

{�(x, u) + p · f(x, u) + trace(a(x, u)Q)}. (13.63)

Ici p ∈ IRn et Q est une matrice symétrique n × n. L’exposant σ fait réference au
terme du deuxième ordre qui fait la différence avec le cas déterministe, voir (3.18).

Combinant avec le principe de programmation dynamique (5.57), il vient :

λV h0(x) = Hσ(x, DV h0(x), D2V h0(x)) + o(1). (13.64)

Passant à la limite quand h0 ↓ 0, on obtient formellement l’équation HJB du problème
en temps continu :

λV (x) = Hσ(x, DV (x), D2V (x)), (13.65)

ou encore

λV (x) = inf
u∈U

{
�(x, u) + f(x, u) · DV (x) + trace(a(x, u)D2V (x))

}
. (13.66)
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Lorsque σ(x, u) est identiquement nul, on retrouve bien l’équation HJB (3.23) du cas
déterministe (avec ici C = ∅).

Dans le cas d’un problème avec horizon fini T et sans terme d’actualisation,
une discussion analogue à celle de l’horizon infini permet d’obtenir une équation de
Hamilton-Jacobi-Bellman du problème continu, dont est solution la fonction valeur
en temps rétrograde

W (x, s) := V (x, T − s).

Cette équation s’écrit :{
DtW (x, t) = Hσ(x, DxW (x, t), D2

xxW (x, t)), (x, t) ∈ IRn×]0, T [,
W (x, 0) = ϕ(x), ∀ x ∈ IRn,

(13.67)

ou encore
DtW (x, t) = infu∈U

{
�(x, u) + f(x, u) · DW (x, t) + trace(a(x, u)D2W (x, t))

}
,

(x, t) ∈ IRn×]0, T [,
W (x, 0) = ϕ(x), ∀ x ∈ IRn.

(13.68)
Nous allons étudier la résolution numérique de cette équation par des schémas aux

différences finies, en commençant par le cas d’un état scalaire.

13.2.3 Schémas monotones : dimension 1

On note h0, h1, etc les pas de discrétisation en temps et suivants les variables
d’espace x1, etc. Nous discutons les schémas de résolution de problèmes à horizon
infini. Présentons une extension, en dimension un, de l’algorithme décentré, dans
lequel on approxime la dérivée seconde en espace (suivant la direction de xi) par
(Ddwk

j − Dgwk
j )/hi, soit la différence divisée centrée

D2,0wk
j :=

1
h2

i

(wk
j+1 − 2wk

j + wk
j−1).

Le schéma décentré (analogue de celui du cas déterministe, exposé en section 4.2.1)
s’écrit alors

λvj = inf
u∈U

{
�(xj , u) + f(xj , u)+

vj+1 − vj

h1
+ |f(xj , u)−|

vj−1 − vj

h1

+a(xj , u)
vj+1 − 2vj + vj−1

h2
1

}
.

(13.69)

Introduisons un pas de temps fictif h0 > 0, par lequel on multiplie l’équation ci-
dessus. Ajoutant vj à chaque membre, et ordonnant les expressions suivant vj−1, vj+1

et vj+1, on obtient l’expression équivalente

λvj := inf
u∈U

{
h0�(xj , u) +

(
1 − h0

h1
|f(xj , u)| − 2

h0

h2
1

a(xj , u)
)

vj

+
(

h0

h1
|f(xj , u)−| +

h0

h2
1

a(xj , u)
)

vj−1 +
(

h0

h1
f(xj , u)+ +

h0

h2
1

a(xj , u)
)

vj+1

}
.

(13.70)
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On pose

‖f‖∞ := sup
(x,u)∈IR×U

|f(x, u)|; ‖a‖∞ := sup
(x,u)∈IR×U

|a(x, u)|. (13.71)

Proposition 13.17 (i) Le schéma (5.69) possède une solution unique, telle que

‖v‖∞ ≤ λ−1‖�‖∞. (13.72)

(ii) Si h0 vérifie la condition de stabilité

h0

h1
‖f‖∞ +

2h0

h2
1

‖a‖2
∞ ≤ 1, (13.73)

alors (5.70) est une équation de point fixe contractant pour la norme uniforme, de
rapport de contraction (1 + λh0)−1.

Démonstration. La démonstration est semblable à celle de la proposition 4.6. La
condition de stabilité assure que, dans la formule (5.70), les poids de vj et vj±1 sont
positif, ce qui permet d’établir que c’est une équation de point fixe contractant et
d’obtenir l’estimation (5.72). �

Remarque 13.18 Le terme dominant dans la condition de stabilité est lié à f si h1

est grand par rapport à 2‖a‖∞/‖f‖∞ (discrétisation spatiale grossière), et au terme
de diffusion si h1 est grand par rapport à 2‖a‖∞/‖f‖∞ (discrétisation spatiale fine).
Dans ce dernier cas, le pas de temps maximum respectant la condition de stabilité est
de l’ordre de 1

2h2
1/‖a‖∞, donc beaucoup plus petit que dans le cas déterministe (où il

vaut h1/‖f‖∞).

Remarque 13.19 La condition de stabilité assure la positivité des poids de vj et
vj±1 dans (5.70), ce qui permet de reconnâıtre dans cette expression le principe de
programmation dynamique du problème de commande d’une châıne de Markov dont
les probabilités de transition sont précisément les poids de vj et vj±1.

Remarque 13.20 L’étude de la convergence de ce schéma est trop complexe pour
être traitée ici. On se reportera aux notes de fin de chapitre.

Dans le cas de dimension d’espace supérieure à 1, on sait seulement donner des
réponses partielles au problème de discrétisation par différence finie de l’équation
HJB. Nous allons poser le problème et établir quelques résultats.
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13.2.4 Différences finies classiques

Nous abordons l’études des schémas de différences finies en dimension d’espace
n > 1. Notons Di les dérivées par rapport à xi, et adoptons le même type de convention
pour les dérivées d’ordre supérieur. Pour approcher Dii on utilise encore la formule
centrée

D2
iivj ≈ vj+ei − 2vj + vj−ei

h2
i

.

Pour alléger les formules il convient de noter δ±i, δ±,i±k, etc les opérateurs de trans-
lation de ± une coordonnée dans la direction i, k, etc ; ainsi

δivj = vj+ei , δi,−kvj = vj+ei−ek
.

Avec cette notation l’approximation de Dii est

D2
ii ≈

δi − 2δ0 + δ−i

h2
i

.

Pour le calcul des dérivées croisées (i �= j), plusieurs choix sont possibles. Par exemple,
utilisant le développement, pour Φ régulier,

Φ(x + hiei + hkek) = Φ(x) + DΦ(x)(hiei + hkek)+
1
2D2Φ(x)((hiei + hkek), (hiei + hkek)) + o(h2

i + h2
k),
(13.74)

et procédant de même pour Φ(x + hiei) et Φ(x + hkek), on déduit le choix

D2
ik ≈ δi,k + δ0 − δi − δk

hihk
,

qui fait intervenir les quatre points du “rectangle en haut à droite”. On peut écrire
une formule similaire faisant intervenir les points du rectangle opposé :

D2
ik ≈ δ−i,−k + δ0 − δ−i − δ−k

hihk
.

Il est classique de centrer l’estimation en prenant la moyenne des deux, ce qui donne

D2
ik ≈ δi,k + δ−i,−k + 2δ0 − δi − δk − δ−i − δ−k

2hihk
. (13.75)

Mais on peut aussi bien faire intervenir les estimations basées sur les deux autres
rectangles :

D2
ik ≈ δi + δk + δ−i + δ−k − δi,−k − δ−i,k − 2δ0

2hihk
. (13.76)

Le point important est que ces deux formules font apparâıtre les points δ±i,±k avec
des poids positifs dans le premier cas, et négatifs dans le second. Soit D̂x,u la matrice
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Fig. 13.1 – Poids de l’approximation de D2
ij : cas aij > 0

n × n d’opérateurs aux différences définie par

D̂x,u
ik =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

δi − 2δ0 + δ−i

h2
i

si i = k,

δi,k + δ−i,−k + 2δ0 − δi − δk − δ−i − δ−k

2hihk
si aik(x, u) ≥ 0,

δi + δk + δ−i + δ−k − δi,−k − δ−i,k − 2δ0

2hihk
sinon.

Pour les termes du premier ordre, on reprend le principe du décentrage exposé dans
le cas de la commande optimale déterministe : à (x, u), associons Dη(xj ,u) ∈ IRn défini
par

Dηi(x,u) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

vj+ei − vj

hi
si fi(x, u) ≥ 0,

vj − vj−ei

hi
sinon.

(13.77)

Considérons le schéma discret

λvj = min
u∈U

⎧⎨
⎩�(xj , u) + f(xj , u) · Dη(xj ,u)vj +

n∑
i,k=1

aik(xj , u)D̂x,u
ik vj

⎫⎬
⎭ . (13.78)

Multipliant l’équation par un pas de temps fictif h0, ajoutant vj à chaque membre,
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et réordonnant les expressions, il vient (utilisant la symétrie de a) :

λvj = min
u∈U

{h0�(xj , u)

+

⎛
⎝1 −

n∑
i=1

h0

hi
|fi(xj , u)| − 2

n∑
i=1

h0

h2
i

|aii(xj , u)| +
∑
i�=k

h0

hihk
|aik(xj , u)|

⎞
⎠ vj

+
n∑

i=1

⎛
⎝h0

hi
|fi(xj , u)−| +

h0

h2
i

aii(xj , u) −
∑
k �=i

h0

hihk
|aik(xj , u)|

⎞
⎠ vj−ei

+
n∑

i=1

⎛
⎝h0

hi
fi(xj , u)+ +

h0

h2
i

aii(xj , u) −
∑
k �=i

h0

hihk
|aik(xj , u)|

⎞
⎠ vj+ei

+
∑
i>k

h0

hihk
[aik(xj , u)+(vj+ei+ek

+ vj−ei−ek
) + |aik(xj , u)−|(vj+ei−ek

+ vj−ei+ek
)]

}
.

(13.79)
On peut introduire une mise à l’échelle de f et a :

fh
i (x, u) :=

fi(x, u)
hi

; ah
ij(x, u) :=

aij(x, u)
hihj

; (13.80)

d’où l’expression équivalente

(1 + λh0)vj = min
u∈U

{h0 �(xj , u)

+

⎛
⎝1 − h0

n∑
i=1

|fh
i (xj , u)| − 2h0

n∑
i=1

|ah
ii(xj , u)| + h0

∑
i�=k

|ah
ik(xj , u)|

⎞
⎠ vj

+h0

n∑
i=1

⎛
⎝|fh

i (xj , u)−| + ah
ii(xj , u) −

∑
k �=i

|ah
ik(xj , u)|

⎞
⎠ vj−ei

+h0

n∑
i=1

⎛
⎝fh

i (xj , u)+ + ah
ii(xj , u) −

∑
k �=i

|ah
ik(xj , u)|

⎞
⎠ vj+ei

+h0

∑
i>k

[
ah

ik(xj , u)+(vj+ei+ek
+ vj−ei−ek

) + |ah
ik(xj , u)−|(vj+ei−ek

+ vj−ei+ek
)
]}

.

(13.81)

Proposition 13.21 On suppose que les pas d’espace h1, . . . , hn sont tels que, pour
tout (x, u) ∈ IR × U , la matrice de terme général ah

ik(x, u) est diagonale dominante.
Alors
(i) Le schéma (5.78) possède une solution unique v, telle que

‖v‖∞ ≤ λ−1‖�‖∞. (13.82)
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(ii) Si h0 vérifie la condition de stabilité

h0

⎡
⎣ n∑

i=1

|fi(xj , u)|
hi

+
n∑

i=1

⎛
⎝2

|aii(xj , u)|
h2

i

−
∑
k �=i

|aik(xj , u)|
hihk

⎞
⎠
⎤
⎦ ≤ 1, (13.83)

alors (5.70) est une équation de point fixe contractant pour la norme uniforme, de
rapport de contraction (1 + λh0)−1.

Démonstration. La démonstration est une extension simple de celle de cas mono-
dimensionnel (proposition 5.17). �

Quand h tend vers 0 de manière à respecter la condition de diagonale dominante de
ah, on obtient la convergence des valeurs discrètes vers la valeur du problème continu :
voir [40]. La théorie des solutions de viscosité joue là encore un rôle important.

Cependant l’hypothèse de diagonale dominance de ah(x, u) est très restrictive.
Nous allons présenter une approche permettant, dans une certaine mesure, de s’en
affranchir.

13.2.5 Différences finies généralisées

Dans cette approche, qui généralise la méthode usuelle de différences finies pré-
sentée dans la section précédente, le point de départ est l’approximation de la dérivée
seconde de la fonction valeur suivant une direction quelconque. Soit Φ : IRn → IR
de classe C2. La dérivée seconde de Φ en x ∈ IRn dans la direction d ∈ IRn est par
définition la quantité

D2Φ(x)(d, d) =
n∑

i,k=1

D2
xixk

Φ(x)didk.

Il vient avec la formule de Taylor

D2Φ(x)(d, d) = lim
t↓0

Φ(x + td) − 2Φ(x) + Φ(x − td)
t2

.

En particulier, étant donné ξ ∈ Z
n, notons

∆ξΦ := Φ(xj+ξ) − 2Φ(xj) + Φ(xj−ξ).

Il vient, pour tout j ∈ Z
n,

∆ξΦ(xj) =
n∑

i,k=1

hihkξiξkD2
xixk

Φ(xj) + o(‖h‖2). (13.84)

Ainsi on peut approcher la courbure de Φ, suivant une direction égale à la différence
entre deux points de la grille discrète, par une combinaison des valeurs de Φ en trois



13.2. PROBLÈMES EN TEMPS ET ESPACE CONTINUS 279

points de la grille. On peut alors se poser le problème d’approcher la partie principale
(du second ordre) de l’opérateur différentiel de l’équation HJB par une combinaison
de tels termes. Il s’agit de trouver des coefficients αu

j,ξ tels que :

∑
ξ∈S

αu
j,ξ

n∑
i,k=1

hihkξiξkD2
xixk

Φ(xj) =
n∑

i,k=1

aik(xj , u)D2
xixk

Φ(xj). (13.85)

Ici S est une partie finie de Z
n, qui représente (à la translation j près) les coor-

données des points entrant dans le schéma. Nous verrons qu’il convient de prendre les
coefficients αu

j,ξ positifs pour obtenir la monotonie du schéma. La relation (5.85) est
satisfaite pour toute fonction Φ ssi

∑
ξ∈S

αu
j,ξhihkξiξk = aik(xj , u), pour tout i, k = 1 à n, (13.86)

ou encore ∑
ξ∈S

αu
j,ξξξ

� = ah(xj , u). (13.87)

Le schéma correspondant (de discrétisation de l’équation HJB) est

λvj = inf
u∈U

⎧⎨
⎩�(xj , u) + f(xj , u) · Dη(xj ,u)vj +

∑
ξ∈S

αu
j,ξ∆ξvj

⎫⎬
⎭ , j ∈ Z

n. (13.88)

Définition 13.22 On dira que le schéma (5.88) est fortement consistant si (5.87) est
satisfait.

Nous étudierons dans la section suivante comment vérifier la condition de consis-
tance.

Remarque 13.23 La relation (5.87) permet une estimation de la taille des coeffi-
cients. En effet, puisque ξ a des coordonnées entières, la matrice ξξ� a des éléments
diagonaux supérieurs ou égaux à un. Un schéma fortement consistant satisfait donc

∑
ξ∈S

αu
j,ξ ≤ trace ah(xj , u) = O((inf

i
hi)−2). (13.89)

La forme de point fixe correspondante est (comme toujours) obtenue en multipliant
la relation (5.88) par un pas de temps fictif h0, puis en ajoutant vj à chaque membre,
et enfin en divisant par 1+h0λ. Reprenant la notation fh définie en (5.80), on obtient
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l’expression suivante, à comparer à (4.23) dans le cas déterministe :

vj = (1 + λh0)−1 inf
u∈U

⎧⎨
⎩h0�(xj , u) +

⎛
⎝1 − h0

n∑
i=1

|fh
i (xj , u)| − 2h0

∑
ξ∈S

αu
j,ξ

⎞
⎠ vj

+h0

n∑
i=1

fh
i (xj , u)+vj+ei + h0

n∑
i=1

|fh
i (xj , u)−|vj−ei + h0

∑
ξ∈S

αu
j,ξ(vj−ξ + vj+ξ)

⎫⎬
⎭ .

(13.90)
Comme dans le cas déterministe, il apparâıt que le membre de droite représente une
application contractante, de constante (1 + λh0)−1, si le coefficient de vj est positif,
ce qui est assuré si la condition de stabilité suivante est satisfaite :

h0

⎛
⎝ n∑

i=1

‖fi‖
hi

+ 2 sup
j∈Zn,u∈U

⎛
⎝∑

ξ∈S
αu

j,ξ

⎞
⎠
⎞
⎠ ≤ 1. (13.91)

On peut combiner cette relation avec (5.89) pour en déduire une estimation du pas
de temps : h0 = O((inf i hi)−2).

13.2.6 Analyse de la condition de consistance forte

La condition de consistance forte (5.87) revient, puisque les coefficients αu
j,ξ doivent

être positifs, à vérifier que ah(xj , u) appartient au cône engendré par l’ensemble
{ξξ�; ξ ∈ S}. Nous allons caractériser ce cône dans quelques situations simples. Pour
cela, quelques définitions s’imposent.

Définition 13.24 Soit q ∈ IN , q > 0. (i) On dit que C ⊂ IRq est un cône si, pour
tout t > 0 et c ∈ C, on a tc ∈ C. (ii) Soient c1, . . . , cr dans IRq. On appelle cône
convexe C engendré par c1, . . . , cr l’ensemble des combinaisons linéaires positives de
c1, . . . , cr. On dit que c1, . . . , cr est un générateur de C. (iii) On appelle générateur
minimal de C un générateur de C ne contenant pas strictement un générateur de C.

Définition 13.25 Soit C un cône convexe fermé de IRq. On appelle cône polaire de
C l’ensemble

C+ := {y ∈ IRq; y · x ≥ 0, pour tout x ∈ C}. (13.92)

C’est un cône convexe fermé.

Voici un résultat important d’analyse convexe, que nous admettrons (voir par
exemple [48]).

Proposition 13.26 Soit C un cône convexe fermé. Alors (i) il cöıncide avec son
cône bipolaire (C+)+, (ii) Si C a un générateur fini, il en est de même pour C+.
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Il résulte de cette proposition que, si C est un cône convexe fermé de générateur
fini, et il existe donc un générateur fini c∗1, . . . , c

∗
r′ du cône polaire, alors C est ca-

ractérisé par les inégalités linéaires en nombre fini

C = {x ∈ IRq; c∗i · x ≥ 0, i = 1, . . . , r′}. (13.93)

On notera C(S) le cône engendré par les {ξξ�, ξ ∈ S}. Considérons le cas où S est
de la forme Sn

p , avec

Sn
p :=

{
ξ ∈ {−1, 0, 1}n;

n∑
i=1

|ξi| ≤ p

}
. (13.94)

Autrement dit, on considère les transitions vers les points dont les coordonnées diffè-
rent d’au plus 1 (les voisins immédiats), avec au plus p coordonnées différentes.

Proposition 13.27 On a les caractérisations suivantes :
(i) Pour tout n > 0, C(Sn

1 ) est l’ensemble des matrices diagonales semi définies
positives.
(ii) Pour tout n > 0, C(Sn

2 ) est l’ensemble des matrices symétriques à diagonale
dominante :

C(Sn
2 ) =

⎧⎨
⎩A ∈ Mn×n; A = A�; Aii ≥

∑
j �=i

|Aij |

⎫⎬
⎭ . (13.95)

(iii) A ∈ C(S3
3 ) si et seulement si,elle est symétrique et, pour tout i, j dans 1, . . . , n

et p, q dans {0, 1} :{
Aii ≥ |Aij |,
Aii + Ajj ≥ (−1)pAik + (−1)qAjk + 2(−1)p+q+1Aij .

(13.96)

Démonstration. Si ξ a une seule coordonnée non nulle j, alors la matrice ξξ�

a pour seule coordonnée non nulle (j, j). On en déduit facilement (i). Si ξ a deux
coordonnées non nulles, de valeur ±1, il est clair que ξξ� est diagonale dominante.
Comme l’ensemble des matrices diagonale dominantes est un cône, ceci prouve que
C(Sn

2 ) est inclus dans l’ensemble des matrices diagonale dominantes. Inversement,
on peut décomposer toute matrice diagonale dominante A en combinaison linéaire
positive de matrices du type ξξ� où ξ a au plus deux coordonnées non nulles de la
manière suivante :

A =
∑
i�=j

Aij>0

Aij(ei + ej)(ei + ej)� −
∑
i�=j

Aij<0

Aij(ei − ej)(ei − ej)�+

∑
i

⎛
⎝Aii −

∑
j �=i

|Aij |

⎞
⎠ eie

�
i ,

(13.97)

d’où (ii). Enfin le point (iii) résulte de l’analyse de [15]. �
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Remarque 13.28 Une des questions ouvertes est le calcul rapide des coefficients
αu

j,ξ. Pour la dimension 2 le problème est traité dans [14].

13.3 Notes

La commande optimale de châınes de Markov est discutée dans J.P. Quadrat [49].
E. Altman [5] étudie les problèmes avec contraintes en espérance. Le cas ergodique
fait l’objet d’un chapitre de H.J. Kushner et P.G. Dupuis [40].

W. H. Fleming et R. Rishel [28] donnent une introduction générale à la théorie
de la commande optimale déterministe et stochastique. L’approche par solutions de
viscosité est introduite dans P.L. Lions [45] ; on en trouvera une synthèse dans W.H.
Fleming et H.M. Soner [29]. J.L. Lions et A. Bensoussan [44] présentent l’approche de
la commande stochastique par les techniques variationnelles d’équations aux dérivés
partielles.

Les méthodes numériques pour la commande stochastique sont exposées dans
H.J. Kushner et P.G. Dupuis [40]. On y trouvera en particulier une discussion d’une
méthode d’approximation par châıne de Markov qui inclut les différences finies gé-
néralisées. Pour les problèmes de très grande taille il peut être utile d’employer des
méthodes multigrille, voir M. Akian [2]. De nombreuses méthodes numériques, dans
un cadre de problèmes de finance, sont exposées dans L.C.G. Rogers et D. Talay [50].
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Mathématiques et Applications. Springer, Paris, 1994.

[11] G. Barles and P. E. Souganidis. Convergence of approximation schemes for fully
nonlinear second order equations. Asymptotic Analysis, 4 :271–283, 1991.

[12] R. Bellman. Dynamic programming. Princeton University Press, Princeton, 1961.

[13] D. Bertsekas. Dynamic programming and optimal control (2 volumes). Athena
Scientific, Belmont, Massachusetts, 1995.

[14] J. F. Bonnans, E. Ottenwaelter, and H. Zidani. Numerical schemes for the two
dimensional second-order HJB equation. ESAIM :M2AN 38-4, 723-735, 2004.

283



284 BIBLIOGRAPHIE

[15] J. F. Bonnans and H. Zidani. Consistency of generalized finite difference schemes
for the stochastic HJB equation. SIAM J. Numerical Analysis, 41 :1008–1021,
2003.

[16] J.F. Bonnans and A. Shapiro. Perturbation analysis of optimization problems.
Springer-Verlag, New York, 2000.

[17] J.P. Bourguignon. Calcul Variationnel. Ecole Polytechnique, 1989.
[18] K.E. Brenan, S.L. Campbell, and L.R. Petzold. Numerical Solution of Initial-

Value Problems in Differential-Algebraic Equations. North-Holland, Amsterdam,
1989.
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[25] M. Demazure. Géométrie, Catastrophes et Bifurcations. Ecole Polytechnique,

1987.
[26] I. Capuzzo Dolcetta and H. Ishii. Approximate solutions of the Bellman equation

of deterministic control theory. Appl. Math. Optim., 11 :161–181, 1984.
[27] P. Faurre, M. Clerget, and F. Germain. Opérateurs rationnels positifs. Dunod,
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[54] R Thom. Stabilité Structurelle et Morphogénèse. Inter-Édition, Paris, 1972.
[55] A. Tikhonov, A. Vasil’eva, and A. Sveshnikov. Differential Equations. Springer,

New York, 1980.
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