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Avant propos

Les mécanismes de régulation et d’adaptation sont largement répandus dans la
nature. Chez les organismes vivants, ils assurent le maintien de certaines variables
essentielles comme le taux de sucre, la température, ...En ingénierie également les
mécanismes d’asservissement et de recalage ont une longue histoire. Au temps des
romains les niveaux d’eau dans les aqueducs étaient pilotés par un systeme complexe
de vannes.

Les développements modernes ont débuté au 17eme siecle avec les travaux du
savant hollandais Huyghens sur les horloges a pendules. Il était alors tres impor-
tant pour la marine de Louis XIV d’embarquer sur les bateaux des horloges les plus
précises possible. La mesure du temps intervenait de facon cruciale dans les calculs
de position. Huyghens s’est ainsi intéressé a la régulation en vitesse des horloges. Les
idées élaborées par Huyghens et bien d’autres comme le savant anglais Robert Hooke
furent utilisées dans la régulation en vitesse des moulins a vent. Une idée centrale fut
alors d’utiliser un systeme mécanique a boules tournant autour d’un axe et dont la
rotation était directement proportionnelle a celle du moulin. Plus les boules tournent
vite et plus elles s’éloignent de ’axe. Elles actionnent ainsi par un systéme de renvois
ingénieux les ailes du moulin de fagon a réduire le couple di au vent. En langage
moderne, il s’agit d’un régulateur proportionnel.

La révolution industrielle vit ’adaptation par James Watt du régulateur a boules
pour les machines a vapeur. Plus les boules tournent vite, plus elles ouvrent une
soupape qui laisse s’échapper la vapeur. La pression de la chaudiere baissant, la vi-
tesse diminue. Le probleme était alors de maintenir la vitesse de la machine constante
malgré les variations de charge. Le mathématicien et astronome anglais Georges Airy
fut le premier a tenter une analyse du régulateur a boules de Watt. Ce n’est qu’en
1868 que le physicien écossais James Clerk Maxwell publia une premiere analyse
mathématique convaincante et expliqua ainsi certains comportement erratiques ob-
servés parmi les 75 000 régulateurs en service a cet époque. Ses travaux furent le point
de départ de nombreux autres sur la stabilité, sa caractérisation ayant été obtenue
indépendamment par les mathématiciens A. Hurwitz et E.J. Routh.

Durant les années 1930, les recherches aux “Bell Telephone Laboratories” sur les
amplificateurs sont a I'origine d’idées encore enseignées aujourd’hui. Citons par exem-
ple les travaux de Nyquist et Bode caractérisant a partir de la réponse fréquentielle
en boucle ouverte celle de la boucle fermée. Pendant la seconde guerre mondiale, ces
techniques furent utilisées et tres activement développées en particulier lors de la mise
au point de batteries anti-aériennes. Le mathématicien Nobert Wiener a donné le nom
de “cybernétique” a toutes ces techniques.

Tous ces développements se faisaient dans le cadre des systémes linéaires avec
une seule commande et une seule sortie : on disposait d’une mesure sous la forme
d’un signal électrique. Amplifié, filtré et convenablement traité, ce signal devenait



alors un signal de contréle. Ce n’est qu’apres les années 50 que les développements
théoriques et technologiques (calculateurs numériques) permirent le traitement des
systémes multi-variables linéaires et non linéaires avec plusieurs entrées et plusieurs
sorties. Citons les contributions de Rudolf Kalman avec la théorie de 'automatique en
variable d’état et du filtrage, de Richard Bellmann avec la programmation dynamique,
et I’école de L. Pontryagin avec le principe du méme nom pour la commande optimale.
Ces contributions continuent encore aujourd’hui a alimenter les recherches en
théorie des systemes. L’objectif de ce cours est de souligner le lien entre les apports
théoriques et les applications. Partant de ces dernieres, nous développons au fil des
chapitres les concepts fondamentaux de I'automatique et de la commande optimale,
sans négliger les aspects concrets et I'illustration sur des exemples.
Frédéric Bonnans et Pierre Rouchon
Février 2005
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Chapitre 9

Temps minimal : systemes
linéaires

9.1 Introduction

Lors de la conception du transfert d’'un systéeme dynamique commandé vers un
point de I'espace d’état, il est nécessaire de prendre en compte plusieurs criteres, en
général en conflit les uns avec les autres, dont les principaux sont :

- Le temps de transfert,

- L’énergie dépensée,

- L’écart par rapport a une trajectoire de référence,

- La robustesse par rapport a des perturbations,

- La complexité du probleme de calcul de la commande,
- La simplicité de mise en ceuvre en temps réel.

Les poids respectifs de ces criteres dépendent de chaque application. Dans les
chapitres suivants, nous allons nous concentrer sur le probleme de transfert en temps
minimal.

Le plan du chapitre est le suivant. Nous discutons I’exemple du probleme d’alu-
nissage en section L’existence de solutions est analysée en section [[.3] et les con-
ditions d’optimalité en section[[L4l Enfin la théorie est appliquée & plusieurs exemples
en section

9.2 Un probleme d’alunissage

Dans sa phase finale, et en négligeant la gravité, une manceuvre d’alunissage peut
se modéliser par ’équation

h(t) =m™ u(t), t>0, (9.1)
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188 CHAPITRE 9. TEMPS MINIMAL : SYSTEMES LINEAIRES

ol h est laltitude, m > 0 la masse de 'engin, et u la poussée nette (apres déduction
de la pesanteur). On notera v := h, et on impose la contrainte u(t) € [—1,1] & tout
instant. Le probleme est d’amener ’engin a vitesse et altitude nulle en un temps
minimal.

La situation physique est celle ot I'altitude initiale est positive. La solution intui-
tive est de fixer d’abord u = —1 pour se rapprocher le plus vite possible de la cible,
jusqu’a atteindre un point ott on commute & u = 1 (freinage maximum).

Nous allons résoudre graphiquement ce probleme de transfert par une commande
ne prenant que les valeurs +1, et changeant de signe au plus une fois. La théorie
développée ultérieurement permettra de montrer que que pour ce probléeme, ces com-
mandes réalisent le transfert en temps minimal (voir la remarque [[37)).

Soit (ho,vp) la condition initiale. Calculons d’abord les commandes permettant
d’atteindre la cible avec une commande constante égale & £1. Si u(t) vaut 1 pour
tout ¢t > 0, alors

h(t) = ho +tvo + 3t%, w(t)=wvo+t, t>0. (9.2)
La trajectoire atteint la cible au temps T' > 0 ssi vg = =T et hg = %TQ. Si u(t) vaut
—1 pour tout ¢t > 0, alors

h(t) =ho +tvg — 3t%, w(t)=vo—t, t>0. (9.3)
La trajectoire atteint la cible au temps T' > 0 ssi vg = T et hg = —%TQ. Les deux

demi paraboles sont tracées en trait plein sur la figure [Tl

Si la condition initiale se trouve sous la courbe en traits pleins, la trajectoire
obtenue avec u = 1 permet d’atteindre le lieu des point pouvant étre transférés a 0
par une commande égale & —1 ; si la condition initiale se trouve au dessus, la trajectoire
obtenue avec u = —1 permet d’atteindre le lieu des point pouvant étre transférés a 0
par une commande égale a 1. Il est facile de vérifier que toutes les commandes égales
a 1 et changeant de signe au plus une fois sont de ce type.

La courbe en traits pleins est le lieu de changement de signe; elle partage ’espace
d’état en deux zones ot la commande est constante. Nous avons réalisé (comme cela
sera justifié ultérieurement) la synthése, c’est a dire le calcul de la commande optimale
en tout point de 'espace d’état : la commande s’exprime comme fonction de retour
d’état, ou feedback

1 si v<0 e h< %’UQ,
u(h,v) = 1 si v>0 et h<-—1v2 (9.4)
—1 sinon.

9.3 Existence de solutions

9.3.1 Position du probleme
Considérons le systéeme dynamique linéaire

i(t) = Azx(t) + Bu(t); t>0, x(0)=2a°, (9.5)
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Fia. 9.1 — Trajectoires en temps minimal

avec z(t) € R™, u(t) € R™, et A et B de taille respectivement n X n et n x m. La
commande, fonction mesurable IR, — IR™, doit respecter une contrainte du type

u(t)yeU, p.p. t>0, (9.6)
ou U est un ensemble convexe, compact et tel queEI 0 € int U. On appellera solution
de (LX) toute fonction x(t) continue en temps, & valeurs dans IR", telle que

o(t) = 2% + /t[Ax(s) + Bu(s)]ds, pour tout ¢ > 0. (9.7)
0

On peut vérifier (par le méme argument de point fixe contractant que dans le cas de

seconds membres continus) que (5] possede une solution unique.
Soit C' une partie convexe fermée et non vide de 'espace d’état IR™, appelée la

cible. On considere le probleme de transfert en temps minimal d'un état initial 2° ¢ C
donné a la cible :

Inf T; 2(T)eC; z(0)=2" (x,u) satisfont (L5)-(LH). (9.8)

(z,u,T)

1On notera int U Pintérieur de U, défini comme I’ensemble des u € U tels que, pour p > 0 assez
petit, la boule B(u, p) de centre u et rayon p est contenue dans U.
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Remarque 9.1 La présence de la contrainte sur la commande est essentielle. En
effet, si le systeme est commandable, le transfert de 2% & un point quelconque de la
cible est possible en un temps arbitrairement petit en ’absence de cette contrainte.

On dira que le probleme en temps minimal (L8) est réalisable s’il existe une
commande transférant 1’état initial & la cible. Le temps minimal noté T (z°) est la
valeur de l'infimum dans (8], et vaut par définition +oco si le probléme n’est pas
réalisable.

On dit que la commande 1, fonction mesurable de [0, T'(z")] & valeurs dans U p.p.,
est une commande en temps minimal si elle réalise le transfert de 1’état initial & la
cible.

Rappelons la formule

t

z(t) = et +/ e=94Bu(s)ds, t>0, (9.9)
0

ot e 1= Y70  A'/il. Etant donnés t > 0 et 2° € IR", on désigne par R(t,z°)

'ensemble des états accessibles au temps t en partant de 2° au temps ¢ = 0. Autrement

dit,

¢
R(t,z°) = {emxo —|—/ =4 Bu(s)ds; u(s) € U, p.p. s € [O,t]}. (9.10)
0

Soit T > 0. On vérifie facilement que UOStSTR(t,:CO) est borné. Il est clair que
R(T, x°) est convexe; les propriétés de fermeture sont étudiées dans la section suivante
a Poccasion de I'analyse de I’existence de solutions pour le probleme (L.g]).

9.3.2 Résultats d’existence

Théoréme 9.2 Si le probléeme en temps minimal (L)) est réalisable, alors il existe
une commande optimale.

La démonstration du théoreme nécessite un résultat d’analyse fonctionnelle que
nous admettrons (voir Brézis [19]) :

Lemme 9.3 Soit E une partie convexe fermée d’un espace de Hilbert F. De toute
suite bornée {e;} dans E, on peut extraire une sous suite {e;};cs qui converge faible-
ment vers un certain € € E, au sens ou, pour toute forme linéaire continue L sur F,
on alimjey L(e;) = L(e).

Lemme 9.4 Soient 7 > 0, 7u — 7, et x € R(7k,2°). Alors tout point d’adhérence
x% de {xy} appartient @ R(t,z°).

Démonstration. On peut supposer que zr — x%. Notons u; une commande &
valeurs p.p. dans U telle que I'état associé noté x,, vérifie z,, (7x) = zr. Comme
U est compact, ’ensemble UOStS;HR(t,xO) est borné. L’équation d’état implique
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donc que [|Zy, || L (0,7, rR") est uniformément bornée par L > 0. On en déduit que ces
fonctions sont lipschitziennes de constante L, et donc z,,, (7) — x¢.

Par ailleurs la restriction de wuy & [0, 7] est bornée dans I’ensemble convexe fermé
L?(0,7,U). Extrayant si nécessaire une sous suite on déduit du lemme [3] la con-

vergence faible de cette restriction vers un certain @ € L?(0,7,U). En particulier

7 7
2y (T) = / et =94 Buy(s)ds — / =4 Ba(s)ds. (9.11)

0 0
Comme x*(7) — x4, ceci implique que ¢ est la valeur de I’état associé & @ & I'instant
7 d’ou la conclusion. [ ]

Démonstration du théoréme Posons T := T'(z°). Par définition du temps
minimal, il existe une suite décroissante {Tx} — T telle que R(Tk,z°) N C # 0, et
donc il existe des commandes u*, fonctions mesurables de [0, 7] & valeurs dans U
p.p., telles que les états associés z¥ vérifient 2*(T},) € C. Extrayant une sous-suite,

on peut supposer que la suite bornée {2*(T%)} converge vers un point % ; on conclut
avec le lemme [[.41 [

Notons ’ensemble des instants pour lesquels on peut atteindre la cible par
T(%) ={t>0; R(ta2")NC#£0}. (9.12)

Cet ensemble, fermé d’apres le lemme [[L4] a une structure simple dans deux cas
particuliers.

Définition 9.5 On dira que la cible C est viable si, pour tout z¢ € C, il existe une
commande & valeur p.p. dans U telle que le systeme ([L5)) avec état initial x(0) = 24
vérifie z(t) € C pour tout t > 0.

La cible est viable si elle est réduite & 0, et plus généralement si, pour tout z¢ € C,
il existe u € U tel que Az + Bu = 0. On peut donner des caractérisations de la
viabilité basées sur la notion d’espace tangent a C, voir par exemple H. Frankowska
[30, Section 1.3.5].

Proposition 9.6 Si [’état initial est nul, ou si C est viable, alors T (z°) est de la
forme [T(z), o0.

Démonstration. Notons d’abord que T'(z%) € 7 (2°) d’apres le théoréme Si
2% = 0, tout état accessible en temps ¢ par une commande admissible u = u(s) peut
aussi étre atteint en un temps ¢’ > ¢ avec une commande v’ nulle sur [0, ¢ —¢[ et égale
au'(s)=u(s—(t —t)) sur t' —¢,t].

Siu transfere z° & ¢ € C en un temps ¢, la viabilité de C' implique Uexistence d’une
commande transférant 2° & un point de C' en tout temps ¢’ > ¢, d’ott la conclusion. B

Remarque 9.7 L’oscillateur harmonique, présenté dans la section[I.5.2] est un exem-
ple de systéme pour lequel, en général, si C' n’est pas réduit & {0}, alors 7 (2°) n’est
pas de la forme [T'(2°), ool.
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9.4 Conditions d’optimalité

Cette section établit des conditions nécessaires d’optimalité pour un probleme de
transfert en temps minimal du type (L8]). Ces conditions, suffisantes dans certains
cas, permettront de résoudre completement un certain nombre d’exemples.

9.4.1 Séparation de ’ensemble accessible de la cible

Dans cette section, on notera T = T(z°) le temps minimal de transfert de 20 &
C. On suppose que z° € C, et donc T > 0. Les conditions d’optimalité sont fondées
sur la notion de séparation d’ensembles convexes.

Définition 9.8 On dit qu’une forme linéaire ¢ sur IR™ sépare deux parties Cy et Co
de IR™ si g # 0 et

qg-x1 <q-wz9, pourtout =z € Cq, zo € Co. (9.13)

Théoréme 9.9 I existe une forme linéaire séparant C de R(T,z°). Autrement dit,
il existe ¢ € IR™ non nulle telle que

q-y<q-z, pourtout yeC et xeR(T, ). (9.14)

Démonstration. Soit {7}} une suite strictement croissante de limite T, telle que
To > 0. Par définition du temps minimal, R(Tk,2°) N C = 0. Nous allons séparer
C de R(Tk,z°), puis passer & la limite. Notons dist(-, C) la distance (euclidienne) &
I’ensemble C' :

dist(z, C) :=inf{||lx —y||; ye€ C}. (9.15)

Cette fonction continue atteint son minimum sur le compact R(T},2°) en un point
o, Puisque C est fermé, il existe y* € C tel que dist(z*,C) = ||y* — z*||. Posons

¢" = (2" —y")/l|l=" = F|. (9.16)

Montrons que

¢ y<dtyf <t <gb -z, pourtout yeC, x e R(Th,0). (9.17)
La seconde inégalité est conséquence directe de (LI6). La premiére traduit le fait que
y* est la projection de x* sur C. Enfin il est facile de vérifier que z* est la projection
de y* sur R(Ty, 2°), ce que traduit la troisicme inégalité.

Or {z*} est bornée, et {y*} I'est donc aussi. Extrayant une sous suite si nécessaire,
on peut supposer que x* converge vers x¢, avec ¢ € R(T,2°) d’apres le lemme [[4]
que y* converge vers 7, avec § € C puisque C est fermé, et enfin que ¢* converge vers
g, forme linéaire de norme 1.

De plus, tout z € R(T, z°) est limite d'une suite de points de R(Tk, z°) : il suffit
de prolonger la commande transférant & = en un temps T sur [T}, 7).
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Passant & la limite dans (LI7), nous obtenons donc

G-y<qg-5<q-z¢<g-z, pourtout yeC et zeR(T,z°), (9.18)

d’ou le résultat. [ |

Remarque 9.10 On peut vérifier que les points z¢ et 7 construits dans la démons-
tration précédente coincident.

La frontiére d’une partie K de IR™ est notée 0K := K \ int K.

Remarque 9.11 La démonstration n’utilise pas le fait que T est le temps minimal de
transfert, mais seulement 1'existence d’une suite {7} } qui converge vers T, et telle que
R(Ty,z°) N C = (. La propriété de séparation est donc satisfaite par tout élément de
la frontiere 7 (z°) de 7 (z°). Ce n’est donc pas une condition suffisante d’optimalité
si 0T (2°) # {T(2°)}, autrement dit si 7 (z%) # [T'(x°), co[. On verra dans le théoréme
que sous certaines hypotheéses supplémentaires ces conditions sont suffisantes.

Lemme 9.12 Tout état final x(T) associé a une commande en temps minimal ap-
partient aux frontiéres des ensembles C et R(T, ).

Démonstration. Il suffit de combiner le théoreme et le lemme qui suit. |

Lemme 9.13 Soit une partie C convezxe de IR"™ contenant y. Alors y € intC ssi il
n’existe pas de forme linéaire séparant y de C.

Démonstration. Montrons d’abord que, siy € int C, il n’existe pas de forme linéaire
séparant y de C. Soit p > 0 tel que B(y, p) C C. S’il existe une forme linéaire g séparant
y de C, posons ¢ := p/||q||. Alors y — eq € C, et donc avec (LI3), 0 > ¢|q||? ce qui
donne la contradiction recherchée.
b) Soit maintenant y € 9C; il faut construire une forme linéaire séparant y de C.
Notons C la fermeture de C. Montrons que y € OC. Dans le cas contraire, puisque
y € C, on aurait y € intC, ce qui, grace & la convexité de C, impliquerait y € intC,
contraire a I’hypothese.
Il existe donc une suite y* — v, avec y* & C pour tout k. Notons z* la projection
(orthogonale) de y* sur C, et ¢* := 2% — y*. Puisque y* ¢ C, on a ¢* # 0. Si v € C et
a €]0,1], on a 2* + a(z — 2*) € C, et donc

P e oy T el Ea

ko (0 ok
limg 50, q" - (z —2"). (9.19)

20n peut admettre en premiére lecture ce lemme classique d’analyse convexe.
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Or ¢*-(zF —y*) = ||¢*||? > 0, donc ¢* - (z—y*) > 0 pour tout = € C. Ceci prouve que g*
sépare y* de C. Extrayant une sous suite si nécessaire, on peut supposer que ¢*/||¢"||
converge vers ¢ € IR", de norme 1. Passant (& z fixé) & la limite dans l'inégalité

¢ 4
m Yyt < m -z, pour tout x €C, (9.20)
on obtient la relation désirée. [ |

A vrai dire, I'appartenance a la frontiere de 'ensemble accessible n’est une in-
formation utile que si le systeme est commandable. Dans le cas contraire, le lemme
ci-dessous nous indique en effet que tout point accessible en temps T est un point
frontiere de R(T, z°).

Lemme 9.14 Pour tout T > 0, l’ensemble R(T,z") est d’intérieur non vide ssi le
systéme est commandable.

Démonstration. Si le systéme n’est pas commandable, soit w € IR"™ un élément
non nul du noyau a gauche de la matrice de commandabilité. Nous savons que la
forme linéaire 2 — w - e~*4x est une intégrale premiere; donc R(T) est d’intérieur
vide.

Si le systeme est commandable, soit p > 0 tel que B(0, p) C U, et soit e; un vecteur
de base de IR". Il existe une commande continue u’ amenant 'état 0 & 'état e; en un
temps T. Posons M := max; |Uj|Loo(0’T). Alors +pM ~1u; est admissible pour tout 7,
et ameéne 20 & eT4xg &+ pM~Le; en un temps T'; donc R(T,2°) D eT4z¢ + pM ' E,
ou E désigne 'enveloppe convexe de {*eq,...,+e,}. Puisque E est d’intérieur non
vide, il en est de méme pour R(T, x°). |

9.4.2 Critere linéaire sur 1’état final

Dans cette section nous allons oublier (provisoirement) les problémes de transfert
en temps minimal, pour nous consacrer a I’étude du probléeme suivant :

Inf ¢-z(T); (z,u) satisfont (LI)-(T4), (9.21)

o, ¢ € R™ et 'horizon T sont donnés. La propriété de séparation (ILI4) implique en
effet qu'une commande en temps minimal est solution d’un tel probleme, lorsque ¢
est la forme linéaire séparante et T = T'(x0).

Ce probleme est convexe : il a un criteére linéaire et des contraintes ponctuelles sur
la commande. On peut caractériser ses solutions par un systeme d’optimalité faisant
intervenir le pseudo-hamiltonien H : IR™ x IR™ x IR™ — IR défini par

H(z,u,p) :=p- (Az + Bu), (9.22)
et 1'état adjoint p € C(]0,T], IR™), solution de

—p(t) = Hy(x(t),u(t),p(t)) = ATp(t), te[0,T],
{ =k (9.23)
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On dira que la commande u, fonction mesurable de [0, 7] vers U, vérifie le Principe
du minimum pour le probleme ([L2T)) si elle satisfait la relation

H(a(t),u(t), p(t) = inf H(z(0),0,0(), pp. te,T.  (9.24)

Noter que ([[24)) équivaut & p(t) - B(v — u(t)) > 0, pour tout v € U, p.p. ¢t € [0,T].

Théoréme 9.15 Une commande u, fonction mesurable de [0, T] vers U, est solution
de ([LZ0)) ssi elle vérifie le principe du minimum.

Démonstration. Soit ©’ une autre commande & valeur p.p. dans U. Posons
u’(t) == u(t) si H(z(t),u(t),p(t)) < H(z(t),u (t),p(t)), u'(t) sinon.  (9.25)

Alors u” est mesurable, & valeur dans U p.p. ; notons z’/ Iétat associé. Puisque z(0) =
2”(0) = 2°, on a avec (LH) et (L23)), apres simplification,

0 <q-(@"(T) - 2(T))

d

= /o a[p(t) (2" (t) —x(t))] dt = /0 p(t) - B (1) — u(t)) dt. (9.26)

Or p(t) - B(u"(t) —u(t)) < 0 p.p., donc p(t) - Bu'(t) = p(t) - Bu"(t) = p(t) - Bu(t) p.p.
comme on voulait le montrer. [ |

On utilisera le lemme suivant dont la démonstration est immédiate.

Lemme 9.16 Soient a et b deuzx fonction réelles d’une variable w. Alors

inf o(u) = i b(w)] < sup fa(u) = bu)], (9.27)
et
71r€1£{a(u) - ilellf/{ bu) < itelg(a(u) —b(uw)). (9.28)

Proposition 9.17 Si une commande u satisfait le principe du minimum sur [0,T],
alors Uapplication t — H(x(t), u(t),p(t)) est essentiellement constantdy.

Démonstration. Posons

h(t) == gggH(m(t),v,p(t)). (9.29)
Le lemme implique
(') = h(t)] < [p(t)) - Az(t') —p(t) - Az(t)| + sup [(p(t") = p(t)) - Bu|.  (9.30)

3 Autrement dit, constante & un ensemble de mesure nulle prés.
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On en déduit facilement I’existence de M > 0 tel que
Ih(t") = ()] < M ([lz(t') = 2] + lp(t') = pO)])) - (9.31)

Or x et p sont lipschitziens, donc h Pest aussi, et a en conséquence une dérivée dans
L*>(0,T). De plus h(t) = h(O)—i—fOT h(t)dt, pour tout ¢ € [0, T]. Montrons que h(t) = 0
presque partout. Soit ¢y un point ou h est dérivable. Le principe du minimum implique

o) < g P00 = Hiatio).utt) i) o

= Dy H(x(to),u(to), p(to))i(to) + DpH (2(to), u(to), p(to))p(to) = 0.

De méme, avec t < ty on montre que h(to) > 0 et donc h est nulle p-p-, de sorte que h
est constante. Or h(t) = H(z(t),u(t), p(t)) p.p. d’apres le principe du minimum, d’ou
la, conclusion. [

Soit p(t) solution de (LZ3)). Alors BT p(t) est une fonction analytique de ¢, donc
soit est identiquement nulle, soit a un nombre fini de zéros sur [0, T]. Dans ce dernier
cas on déduit du principe du minimum nombre de renseignements sur la solution de

(@C21.

Définition 9.18 On dit que U est strictement conveze si, étant donné deux points
distincts uy et ug de U, le segmenﬂ Ju1,us| appartient a Uintérieur de U.

Exemple 9.19 Dans IR", la boule unité fermée pour la norme ¢P est strictement
convexe si 1 < p < 0o, mais pas sip=1 ou p = oo.

Théoréme 9.20 Soit p solution de (L23)), avec g # 0. Alors

(i) Si le systeme est commandable, application t — B p(t) n’est pas identiquement
nulle.

(i) Si BTp(t) n'est pas identiquement nulle, toute solution u du probléme & coit
linéaire (L2T)) est telle que u(t) € OU p.p. t € [0,T].

(iil) Si de plus Uensemble U est strictement conveze, alors (L2I) a une solution
unique, continue en tout instant t, sauf peut-étre ceuzx (en nombre fini) ot BT p(t) est
nul.

Démonstration. (i) Supposons au contraire B ' p(t) identiquement nulle. Alors 0 =
B'p(T) = B"p(T) = ---, dott ¢- BA* = 0, pour i = 1,...,n — 1; autrement dit,
q appartient au noyau a gauche de la matrice de commandabilité. Si le systéme est
commandable, ceci implique ¢ = 0, ce qui est impossible.

(ii) D’apres le théoreme [[LTH] u(t) doit minimiser la forme linéaire v — p(t) - Bv sur
U a tout instant. Sauf en un nombre fini de points, cette forme linéaire est non nulle,
ce qui implique que u(t) est point frontiere de U.

4Ce segment est par définition {au1 + (1 — @)uz; « €]0,1[}.
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(iii) Le minimum d’une forme linéaire sur un ensemble strictement convexe compact
existe et est unique. Il est facile de vérifier qu’il dépend continiiment de la forme
linéaire si cette derniere n’est pas nulle, ce qui assure le point (iii). |

9.4.3 Etat adjoint et principe du minimum

Revenons maintenant au probleme de temps minimal (L8)). On dira que la com-
mande u, fonction mesurable de [0, T] vers U, vérifie le Principe du minimum pour le
probleme (L8) si elle satisfait les relations suivantes :

x(t) = Az(t)+ Bu(t), t>0,
{ o0 —on (9.33)
_p(t) = ATp(t)7 te [OvT]a
{ o) —a (9.34)
Ha(0), u(t)p(0) = nf Ha(@),v.p(1)), pp. te0.T],  (9.35)
q-y<gq-z(T), pourtout yeC; zx(T)eC; q#0. (9.36)

Le pseudo-hamiltonien dans ([35]) est toujours défini par (I2Z). On reconnait 1’équa-
tion d’état et d’état adjoint, ainsi que la propriété de minimisation du pseudo-hamilto-
nien. Enfin (IT30]) est conséquence de la propriété de séparation de la section [LZT]
Définissons une normale extérieure & C' en z € C' comme un élément g € R™ tel que

qg-y<gq-z,  pourtout ye C. (9.37)

Alors (L36) dit que ¢ est une normale extérieure non nulle & C en z(T).
Des théorémes et [L20, on déduit immédiatement le résultat principal de ce
chapitre, qui exprime des conditions nécessaires d’optimalité :

Théoréme 9.21

(i) Toute solution u du probléme de temps minimal (L8)) satisfait le principe du
minimum (L33)-L36), avec T = T(a°), et t — H(z(t),u(t),p(t)) a une valeur
constante p.p. le long de la trajectoire optimale.

(i) Si le systéme est commandable, toute solution u de (L)) satisfait p.p. u(t) € OU.
(iii) Si le systéme est commandable, et U est strictement conveze, alors (L8) a une
solution unique, continue en toul instant t, sauf peut-étre ceux (en nombre fini) ou
BTp(t) est nul.

Exemple 9.22 Etudions le cas ou U est la boule unité euclidienne fermée, qui est
strictement convexe. Le minimum de v — r-v sur U, pour r # 0, est atteint en —r/||r||.
Donc si B'p(t) n’est pas identiquement nulle, la commande en temps minimal vaut

p.p. u(t) = =BTp(t)/| B p(t)|.

Discutons maintenant la suffisance du principe du minimum.
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Théoréme 9.23 On suppose U strictement convexe, le systéme commandable, et la
cible viable. Alors une commande transférant le systéme de 2° a C en en temps
T réalise le transfert en temps minimal si et seulement elle satisfait le principe du

manimum (L33))-(C30).

Démonstration. D’apres le théoreme [[.20) ces conditions sont nécessaires. Réci-
proquement, supposons que la commande u satisfait (L33])-(36). Le théoreme
affirme que (L33)-([35]) caractérise les solutions du probleme convexe (L2ZT]). Soit u*
une autre commande transférant z° & la cible en un temps 7% < T'. Prolongeant u*
sur [T*,T)] grace a la viabilité de C, par une commande encore notée u*. On obtient
le transfert de o en un point z* € C avec la commande u*. Alors (I36]) implique que
u* est aussi solution de (L2I)). Comme ce dernier a, en raison du théoréme [[L21Liii),
une solution unique, v = u* comme il fallait le montrer. |

Remarque 9.24 La démonstration n’exclut pas I'inégalité T'(z°) < T. Si une com-
mande satisfait le principe du minimum, le temps de transfert est donc le premier
instant ou 1’état associé appartient a la cible.

Remarque 9.25 La remarque[[.TTlmontre que, si la cible n’est pas viable, le principe
du minimum n’est pas une condition suffisante d’optimalité.

9.5 Exemples et classes particulieres

Nous allons voir que les résultats précédents permettent de donner une solution
explicite au probleme de commande en temps optimal dans quelques cas particuliers
importants.

9.5.1 Contraintes de bornes sur la commande

Nous reprenons dans cette section le probleme de temps minimal, dans le cas ou
I’ensemble U est la boule unité de IR™ muni de la norme infinie :

U={ueR™, |u|]<1,i=1,...,m}. (9.38)

Cet ensemble est convexe et compact, d’intérieur contenant 0. I n’est en revanche pas
strictement convexe si m > 1. Le principe du minimum implique

_ [ -1 si(BTp(t)): >0,
uit) = { 1 si(BTp(t) <. (9.39)
Si (BT p(t)); = 0, le principe du minimum ne donne pas d’informations sur u;(t).

Puisque p est solution de I’équation linéaire homogene (sans second membre) (L.23))
de dimension n, il est de la forme

T (t)e®t 4 - . (t)e™r?, (9.40)
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ol ai,...,a, sont les opposées des valeurs propres distinctes de A (donc r < n) de
multiplicité p;, et m;(t) est un polyndéme de degré d;, avec d; < p; — 1. Les fonctions
(BT p(t)); sont également de la forme (I40). Elles sont donc, sur [0, T, soit identique-
ment nulles, soit nulles en un nombre fini de points, et dans ce dernier cas le principe
du minimum détermine u; (sauf en ces points).

Lemme 9.26 Soit u une commande amenant 2° & ¢ en un temps minimal T, et p
un état adjoint associé. Soit i € {1,...,m}. Alors, soit (BTp(t)); est identiquement
nul, soit u; change de signe un nombre fini de fois. Dans ce dernier cas, toutes les
commandes transférant Uétat de x° a x% en temps minimal ont méme composante i,
sauf peut-étre aux instants de changement de signe.

Si les valeurs propres de A sont réelles, on peut donner une estimation du nombre
des points de changement de signe :

Lemme 9.27 Toute fonction 1 (t) non nulle, de la forme (LAQ), avec aq, . .., ay réels
distincts et m;(t) polynome réels de degré d;, a au plus dy + -+ +d, + 1 — 1 zéros.

Démonstration. Procédons par récurrence sur r. Si r =1, ¢(t) = mi(t)e*" a les
meémes zéros que 7 ; ce dernier étant un polynome de degré di, au au plus d; =
dy + r — 1 racines sur [0, T]. Supposons maintenant le résultat vrai pour r — 1. Alors
1 (t) a les méme zéros que la fonction

efa1t,¢(t) =m (t) + WQ(t)e(OQ*O‘l)t + -+ ﬂr(t)e(o”'*a")t. (941)

La dérivée d’ordre d; + 1 de cette fonction est de la forme

d(d1+1)1/)(t) B S _ o
—qa = BT g (el T (9.42)
avec Ta(t), . .., Tn(t) polynomes de degré d;. D’apres notre construction par récurren-

ce, elle a au plus do + - -+ + d, + 7 — 2 zéros. Or, entre deux zéros d’une fonction se
trouve au moins un zéro de sa dérivée. Si la fonction ¢ avait plus de dy +- - -+d, +r—1
zéros, sa dérivée d’ordre d; 4+ 1 aurait donc plus de do + - -+ + d, + r — 2 zéros, d’ou
une contradiction. [ ]

Proposition 9.28 Supposons les valeurs propres de A réelles. Soit u une commande
amenant x° & x¢ en un temps minimal T, et p un état adjoint associé. Soit i €
{1,...,m}. Alors, soit (BT p(t)); est identiquement nul, soit u; change de signe au
plus n — 1 fois.

Démonstration. Soient ag, ..., «a, les opposées des valeurs propres distinctes de A
de multiplicité ;. Alors (BT p(t)); est de la forme ([40), avec d; < p; — 1, et a donc
au plus d; + --- +d, + 7 — 1 zéros. Mais

i+ +de+r—1<py+---F+p—1l=n-1. (9.43)
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|
Discutons quelques exemples qui éclairciront les résultats ci-dessus.
Exemple 9.29 Considérons le probleme de transfert en temps minimal de 20 =
(1,1)T & 2% = 0, avec la dynamique
(ﬁl = Uy, :f:g = QUQ, (944)

et les contraintes |u;(t)| < 1, t € [0,T], i = 1,2. Il est clair que le temps minimal de
transfert est T = 1; toute commande optimale u est telle que uq(t) = —1 sur [0,77];
par contre on n’a pas d’'unicité de us(t). Comment cela se traduit-il sur le systéme
d’optimalité ?

L’ensemble accessible au temps T' = 1 est R(T,z°) = [0,2] x [~1, 3]. Les formes
linéaires séparant 0 de R(T,2°) sont de la forme ¢ = (q1,0) avec q; > 0. Les états
adjoints associés sont p(t) = ¢ = (q1,0). Le principe du minimum impose donc u4 (t) =
—1 sur [0, 1], mais n’impose rien sur ug, sinon d’étre a valeurs dans [—1, 1], et tel que
T2 (T) =0.

Exemple 9.30 Soit, pour n > 1, le systeme dynamique
dn
@z(t) =u(t), tel0,T]. (9.45)

Considérons le probleme de transfert en temps minimal vers la position de repos
(2(t) nulle ainsi que ses dérivées jusqu'a l'ordre n — 1) sous la contrainte |u(t)| < 1.
Traduisons ([C43) en

d ) d
&xz(t) =xi4(t), i=1,...,n—1, &xn(t) =u(t), te][0,T]. (9.46)
La dynamique de ’état adjoint est
4 (1) =pi—1(t), i=2 _4 (t)=0, te][0,T] (9.47)
dtp’t = Di—-1 ) 1=4,...,N, dtpl =Y, P . .

En particulier, d"p,,(¢)/dt™ = 0, donc p,(t) est un polyndéme de degré au plus n — 1.

Le systeme est commandable, et U est strictement convexe, donc (théoreme [[20])
BTp(t) = pn(t) n’est pas identiquement nulle et la commande optimale est unique.
La dynamique a pour seule valeur propre 0. La proposition implique que cette
commande optimale change de signe au plus n — 1 fois.

On peut vérifier que la réciproque est vraie : toute commande amenant z° 4 0 (en
un temps T a priori quelconque) et changeant de signe au plus n — 1 fois est optimale.
En effet, soient t1,..., ¢, les instants de changement de signe, avec r < n — 1. Posons
p(t) = £(t —t1) X -+» x (t — ). Alors p est un polynéme de degré r < n — 1, donc
satisfait ’équation de I’état adjoint, avec la condition finale ¢ = p(T") # 0, et (suivant
le signe choisi dans +) la commande satisfait le principe du minimum. L’optimalité
de la commande est alors conséquence du théoreme
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Remarque 9.31 La discussion précédente montre que les commandes construites
dans 1’étude du probléeme d’alunissage (section [[2]) sont optimales. Le cas n = 3,
nettement plus complexe, est traité dans Lee et Markus [42, Chapitre 2].

9.5.2 Cas de l'oscillateur harmonique

Considérons maintenant le probleme de transfert en temps minimal de z° & 2¢ = 0
de l'oscillateur harmonique

B(t) +w?z(t) = u(t), tel0,T], (9.48)

ol w > 0, sous la contrainte |u(t)| < 1. La dynamique avec une commande u(t) = ug
constante est périodique, de la forme

2(t) = wug + rcos(wt + @), t€[0,T). (9.49)

La trajectoire décrit, dans l'espace d’état (z,v = %) un cercle de centre (w™2ug, 0) et
rayon r. Celui-ci, ainsi que la phase ¢, sont déterminées par les conditions initiales.
Le cercle est parcouru dans le sens des aiguilles d’une montre.

e

F1G. 9.2 — Oscillateur harmonique : trajectoires en temps minimal

Explicitons la dynamique quand la commande satisfait le principe du minimum.
L’équation de I'état adjoint p = (p,, p,) est

_pz(t) = _W2pv(t)§ _pv(t) = pz(t)§ te [OvT]a (9'50)
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et donc p, est de la forme
oy (t) =1’ cos(wt + ). (9.51)

Les instants de changement de signe de la commande sont espacés de 7/w, et la
trajectoire de transfert en temps minimal est une sucession de demi-tours (sauf le
dernier qui s’arréte quand la cible est atteinte) autour des points (1,0) et (—1,0),
successivement. Le lieu de changement de signe est marqué en traits pleins sur la
figure [L2; il est formé d’une union de demi-cercles de rayon w™2. On a représenté
en pointillé une trajectoire en temps minimal dans le cas w = 1. On vérifie aisément
que, partant d’une condition initiale (zg, vg) quelconque, il existe une seule commande
satisfaisant le principe du minimum, qui permet d’atteindre la cible. Il s’agit donc de
la commande optimale. Celle-ci vaut © = 1 en dessous du lieu de changement de signe,
et u = —1 au dessus.

9.5.3 Stabilisation d’un pendule inversé

La linéarisation de ’équation d’un probleme de stabilisation du pendule inversé
conduit a I’équation

h(t) = h(t) —u(t), tel0,T). (9.52)
On considere le probleme d’atteinte du point de vitesse et position nulles en un temps
minimal. On notera v = h la vitesse. Le systéme non commandé a pour valeurs

propres 1 et n’est donc pas stable. Il faut déterminer a partir de quels points on
peut atteindre la cible. Pour cela on peut s’appuyer sur les portraits de phase quand
u est constant. Celui-ci est la translation de celui obtenu quand u = 0 (voir la figure
L3).

D’apres la proposition [[L28 une trajectoire optimale atteint la cible avec u(t) = £1
et au plus un changement de signe.

Points pouvant atteindre la cible avec u = +1 constant. Quand w est cons-
tant, h(t) est de la forme

h(t) = ae’ + Be™" + w. (9.53)
Atteindre la cible au temps T signifie que
ael + e T =—u; ael —pBe T =0. (9.54)
Dela a = —%ue‘T et B = —%ueT. On en déduit I'expression du point initial :
h0)=a+0+u = wu—wucoshT;
v(0)=a—-p0 = wusinhT. (9-55)

Pour u = &1 on obtient le lieu tracé en traits pleins sur la figure [L4

La courbe est tangente en 0 a ’axe vertical a la cible, et a pour asymptotes les
droite h +v = +1. En effet, on a cosh? T — sinh® T = 1, et donc coshT — sinh T =
(coshT + sinh T)~! = o(1) pour T grand.
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Fia. 9.3 — Pendule inversé : portrait de phase, u =1

Points ne pouvant atteindre la cible Notons v = h et & := h+wv. Alors § =£&—u.
Donc si |¢] > 1, |£] ne peut diminuer au cours du temps. Ceci interdit d’atteindre la
cible.

Points atteignant la cible avec un changement de signe de la commande
On a déja construit les trajectoires optimales sans changement de signe. Il suffit
d’examiner quand les trajectoires obtenues avec u = 41 rencontrent celles-ci. Or ces
courbes sont obtenues par translation de (u,0) de celles pour u = 0 (cf les portraits de
phase, questions 3). La figure [[.4] donne la représentation des trajectoires optimales.

9.5.4 Cibles épaisses

Soit x? D'état final d’une trajectoire en temps minimal 7. Dans les exemples
précédents, la cible était réduite & un point et la condition de séparation (L36) se
réduisait donc a la séparation de 2 et R(T,2°). Dans le cas dit de la cible épaisse, il

faut prendre en compte le fait que ¢ est une normale extérieure a C en z.

Exemple 9.32 Soit C égal a la boule unité fermée associée a la norme euclidienne.
On sait (lemme [CT2) que ¢ € 90, soit ||z?|| = 1. Toute normale extérieure 4 C en
x4 est de la forme ax?, avec a € IR,. Or ¢ # 0, et seule la direction de ¢ importe
et non son module. On peut donc supposer que ¢ = (7). Le principe du minimum
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F1a. 9.4 — Synthese des trajectoires en temps minimal

(C33)-(L36) équivaut alors a

#(t) = Az(t) + Bu(t), t>0,

{ 2(0) =z, |2(T)| =1, (9.56)
_7 AT

{ p(pT(? - f(Tp)(.t)’ re T (9.57)

H(x(t),u(t),p(t) = inf H(x(t),0,p(t), pp. €[0T (958)

Exemple 9.33 Supposons encore C' égal a la boule unité fermée associée a la norme
euclidienne, ’équation d’état étant 2z = u, avec U = [—1,1]. Notons v = 2, z(T) =
2% = (24,v9), et donc ¢ = (2%,v?). On a —p, =0, —p, = p. et donc

p.=2z% py=vl+ (T —t)2" (9.59)

La commande optimale vaut donc —1 et 1, respectivement, si (z¢,v?) est dans le
premier (resp. troisitme) cadrant, et ne peut changer de signe que si v et z¢ sont
de signe différents. Intégrant en temps rétrograde, & partir du temps T avec x(T')
quelconque de norme 1, on obtient le lieu de changement de signe. McCausland [47,
Section 6.6] donne une étude détaillée de ce probleme.



Chapitre 10

Temps minimal : systemes
non linéaires

Ce chapitre aborde le problemes de transfert en temps minimal en présence d’une
dynamique non linéaire. L’ensemble accessible n’est plus convexe. Une linéarisation
non standard de la dynamique, basée sur des perturbations en aiguilles, permettra
cependant une extension du principe du minimum.

Par ailleurs, dans le cas d’'une dynamique linéaire, la commande optimale est, si
le systéme est commandable, p.p. sur la frontiere des commandes admissibles. Il n’en
est plus de méme quand la dynamique est non linéaire, méme si la commande entre
linéairement dans ’équation d’état, comme le montre I’exemple de la section 2111
Ceci nous amenera a introduire la théorie des arcs singuliers.

10.1 Présentation du probleme

10.1.1 Un exemple

Nous allons discuter le probleme du transfert en temps minimal vers une position
donnée d’un avion dont la trajectoire est horizontale et rectiligne.

Les variables d’état sont la position y, la vitesse v, et la masse m de ’engin. Les
forces en jeu sont liées a la gravité g, supposée constante, la trainée D, et la portance
L (drag et lift). La portance doit équilibrer la gravité, soit L = mg; la trainée est liée
a la portance via l'incidence, et cette relation a pour expression

D—AU2+BL—2 (10.1)
- g20?’ ‘

ou A et B sont deux constantes positives. Eliminant la portance, il vient

2
D = D(v,m) = Av* + BT—Q. (10.2)

205
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La commande u est le débit d’éjection des gaz, et la poussée est cu avec ¢ > 0
constant. L’équation d’état est donc

L n(t) = —u. (10.3)

Nous menerons autant que possible les calculs avec une trainée D = D(v, m) sans uti-
liser expression (Z.2) qui varie d’'un avion a autre. L’état initial est noté (y°,v°, m°)
et la cible est

C=A{(y,v,m); y=y% m>=m} (10.4)

On suppose que y¢ > 3%, m® > m? et que v > 0 (si v° < 0 le probleme n’a pas
de sens).

Cet exemple permet d’illustrer un phénomene typique des systémes non linéaires.
Il n’est pas nécessairement optimal de rechercher des vitesses élevées en raison du
terme de trainée. Il peut donc y avoir une phase du vol ou la commande en temps
minimal se trouvera hors des bornes. Nous allons vérifier qu’il en est ainsi, et montrer
comment calculer la trajectoire optimale, en section

10.1.2 Spécification du probléeme
Nous considérons le systeme dynamique non linéaire
(t) = f(t,z(t),u(t)), t>0; =x(0)=a" (10.5)
avec z(t) € R™, u(t) € R™, et f : RXIR"xIR™ — IR™. On supposera f lipschitzienne

et dérivable, de dérivée lipschitzienne. Ici encore, on définit une solution de (23]
comme une fonction z(t) continue en temps, a valeurs dans IR™, telle que

z(t) =2° + /t f(s,z(s),u(s))ds, pour tout ¢t > 0, (10.6)
0

et on peut vérifier I'existence et 'unicité de la solution. Comme dans le chapitre
précédent, on prendra en compte une contrainte sur la commande du type

uw(t) U, t>0, (10.7)

ou U est un ensemble convexe, compact et tel que 0 € int U. Le probleme de transfert
en temps minimal de 1’état initial 20 & un point de la cible C, supposée convexe fermée
et non vide, s’écrit

Inf T; «(T)eC; (r,u) satisfont (Z0)-(Z71). (10.8)

(z,u,T)
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10.1.3 Existence de solutions

Malheureusement, sous les hypotheses précédentes, il peut ne pas exister de solu-
tion au probleme, comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 10.1 Soit le systeme dynamique
& =sin2ru, ¢ =cos2mu, #=m(z®+79y%) -1, (10.9)

avec état initial (0,0,1). On consideére le probleme du transfert en temps minimal
a la cible z = 0, sous la contrainte u € [0,1] (qui se rameéne au cas 0 € intU par
translation). L’expression de la dérivée de z implique que le temps minimal de transfert
ne peut étre inférieur a 1, et que le transfert en temps 7" = 1 est impossible.

Soit k un entier positif. A la commande u(t) = kt (modulo 1) est associé I’état

1 — cos 2wkt sin 27kt
t = - = ]. .].
r(r) =~ () = T (10.10)
et .
1 — cos 2wkt t sin 2wkt
t)=1 _— 1|ldt=1—-t+— — ——. 10.11
() +/0{ 2%2 TR T s (10-11)

Cette expression permet de vérifier que z(t;) = 0 pour un temps t; tendant vers 1
quand k — oo. L’infimum des temps de transfert est donc 1 et n’est jamais atteint.

Nous allons néanmoins donner un résultat d’existence pour la classe, importante
dans les applications, des probléemes pour lesquels la dynamique est affine par rapport
a la commande. Soient g1, ..., g, des champs de vecteurd. Supposant pour simplifier
lexposé que la dynamique est autonome (indépendante du temps), on se place donc
dans le cas ou f est de la forme

flz,u) = go(z) + Zuzgz(x) (10.12)

Théoréme 10.2 On suppose la dynamique affine en la commande, les champs de
vecteurs étant lipschitziens et bornés. Si le probleme ([2.8)) est réalisable, il a au moins
une solution.

Démonstration. Soient u; une suite minimisante et xy les états associés. Le lemme
[[3permet (extrayant une sous suite si nécessaire) d’affirmer que uy, a une limite faible
4, telle que u(t) € U p.p. D’apres les hypotheses sur g, la suite x, est uniformément
lipschitzienne, au sens ou il existe L > 0 telle que

ok () — 2 ()| < LIt —t|, pour tout ¢, t' € [0,T]. (10.13)

1Un champ de vecteurs est une application de IR"™ dans lui méme.
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Extrayant une sous-suite si nécessaire, on en déduit@ que x converge uniformément
sur [0, T'] vers une fonction Z, lipschitzienne de constante L. De plus, f(zx(t), ur(t)) —
F(Z(t), ug(t)) converge uniformément vers 0. En conséquence, pour tout ¢ € [0, T(x?)],

Z(t) — xo 7hmxk(t)—x0:hm/ fzr(s), ur(s s—hm/ f(z (s))ds

/ ds—i—Z/ uk)i(8)gi(Z(s ds—/f:i U

ott la derniere égalité est conséquence de la convergence faible. De plus z(T'(2°)) =
limy, x (T)) appartient & C' puisque C' est fermé. Donc @ réalise le transfert en temps
minimal. |

10.2 Conditions d’optimalité
10.2.1 Un résultat général
Introduisons le pseudo-hamiltonien H : IR x IR™ x IR™ x IR™ — IR défini par
H(t,x,u,p) ::p'f(tvxvu)' (1014)

Dans le cas autonome on notera f(z,u) la dynamique et H(x, u,p) le pseudo-hamilto-
nien. On dit que la commande u € L (0, T, U) satisfait le Principe du minimum pour
le probléme (ZF)) si elle satisfait les relations suivantes :

{ igé)) z ;:éfa (E(t), u(t))v t>0, (1015)
{ ;(1;5;) z gx(ta (E(t), u(t),p(t)), te [Oa T]v (10.16)

H(t,z(t),u(t),p(t)) = gggH(t,x(t),v,p(t)), u(t) €U, p.p.t€[0,T], (10.17)
qg-y<gq-z(T), pourtout yeC; xz(T)eC; q#0. (10.18)

Théoréme 10.3 Toute solution du probléme [23)) satisfait le principe du minimum.

Démonstration. La démonstration étant technique, nous la reportons en section
2.4l pour discuter sans attendre les conséquences de ce résultat. |

Remarque 10.4 Sila commande u satisfait le principe du minimum pour le proble-
me (X)), application ¢ — H(t,x(t), u(t),p(t)) est essentiellement constante. On le
vérifie facilement en étendant la démonstration de la proposition [L17

2Par exemple en appliquant le théoréme d’Ascoli-Arzela, concernant les familles équicontinues de
fonctions.
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Exemple 10.5 Dans le cas de systemes dynamiques autonomes affines en la com-
mande, donc de dynamique donnée par ([Z.12)), une commande u satisfaisant le principe
du minimum vérifie presque partout en t € [0, 7]

D uit)p(t) - gi(x(t) < Zvip(t) - gi(z(t)), pour tout v e U. (10.19)

i=1

En particulier, on a p.p. u(t) € OU quand p(t) - g;(x(t)) # 0 pour au moins un .

Remarque 10.6 Si la dynamique est linéaire et autonome on retrouve les résultats
du chapitre précédent. Il en résulte que les conditions du théoreme [Z3] ne sont pas
des conditions suffisantes d’optimalité (remarque [[.25)).

10.2.2 Arc singulier

Nous étudions dans cette section des systémes dynamiques autonomes affines en
la commande, dans le cas d’une seule commande :

& = go(x(t) + u(t)g1 ((1)), (10.20)

les champs de vecteurs gg et g1 étant de classe C*°, et en supposant U = [—1,1]. Le
hamiltonien est fonction affine de la commande, de pente p(t)-g1(x(¢)). Une commande
satisfaisant le principe du minimum vérifie donc

o | =1 st op(t)-g1(x(t)) >0,
u(t){ 1S p() - gu(z(t)) < 0. (10.21)

Nous avons vu dans I'exemple B.T.1] que la commande en temps minimal peut se
trouver hors des bornes sur un intervalle de temps |71, 72[. Dans ce cas, I'application
v — H(z(t),v,p(t)) est constante, et donc

p(t) - g1(x(t)) = 0, (10.22)

de sorte que le principe du minimum ne semble donner aucune information sur la
commande optimale. On appelle arc singulier la courbe (x(t), u(t),p(t)) sur |, 72[.

Dans la plupart des applications, on peut obtenir une expression de la commande
en fonction de I'état et de 1’état adjoint en dérivant autant de fois que nécessaire
Papplication t — p(t) - g1(x(t)).

Le calcul sera grandement simplifié par I'utilisation des crochets de Lie. Rappelons
que cette opération associe & une paire de champs de vecteurs (X,Y") différentiables
un nouveau champ de vecteur

(X,Y]:=XY -Y'X. (10.23)

Autrement dit, [X,Y] a pour composantes i, avec 1 < i < n, la quantité

X Y)i(a) = 3 X (@) (@) - Y (@)X (). (10.24)
j=1



210 CHAPITRE 10. TEMPS MINIMAL : SYSTEMES NON LINEAIRES

On notera, pour k£ > 1,
adX.Y :=ad'X.Y := [X,Y]; ad*"T'X.Y :=[X,ad"X.Y]. (10.25)
On notera aussi g;(t) := gi(z(t)), (g0, 91]() := [g0(2(?)), g1 (2(1))]-

Théoréme 10.7 Soit une commande u vérifiant le principe du minimum. Alors, p.p.
te[0,T] ona

%Hi(x(tM(t),p(t)) = —p(t) - [90, ¢1] (1), (10.26)
2
%Hi(x(t)w(t),p(t)) = (1) - (ad’go.g1(t) — ult) ad’g1.go(t)).  (10.27)

De plus, soit un instant t faisant partie d’un arc singulier, tel que
p(t) - ad’gr.go(t) # 0.
Alors la commande est donné en fonction de l’état et de ’état adjoint par la formule

_ p(t) - ad?go.g1(t)

Démonstration. L’équation de I’état adjoint s’écrit ici
—p(t) = (9o(a(1) + u(t)gi (z(1)) "p(t). (10.29)

d d
Notons A! := &H;(y(t), u(t),p(t)) et A% = &Al. Pour simplifier les calculs, on

omettra 'argument x(t) des champs de vecteurs, et le temps en argument. Il vient

o,

Al = 3P o) = B.90) + . 918)

—((90 +ugh) "p.g1) + (p, 91 (g0 + ug1))
= —(p,go91 +ugigr) + (p, 9190 + ugigr)
—\D» 691 - g,190> - _<pa [907gl]>a

(p, g

o,

d’ott ([2.20), et

N = = Sip oo =~ Lo, ]) — (o Lo, n)
= (p, (90 +ug1)lgo, 91]) — (P, 90, 91]' (g0 + ug1))
= (p, 90190, 91] — 90, 91) 90 + u [g1[90, 91] — [90, 91) 91])
= (p,[90; [90, 91]] + w g1, [g0, 91]])-
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Mais {go, g1] = —[91, go], donc [g1, (g0, 91 = —[91, [91, 9]} ot .27). Enfin si ¢

fait partie d’un arc singulier, les deux membres de (Z27)) sont nuls, d’ou (Z28). N
Notons

T:={te[0,T); H,(x(t),u(t),p(t)) = p(t) - gr(x(t)) = 0}. (10.30)

Les formules (226)-(Z27) permettent, dans certains cas, d’assurer que 7 est de car-
dinal fini (ce qui exclut la présence d’arcs singuliers).

Lemme 10.8 Soit tg € T. Si p(to) - [90,91](t0) # 0, alors t est un point isolé de T .
Si cette propriété est satisfaite pour tout t € T, alors T est de cardinal fini.

Démonstration. Comme H) (x(t),u(t),p(t)) a en tp une dérivée non nulle, ¢y est
un zéro isolé de t — H| (x(t),u(t),p(t)). Si cela est vrai pour tout ¢ € 7, puisque T
est fermé, il ne peut avoir de points d’accumulation donc est de cardinal fini. |

Proposition 10.9 Supposons la dimension de l’espace d’état égale a 2 et, pour tout
x € IR?, les champs g1 et [go,g1] linéairement indépendants. Alors une trajectoire
extrémale ne peut avoir d’arc singulier, et une commande en temps minimal change
de signe un nombre fini de fois.

Démonstration. Soit ¢t € 7, donc p(t) - g1(t) = 0. Nécessairement p(t) # 0, sinon
(par intégration de I’équation de 1’état adjoint) p serait nul sur [0,7], or on sait
que 0 # ¢ = p(T). Comme n = 2, I'indépendance linéaire de g1 et [go, g1] implique
p(t) - [90, g1](t) # 0. On conclut avec le lemme 2.8 [

Remarque 10.10 En d’autres termes, si n = 2, un arc singulier est contenu dans le
lieu singulier de 1'espace d’état défini par I’équation (on note 'A’ le produit vectoriel)

G(z) := g1(z) Algo, g1l(z) = 0. (10.31)
Notons que, sur un arc singulier, dérivant la relation précédente, il vient
G'(x(t))(go(x(t)) + u(t)g1(x(t))) = 0. (10.32)

Si G'(x(t))g1(x(t)) # 0, on en tire une expression de la commande en fonction de
létat.

Proposition 10.11 Supposons n = 3 et, notant encore G(x) := g1(x) A [go, g1](x),
Uindépendance linéaire de g1(z) et [go,g1](x) pour tout x. Sit appartient & un arc
singulier, et

G(z(t)) - ad®g1.g0(t) # 0, (10.33)

on peut exprimer la commande a linstant t en fonction de I’état :

G(z(t)) - ad*go.g1(t)

"= GG 0) - g go®)

(10.34)
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Démonstration. L’appartenance de ¢t & un arc singulier implique les relations (Z.22])
et(220), et donc p(t) est colinéaire & G(x(t)). On conclut avec la relation (228) du
théoreme 2.7 [

Remarque 10.12 On trouvera d’autres aspects de la théorie des arcs singuliers dans
Bryson et Ho [20], en particulier des conditions d’optimalité d’ordre élevé et des
conditions dites de jonction, qui concernent les bords de ’arc singulier.

10.3 Applications
10.3.1 Pendule
Considérons le probleme de commande du pendule
0+ gsinf = u, (10.35)

avec g > 0 pesanteur, § € IR angle du pendule, et la contrainte u € U = [—1,1].
Introduisant la vitesse angulaire w, on obtient la forme suivante :

=w; w=u-—gsind, (10.36)
d’ou Iexpression du pseudo-hamiltonien
H(0,w,u,pg,po) = pow + pu(u— gsinb), (10.37)
et de la dynamique de 1’état adjoint
—Pg = —gpwcost, —pu, = py. (10.38)

Sur un arc singulier, p,, = 0, donc py aussi, ce qui est impossible. Il n’existe donc pas
d’arc singulier.
La commande optimale est

o=t % moz

Le long d’une trajectoire en temps minimal, on a donc

. . pUJ
0+gsing = ——,
[pu| (10.40)
Pw + gpo,cos = 0.

Si le temps minimal est assez petit, on obtient des trajectoires en temps minimal en
intégrant 1’équation d’état en temps rétrograde a partir de la cible, avec par exemple
u = 1 sur un intervalle [0, 7], puis avec u = —1. Le tracé correspondant se trouve en

figure 211
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F1c. 10.1 — Commande du pendule : quelques trajectoires en temps minimal

Remarque 10.13 On trouvera dans Lee et Markus [42] Chapitre 7] une étude du
probléeme (assez complexe!) de détermination de la commande optimale en des points
éloignés de la cible.

D’un point de vue pratique, une heuristique consiste a prendre d’abord une com-
mande réduisant le plus possible I’énergie mécanique, soit u = —w/|w| puis, quand on
est assez pres de la cible, prendre la commande optimale (calculée ci-dessus). Enfin
au voisinage immédiat de la cible on préferera un bouclage linéaire, pour éviter les
oscillations rapides entre £1 qu’engendreraient inévitablement les bruits et vibrations
diverses.

On voit sur cet exemple l'intérét pratique de combiner différentes approches.

10.3.2 Avion a trajectoire horizontale

Nous reprenons le probleme décrit dans la section [Z.1]: transfert en temps minimal,
vers une position donnée, d’'un avion dont la trajectoire est horizontale et rectiligne.
Nous allons calculer, sur un arc singulier, ’expression de la commande optimale, en
fonction de 1’état.

La dynamique est linéaire par rapport a la commande, et la théorie de I’arc singu-
lier développée en section s’applique donc. Cependant, plutét que de calculer les
crochets de Lie correspondants, il est beaucoup plus simple d’effectuer des dérivations
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directedd.
On note (py, pv, Pm) les coordonnées de 1'état adjoint. Il vient avec (2.3]), omettant
les arguments quand on le peut :

cu — D(v,m)

H(y7v7m7uap) = Upy +pUT — UPm, (1041)
et donc I’équation de I’état adjoint est
i . D;, ) D —cu—mD],
—Py = 0, —pu= Dy — pvﬁa —Pm = va- (10-42)
Notons que p, est constant, donc p, (t) = @y- On a aussi
H =2 p.. (10.43)
m
Posons o D o
A(v,m) — m m(v7m) — (U7m) —C v(vam). (1044)
c
Lemme 10.14 Sur un arc singulier, la commande est solution de
(A+cAl —mA! Yu=A(A— D))+ DAl (10.45)

Démonstration. Sur l'arc singulier, on a avec ([243), en omettant le temps en
argument :

H, = C T Pm = 0. (10.46)

Dérivant en temps cette relation, il vient

D) D —cu—mD) — puA
0= cu% - c% + e + Dy cu;n2 Mom cmpymfv . (10.47)

m2
Cette relation, qui conformément a la théorie ne dépend pas de u, équivaut a
mpy — puA = 0. (10.48)

Dérivant cette relation par rapport au temps, il vient

D! - D
—upy + A (py - pvﬁ) —po <A; - uA’m> =0, (10.49)

soit
/

(py + o (A;% - A;n)) w=A <py - pv%> +va;%. (10.50)

3L’important est de comprendre le principe des calculs qui suivent, plus que le détail qui est
quelque peu pénible. Dans la pratique on réalise les calculs avec des outils de calcul formel.
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Les relations (240) et ([2-48]) sont linéairement indépendantes (par rapport & p). Le
long d’un arc singulier, p est donc proportionnel a la base du noyau des relations

[2420)-[248) d’expression
Gx)=(A, m, o . (10.51)
Combinant avec (Z50), on obtient ([2:45). |

Remarque 10.15 Pour fournir une approximation numérique de la solution, on peut
procéder comme suit. L’intuition physique suggere une premiere phase a débit maxi-
mum (si la vitesse initiale est faible) ou nul (si elle est élevée), suivie d’un arc singulier
se terminant quand le réservoir est vide. Il suffit donc (dans chacun des deux cas) d’es-
sayer différentes valeurs de 'instant d’entrée dans I’arc singulier. Dans les calculs on
prendra garde aux bornes que doit respecter le débit de gaz dans I’arc singulier.

Remarque 10.16 On trouvera une analyse détaillée d’un probléme similaire, mais
un peu plus simple (on maximise la portée au lieu du temps de transfert) avec le tracé
du lieu des trajectoires, dans Leitmann [43] Section 2.9].

10.4 Démonstration du résultat principal

Cette section est consacrée & la démonstration du théoréeme[2.3] dont la clé réside
dans I'estimation de ’écart entre deux états associés a des commandes voisines, grace a
une linéarisation non standard de I’équation d’état. On introduit la distance d’Ekeland
sur lespace L>°(0,T,U) :

0(u,v) := mes({v(t) # u(t)}). (10.52)

Soient u, uy et ug dans L*>(0,T,U), z, z1 et x2 leurs état associé. Posons w := x9— 1.
On note z la solution de la linéarisation non standard de I’équation d’état :

fu(t,2(8), u(t)2(8) + [ (8 2(t), uz(t)) = f (8 2(t), ua (t)),

o Op.p. t €1[0,T], (10.53)

IS8
—

~
N

Lemme 10.17 Soient (u, u1,uz, x, 1, T2, w, z) comme ci-dessus. Si é(u;,u) — 0, i =
1,2, alors

(1) llwllre=,rmm) = O6(uz,u1)), (1) [lw = zl|r=@rmm) = 0(d(uz,u1)). (10.54)
Démonstration. L’application f est lipschitzienne, donc, p.p. ¢t € [0,7T] :
@) < [f(E z2(t), ua(t)) = f(E, z2(t), us ()]

|
TS 22 (1), ua (1)) = f & 21 (8), ua (D))
O([luz(t) = ur(B)[]) + O([w(®)I])-

IN
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Comme U est compact, on a ||uz —u1l[z1(0,7,0) = O(0(u2,u1)) et 'inégalité de Gron-
wall implique (Z54)(i). Par ailleurs, on peut écrire

w(t) = ft,x(t), uz(t)) = f(t, x(t), ur(t)) + Aa(t) — As(2), (10.55)

ou pour i = 1,2, notant Z; := z; — x :

Ai(t) = f(tvl‘i(t)vuz'(t))—f(t,w(t),uz'(t))Z/O fa(t, x(t) + 02 (t), ui(t))2;(t)do,
et donc

Aa(t) — Ay (t) = /O Faltyo(t) + 622(t), us(t)yw(t)d6+
1

/ [fo (b, 2(t) + 072(t), ua(t)) — falt, x(t) 4+ 0T1(2), ua (£))] dOT1 (2).

0

Soient As(t) et A4(t) les membres de droite de chaque ligne. La convergence uniforme
de x1 et x2 vers x et U'estimation ||w| (o, r,mrn) = O(0(u2,u1)) impliquent :

Az(t) = fo(t2(t), u(t)w(t) + o(d(uz,ur)) + of|[ua(t) — ui(?)[)), (10.56)
Ag(t) = o(0(uz,u1)) + of[[uz(t) — ur (t)]]). (10.57)

Au total, posant y := z — w, il vient
y(t) = fo(t,x(t), u(t))y(t) + o(0(uz, u1)) + of[Juz(t) — ua (t)[)), (10.58)

d’out (Z54)(ii) avec I'inégalité de Gronwall. |

Définition 10.18 Soient u € L>(0,7,U) et x I’état associé. On dit que y € IR™ est
une variation finale associée a u, s’il existe une suite de commandes uy € L*(0,T,U),
et une suite numérique g; | 0 telles que, notant x; 1’état associé a uy, on a (2 (T) —
x(T))/er — y. On note Cr(u) ensemble des variations finales.

Il est clair que Cp(u) est un cone fermé. Construisons un type particulier de va-
riation admissible.

Définition 10.19 (i) La perturbation en aiguille associée & to €]0,T[ et w € U,
indicée par v > 0, est la famille de commandes admissibles v, d’état associé z.,
définie par

vy(t) =w si [t —to] <y, u(t) sinon. (10.59)

(i) Soit z € LY(0,T, IR™). On dit que to €]0,T| est un point de Lebesque de z si

2(tg) = lim x /t0+7 z(t)dt. (10.60)
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On sait que (Z60) est satisfaite presque partout, voir par exemple Rudin [51]
théoreme 7.7]. En particulier, presque tout ¢y €]0,T[ est un point de Lebesgue de

t— f(t, z(t), u(t)).

Lemme 10.20 Soient u € L>®(0,T,U), = l’élat associé, et to €]0,T[ un point de
Lebesgue de f(t,x(t),u(t)). Alors la perturbation en aiguille associée a to €)0,T] et
w € U est telle que la variation finale y = lim(x(T) —x(T'))/(27) existe. On lappelle
variation en aiguille associée a to €]0,T[ et w € U. Si de plus p est solution de
léquation adjointe (2I6) (avec une condition terminale q quelconque), alors

q-y=H(t z(to),w,p(to)) — H(t,xz(to), u(to), p(to))- (10.61)

Démonstration. On applique le lemme 217 avec up = vy et u; = u. Puisque
d(vy,u) <2y,onaxy(T) —x(T) = 2y(T) + o(7y), ol z, est solution de

L) = folt,2(t),ut) 2y (t) + f(Ex(t), vy (1) = F{& (1), ult)),

p.p. t €[0,T] (10.62)
z(0) = 0,
et donc pour ¢ € IR™ quelconque et p solution de 'équation adjointe (2.16]),
T
q-2(T) = p(T)-2/(T) = / [B(t) - 2(t) + p(t) - 2,(8)] dt
0 (10.63)

T
- / p(t) (F( 3(), 0y (8)) — F(t 2(8), u(t))) dt.

Revenant & la définition de vy et utilisant le fait que to €]0, T est point de Lebesgue
de f(t,xz(t),u(t)), on obtient [Z261]) par passage & la limite, d’ou la conclusion. [ |

On note Cr(u) le cone convexe engendré par les combinaisons linéaires positives
de variations finales en aiguille. Autrement dit,

Cr(u) == {Z a;z; I fini, a; >0, z; € Cp(u), i € I} . (10.64)

i€l

Lemme 10.21 Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La commande u satisfait le principe du minimum, ['égalité dans 2IT) étant sa-
tisfaite pour tout point de Lebesque de t — f(t,x(t), u(t)),

(ii) 1l existe g # 0, normale extérieure ¢ C' en x(T), telle que q -y > 0, pour toute
variation finale en aiguille vy,

(iif) 0 ¢ int (a:(T) +Cr(u) — c).

Démonstration. Le principe du minimum fournit une normale extérieure g # 0 a
C en z(T); si y est une variation finale en aiguille, alors ¢ -y > 0 d’apres le lemme
220 combiné & (217, donc (i) implique (ii). Si (ii) est satisfait, soit p solution de
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I8) (cette équation différentielle linéaire rétrograde a une solution unique). Alors
le lemme 2220 implique le principe du minimum, ’égalité dans (217 étant satisfaite
pour tout point de Lebesgue de t — f(t,x(t),u(t)); donc (ii) implique (i).
L’équivalence de (ii) et (iii) résulte du lemme [[.T3 en notant que (ii) équivaut a
la séparation de {0} et de I’ensemble convexe (a:(T) +Cr(u) — C’). |

Dans la suite on va prouver la nécessité du principe du minimum en montrant
que, si u réalise le transfert en temps minimal, la condition (iii) du lemme [Z21] est
satisfaite. Les démonstrations par I'asurde s’appuieront sur la condition opposée

0 € int (x(T) + Cr(u) — c) , (10.65)
et sur I'étude de I’ensemble Cr(u).

Lemme 10.22 Soit u € L°(0,T,U). Alors Cp(u) C Cp(u).

Démonstration. Soient y = Ele a;yi, avec a; > 0 pour tout ¢, et y; variation
finale associée & la perturbation en aiguille associée a t; €]0,T[ et w; € U. Supposons
d’abord les instants ¢; distincts. On construit alors la perturbation de la commande
de la maniere suivante

vy(t) =w; st |t —ti] <aiy, i=1,...,k; u(t) sinon. (10.66)

On conclut facilement avec le lemme 217 par des calculs similaires & ceux de la
démonstration du lemme

Donnons maintenant 1'idée de la preuve du cas général en traitant le cas de deux
points égaux t; = t3, avec kK = 2. On pose dans ce cas

w1 site [tl — 2@1’7,!‘4],
vy (t) = ¢ we si t €ty ti + 2a27], (10.67)
u(t) sinon.

On conclut une fois de plus avec le lemme 217, par des calculs similaires & ceux de
la démonstration du lemme [2.20] [ |

On parlera encore de perturbation en aiguille associée a la variation en aiguille
Yy € éT(u) Ces variation finales en aiguille notées encore v., dont la démonstration
donne le principe de construction, sont telles que (v, u) = O(y), et leur état associé
x., vérifie 2, (T) = z(T) + 2vy + o(7).

Démontrons d’abord le théoreme dans le cas ou C est d’intérieur non vide.

Lemme 10.23 Soit u solution du probléme (Z8). Si C' est d’intérieur non vide, alors

0 & int (x(T) + Cr(u) — C’), ce qui assure la conclusion du théoréme [2.3 en raison

du lemme[2.2]]
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Démonstration. a) Posons E := 2(T)+Cp(u)—int C, et montrons que 0 € E. Si 0 €
E, il existe yo € Cr(u) N (int C —z(T)). La perturbation en aiguille v, correspondante
est telle que son état associée x, vérifie z,(T') = x(T)+2vyo+o(7y), donc z,(T') € int C
si v > 0 est assez petit. Pour un tel v > 0, quand ¢t < T est proche de T, on a encore
z,(t) € int C, ce qui contredit 'optimalité de w.

b) Il est clair que E est ouvert, donc (puisqu’il est convexe) E = int E, et que 0 € E\ E.
Du lemme on déduit Iexistence d’une forme linéaire ¢ # 0 séparant 0 de £, donc
de E. Autrement dit, ¢ - (w — 2(T)) < ¢ -y, pour tout w € int C et y € éT(u) Cette
inégalité reste vraie quand w € C'; donc ¢ sépare 0 et (x(T) + Cr(u) — C). Du lemme
13l découle 0 & int(x(T) 4 Cr(u) — C), d’ont la conclusion. [ ]

Etudions maintenant le cas ou la cible est réduite & un point. Etant donné £ C IR",
on note conv E l'ensemble des combinaisons linéaires convexes (& coefficients positifs
de somme un) d’éléments de E; c’est le plus petit ensemble convexe contenant E.

Lemme 10.24 Soit u solution du probléme ([2.8)). Si C est réduit a un point, alors
0 € intCr(u), ce qui assure la conclusion du théoréme[Z3 en raison du lemme 221

Démonstration. Notons ag, a1, ..., diverses constantes positives. On peut suppo-
ser que C' = {0}. Si la conclusion n’est pas satisfaite, de ([265) on déduit qu’il existe
r variations finales en aiguille y! & 3" telles que

2¢eB C conv {y',...,y"}. (10.68)

Pour v > 0, et h € IR',, on note u.,p la perturbation en aiguille associée a la variation
finale yp, := Zzzl hiy;, bien définie pour v < ag et ||| < a1, et z, , 1'état associé.
Notons aussi S1 := {h € R}; [|h| < a1}. On va montrer que, pour y assez petit, si
7 < T est proche de T, alors

0€ {zyn(r):h e S} (10.69)

Bien entendu ([2269) contredit 'optimalité de u d’ou la conclusion.

Montrons donc que (Z.69) est satisfait. Pour ¢ = 1,..., 7, notons y;(7) la variation
au temps 7 associée a la perturbation en aiguille associée a y; (donc y; = y;(T)).
Comme y;(7) est fonction continue de 7, (268)) implique que pour 7 proche de T on
a

eB C conv{y'(7),....y"(1)}. (10.70)

Etant donné v > 0, essayons de résoudre en h € Sy 1'équation =, 5(7) = 0 par
I’“algorithme” de linéarisation suivant :

T

ho = 0; Z(hf“ — W)y (1) = —2y (1), k=1,.... (10.71)

i=1
D’apres (270), cette équation a une solution telle que, pour tout k > 1,

IFME = M| < @zl o (7). (10.72)
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Notons u* et z* les commandes et états associés formés par 1’algorithme. Pour que
celui-ci soit bien défini pour tout k il faut, pour tout k, vérifier que ||h*|| < ay; c'est
le cas pour k = 0. Le lemme 217 montre que, étant donné £; > 0, pour v > 0 assez
petit et réduisant a; si nécessaire, on a pour tout h et h' dans S :

T

Ty, (T) — Ty (T) — Z(hg — hi)yi(7)

i=1

Donc tant que h¥ € Sy, pour k > 1, on a avec [Z72) et [Z713)

<e||n = hll. (10.73)

IR = 1| < gl pr(T)]] < exaz]|h = BFH], (10.74)

et donc prenant 1 = %ag, tant que A*T1 € Sy, pour k > 1

k
[ < S0 = B < 2t~ KO < 2ag]la(7)]|- (10.75)
=0

Si on prend 7 < T tel que 2az||z(7)|| < a1, on obtient par récurrence que |h*|| < a1,
donc la suite est bien définie ; de plus [|2¥ —h*~1|| — 0, donc avec @T4) ||z, »+(7)| —
0. Posant A := limy, h*, on obtient Z.pee = 0 comme il fallait le montrer. |

Traitons enfin le cas général, en commengant par un lemme préliminaire.

Lemme 10.25 Si C est d’intérieur vide, moyennant si nécessaire un changement
d’origine et de la base de IR™ on peut supposer qu’il est de la forme

C={zeR" 2;=0,i=1,....q; (Tgs1,-..,2n) € C}, (10.76)
avec C partie conveze de IR d’intérieur non vide.

Démonstration. Le résultat est vrai si C est d’intérieur non vide. Sinon, comme
C est convexe, ceci implique qu’il est contenu dans un hyperplan que par changement

d’origine et de base on peut supposer de la forme z; = 0. Posons C; := {2’ €
R, (0,2") € C}. Procédant de méme pour Cf, on arrive par récurrence au résultat
cherché. |

Démonstration du théoréme [2.3] Soit u solution du probleme (Z8). En raison du
lemme 2271 il suffit de montrer que 0 ¢ int (x(T) + Cr(u) — C’). Procédons par I’ab-
surde : supposons donc (2.60) satisfait. D’aprés le lemme 225 on peut supposer que
z(T) = 0 et que C est de la forme (Z76). Notons 7 le vecteur formé des composantes
g+ 14andey e IR". Nous allons montrer qu’il existe une variation y € Cr(u) telle
que ~

yi=0,i=14a¢q; §€intC. (10.77)
En effet, posons K := Cp(u) — {0} ge x int C. Alors (Z77) équivaut & 0 € K ; comme
K est un cone convexe, si 0 € K, alors 0 € 0K. D’apres le lemme [[LT3] il existe donc
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une forme linéaire (non nulle) séparant 0 de K, donc Cr(u) de {0} ga x int C, et donc
Cr(u) de C, ce qui contredit (Z:65). La contradiction ainsi obtenue montre que (2.77)
est satisfait.

Soit v, la perturbation en aiguille associée a y et x, 1'état correspondant. Alors
(x“/)’b(T) = 0(7% i = ]-a S5 g, et ({f’.“/)l(T) = 2’7:’/ + 0(7)

Il existe donc o > 0 tel que, pour tout € > 0, si v > 0 est assez petit, on a
|z, (T)] < %E’}/, i <gq,et3,(T)+2avB(0,1) C C. Pour 7 < T assez proche de T', on
aura donc 3

|zyi(T)| <ey, 1 <q; Z4(7)+ayBn_q(0,1) C C. (10.78)

On procede alors comme dans le cas C' = {0} pour effectuer une correction assurant
z;(1) = 0,7 =1 a ¢q. Comme cette correction modifie I’état & I'instant 7 d’une quantité
O(e7), ceci assure (pour € > 0 assez petit) Z(7) € C et donc z(7) € C ce qui donne
la contradiction recherchée a ([260)). |

10.5 Notes

On trouvera d’autres approches du principe du maximum dans 1’école russe :
Alexéev, V. Tikhomirov et Fomine [3], Ioffe and Tihomirov [37]. Pour les extensions
au cadre non différentiable on consultera Clarke [21], Frankowska [30].
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Chapitre 11

Commande optimale :
I’approche HJB

11.1 Cadre

Dans ce chapitre nous étudions une classe de problemes de commande optimale
généralisant les problemes de transfert en temps minimal. Cette classe est paramétrée
par z, la condition initiale sur ’état. Nous montrerons que la valeur du probléeme est
solution, en un sens généralisé, d’une équation aux dérivées partielles en la variable z,
dite équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). La commande optimale s’obtient
alors en minimisant un hamiltonien faisant intervenir le gradient de la fonction valeur.

La classe de problemes de commande optimale est la suivante :

T
Min V(a, u, T) = /0 o8, u(t))e M dt;

Yru(t) = f(Yeut),u(t)), tel0,+o0f, Yuu(0)=u1;
Yeu(T) € C; w(t) €U, pp. te]0,+o0]

Ici la cible C' est une partie fermée (qui peut étre vide ou non convexe) de R™, u est
la commande, et doit appartenir a presque chaque instant & ’ensemble U, compact
(convexe ou non) de IR™; T est appelé temps de transfert de 1’état initial = & la
cible avec la commande w ; il vaut par définition +oc si celle-ci n’est jamais atteinte ;
Yo,u €st Uétat, A > 0 est un coefficient d’actualisation, f : IR" x IR™ — IR"™ est la
dynamique, et £ : IR™ x IR™ — IR est le codt distribué. Nous faisons les hypotheses
suivantes sur f et £ :

{ f  est lipschitzienne, (11.1)

£ est lipschitzienne et bornée.

223



224 CHAPITRE 11. COMMANDE OPTIMALE : L’APPROCHE HJB

On notera Ly et L, les constantes de Lipschitz. Ces hypotheses assurent que
léquation d’état admet, pour une commande u € L*°(0,T,U) donnée, une solution
unique, et que le critére V(z,u,T) est bien défini si T est fini ou si A > 0.

On dit que (u,T) est admissible si u(t) € U p.p. t, fOT O(You(t), u(t))e= dt est
bien définie, et si de plus T est fini, alors y, ,(T') € C. On appelle valeur du probleme
(P,) la quantité

V(z) ;= inf{V(x,u,T); (u,T) admissibles}. (11.2)

Si une commande (u, T') admissible atteint U'infimum, on Pappelle commande optimale
et on dit qu’elle est solution du probleme (Py).

Remarque 11.1 La fonction valeur est, si A > 0, une fonction bornée, car de
oo
V(z, u)l S/ (Y, u(t), u(®) e dt < A€ oo, (11.3)
0
on déduit que

V(@) < A7 loo- (11.4)

De plus V est positive si ¢ l'est. Dans ce dernier cas, V(z) = 0 si € C. Si de plus
{(x,u) est strictement positif pour tout (x,u) € R™ x U, et si (u,T') est solution de
(Py), alors T est le premier instant ou I’état atteint la cible.

Remarque 11.2 Nous retrouvons le cas particulier des problemes de transfert en
temps minimal dans le cas ou £ vaut identiquement 1. En effet, le critére & minimiser
vaut alors

T -1 —A\T .
_ A AT(d =) siA>0,
V(z,u,T) = /0 e Mdt = { T S \—o0. (11.5)

Minimiser ce critére équivaut bien & minimiser le temps de transfert. En particulier,
si A =0, V(x) est égal au temps minimal de transfert T'(z).

Un coefficient d’actualisation strictement positif permet de donner une valeur finie
(égale & A\~! dans le cas de problémes de transfert en temps minimal) au critere si la
cible n’est pas atteinte, ce qui facilite ’analyse mathématique ainsi que la discussion
des procédés d’approximation numérique. Pour cette raison, nous supposerons dans
la suite X > 0.

11.2 Valeur fonction de 1’état

11.2.1 Principe de programmation dynamique

Notons ’ensemble des commandes par

U:={u:[0,00[— R™ mesurable; wu(t) €U, p.p. t}, (11.6)
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ou encore (puisque U est borné) Y = L>(0,00,U). Notons que, si x € R" \ C, le
fait que f soit lipschitzienne et que U soit compact assure que le temps minimal de
transfert & C' vérifie T'(x) > 0.

Le théoreme ci-dessous énonce le principe de programmation dynamique sous une
forme un peu restrictive, mais qui suffit pour I'instant. Une forme plus complete est
donnée dans le théoreme ]

Théoréme 11.3 (Principe de Programmation Dynamique I) Si z € R" \ C
et T €]0,T(x)], alors la valeur V(z) du probléme (P,) satisfait :

V(z) = inf {/OT ﬁ(ymyu(t),u(t))e*)‘tdt + e)‘TV(yx,u(T))} . (11.7)

ueU

Démonstration. Notons v*(z) le membre de droite de I’égalité ci-dessus. Rappe-
lons que V(z,u,T) est le coiit associé & 1’état initial 2 et & une commande admissible
(u,T). Alors 7 < T'(z) < T, donc

T T
V@wT) = /0€<yx7u<t>7u<t>>e‘“dt+ [ttt ute)eat,

/ U(Ygu(t), u(t))e*)‘tdt +e /T_T Yy u(t +7),u(t + T))e*)‘tdt,
0 0

= /0 (Yg,u(t), u(t))e*)‘tdt + e*)‘TV(yI,u(T), u(-+71),T —71),

> [ O 00 N+ V()

Minimisant chaque membre par rapport a w, il vient V(z) > v*(x). Pour montrer
I'inégalité inverse, fixons € > 0 et soit @, une solution e-optimale du probleme de
minimisation dans (1) et §. 1'état associé. On a donc

v () = /OT (G (t), e (t))e Mt 4+ V(§e(1))e ™ —e.

Soit (i, T) admissible et e-optimal pour le probleme (Pj_(;)) et . I'état associé.
Alors

V(gje(r))e_)” +€

v

/T 0(Ge(t), G (t))e N At (11.8)
0
T+T

= / ((§e(t — 7), G (t — 7))e Mdt. (11.9)
Définissons la commande u. par

ue(t) :{ ZE?— 7 i’ EE]LOOTO]] (11.10)
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et soit y. Iétat associé. Alors
T+T
v*(z) > / Oy (t), ue(t))e Mdt — 2e = V(z,ue, 7+ T) — 26 > V(2) — 2.
0

Puisque € peut étre pris arbitrairement petit, ceci entraine v*(z) > V(z), d’ou le
théoreme. |

Remarque 11.4 Le choix du poids exponentiel se traduit par une invariance de la
valeur par rapport a U'instant initial : c’est la clé de la démonstration ci-dessus.

Remarque 11.5 Le principe de programmation dynamique peut se formuler ainsi :
sur un horizon inférieur au temps minimal de transfert, la valeur optimale est égale a
I'infimum de la somme du cott de transition entre les états aux instants 0 et 7 et de
la valeur actualisée en 1’état a l'instant 7.

Exemple 11.6 Pour un probléme de temps minimal de transfert, £(z,u) = 1, et le
principe de programmation dynamique s’écrit donc :

V 7€)0,T(x)], V(z)=A"11—-e)+e 525 V (Y (7)) (11.11)

11.2.2 Equation de Hamilton-Jacobi-Bellman

En vue de la discrétisation du principe de programmation dynamique, étudions le
cas ou 7 | 0 dans (). Le lemme technique suivant sera utile & plusieurs reprises.

Lemme 11.7 Soient x € R™\ C et 7 €]0,T(z)[. Alors

TAV (2) = inf {/OT Uz, u(t)dt + V (Yu,u(r)) — V(a:)} + o(7). (11.12)

ucU

Démonstration. Le principe de programmation dynamique peut s’écrire

MV (z) = in i u M=) T . .
V() f{ [ e, a0V >>} (11.13)

ueU

Puisque f est lipschitzienne, on a yg(t) = = + O(7), uniformément par rapport
t € [0,7] et & la commande. Plus précisément, il existe ¢ > 0, tel que, si 7 > 0 est
assez petit, pour tout ¢ € [0, 7], on a

|Yzu(t) — z|| < cr,  pour tout u € U. (11.14)

En conséquence,

/T g(yz,u(t),u(t))e)‘(T*t)dt = /T L(z,u(t))dt + o(7), (11.15)
0 0
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l1a encore uniformément par rapport & la commande. De plus,
AV (x) = (14+ A1)V () + ofT). (11.16)
Combinant avec (B13) et (313), on obtient
TAV (z) = Hellf:{ {/ Uz, u(t)dt + V(yzu(r)) — V(z) + 0(7)} + o(7). (11.17)
u 0

avec le premier o(7) uniforme par rapport a la commande, et on conclut avec le lemme
L. 106l |

Introduisons le hamiltonien H :

H(z,p) = min{é(z,u)+p- f(z,v)}. (11.18)

Remarque 11.8 Dans le cas de problémes en temps optimal, on a introduit en (Z.14])
le pseudo hamiltonien H (z,u,p) := p - f(z,u) (dans le cas de données autonomes).
Dans ce cas £(z,u) = 1, donc H(z,p) = 1 4+ min,ecy H(x,u,p).

Lemme 11.9 SiV est différentiable en x € R™\ C, alors
AV (z) = H(z, DV (z)).

Démonstration. Puisque [ est lipschitzienne, utilisant (314, il vient

You(r) = 3+ /0 Foa(t), u(t))dt = 2 + /0 F@u®)dt+o(r),  (11.19)

avec o(7)/7 — 0 quand 7 | 0, uniformément par rapport a la commande. Comme V'
est différentiable en z, on a

V(You(r)) = V() + /OT DV (x) - f(z,u(t))dt + o(7), (11.20)

avec encore un o(7) uniforme. Combinant avec les lemmes et B.7 il vient
TAV (x) = II€1£ {/ [(z,u(t)) + DV (z)f(x,u(t))] dt} + o(T). (11.21)
u 0

L’infimum ci-dessus est atteint en minimisant séparément pour chaque ¢; en consé-

quence,
TAV (2) = 7H(x, DV (2)) + o(7), (11.22)

d’ol la conclusion en divisant par 7 | 0. |

On appellera équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB), pour la famille de pro-
bleémes de commande optimale (P, ), I’équation aux dérivées partielles non linéaire du
premier ordre sur IR" \ C avec conditions aux limites sur C :

{ (i) Mw(z) = H(z,Dv(z)), xze€R"\C,
(i) v(z) = 0, zeC,

dans laquelle I'inconnue est la fonction v : IR™ — IR.

(11.23)
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Remarque 11.10 L’étude de cette équation aux dérivées partielles présente plu-
sieurs difficultés :
(i) V(z) n’est en général pas différentiable sur IR™ \ C. Il faut donc donner un
sens & [B23)(i) aux points ou V() n’est pas différentiable.
(ii) V(z) n’est pas nécessairement continue sur C' (voir 'exemple B.1T]). La encore
il faut donner un sens a la condition aux limites.
(iii) I1 peut y avoir plusieurs solutions continues sur IR", et différentiable sur

R™\ C, de (323)) (exemple [312)).

Exemple 11.11 Soit le probleme de transfert a 0, en dimension 1, avec la dynamique
T =u, 0 <wu < 1. Considérons la formulation actualisée avec \ = 1.
On sait que V() =1 — e 7@, Or T(x) vaut —x si x < 0, et 400 sinon ; donc

1—-e* siz <0,
Viz) = { 1 sinon. (11.24)

La valeur est donc discontinue en 0.

Exemple 11.12 Soit le probleme de transfert a 0, en dimension 1, avec la dynamique
z =u, —1 < u < 1. Considérons la formulation actualisée avec A = 1. Alors T'(z) =
|z|, et donc V(z) = 1 — e~ 1?l. La valeur est continue, et différentiable en tout point
différent de la cible 0. Le hamiltonien a pour expression

H(z,p) = uerfiirfu {1+up} =1-pl, (11.25)

et I’équation HJB s’écrit donc

{v(x) - 1.— [Du(z)], x #0, (11.26)

La valeur est bien solution de cette équation. Mais les fonctions wq(z) = 1 — e et
wo(x) = 1 — e~ sont d’autres solutions continues et différentiables en tout point
différent de 0 (elles sont méme différentiables en 0). Notons cependant que ces solu-
tions “parasites” sont non bornées alors que V(z) lest.

11.2.3 Continuité uniforme de la valeur

Une fonction est d’autant plus facile a approcher numériquement qu’elle est régu-
liere. Montrons que, si la cible est vide (On note alors V(x,u) le critere) la fonction
V' est holderienne.

Lemme 11.13 Si C =0, la fonction valeur V (x) est holderienne et bornée.
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Démonstration. Nous savons par (B3)-B4) que V est bornée; montrons qu’elle
est uniformément continue. Puisque f est lipschitzien, la quantité

Ao i= sup L) = Fww)) (&7 = 2) (11.27)
e o~ 2l

est finie. Montrons que deux trajectoires associées & la méme commande u satisfont
la relation

(Yo () = yo,u(t)] < |2" =zl (11.28)
En effet, posant z(t) := yu/(t) — yu,(¢), il vient
d .
s POF = 2() - 2(t) < dol2(1)]7,

et donc |z(t)]? < e?Mt|a’ — |2, d’on B2]). Par ailleurs, (LZ7) implique

ueU

V) =Vl < sup{ [ 1 0.0(0) - a0t}

Soit T' > 0. Notons

Bu o= sup [ (0 ut) = a0 ult)) et
ueU Jo

Ay = sup/ |£(yx/(t),u(t))—Z(yx,u(t),u(t))|e*)‘tdt.
ueld JT

Alors |V (2') — V(z)| < A1 + Ag. Supposant sans perte de généralité Ao > A (il suffit
que A\g majore le membre de droite de (33))), nous obtenons avec (328

(Ro-NT _ 1
Ay

IA

T e
Lg/ |z’ — zlePo~ Vit = L, |z’ — x|,
0

Ao — A

e 2
A, 2/ e dt = 26T ||g]]e.
. X

IN

Soit 2’ tel que |2’ —z| < 1. Choisissons T > 0 tel que e~ 1 = |x’—x|% (c’est possible!).
Alors les quantités A; et Ay se majorent ainsi :
L 2 L Py
A < /\O_Z)\|{EI—$|(|£L'I—£C|>\>‘0 1—1>§/\0_Z)\|{El—$|>\>\07
2 , Y
Az < o]’ = [P0,
A
et donc I )
V(') - V(x)| < R T N
V) -V < (o + 3l ) o el

d’ou la conclusion. [
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11.3 Commande optimale

Sous les hypotheses faites au début du chapitre, il n’existe pas en général de
commande optimale (comme le montre ’exemple2.T]). Nous allons cependant, sous des
hypotheses fortes, établir dans cette section comment obtenir la commande optimale
a partir de la connaissance de la fonction valeur V.

Théoréme 11.14 Supposons la fonction valeur contindment différentiable sur IR™ \
C, et continue en tout point de C. Soit x € IR™\ C. Alors la commande u est optimale
si et seulement si, p.p. s € [0,T], oo T est le premier instant (éventuellement infini)
pour lequel la cible est atteinte avec la commande u, cette commande minimise le
hamiltonien au sens suivant :

H(Yz,u(8), DV (Yz,u(8)) = €(Yz,ul(s),u(s)) + f(Yz,ul(s),u(s)) - DV(yru(s)). (11.29)

Démonstration. Soient (u,T") une commande admissible, et s €]0, T[; ys..(s) n’ap-
partient pas a C, donc V est dérivable en y, ,(s). Le lemme B9l et la définition du
hamiltonien impliquent

AV(yI,u(S)) - f(yw,u(s)a u(s)) ’ DV(yx,u(s)) < g(yz,u(s)v U(S)), (1130)

avec égalité ssi ([320) est satisfait pour presque tout s € [0, 7.
Soit 7 €]0, T[. La régularité de V' permet d’écrire, compte-tenu de (330) :

T d

V(@) — e V(o u(r) = / [ MV (g u(8))] dt

dt

= /0 NV W () = (Y u(t), ut)) - DV (yp o (t))] e dt
' — At

S/O Yz u(t), u(t))e™ ' dt,

(11.31)

avec égalité ssi (3.20) est satisfait pour presque tout ¢ € [0, 7].
Faisons maintenant tendre 7 vers T'. Si T est fini, de V (y4(T')) = 0 on déduit que
u est optimal ssi ([B:29) est satisfait. Si T = +o0, on a e *V (y, (7)) — 0 puisque
V' est bornée, d’oti la méme conclusion. |

Remarque 11.15 Le résultat précédent a plusieurs extensions utiles, par exemple
au cas ou la fonction valeur V' est seulement dérivable en tout y, .(s), s €]0, T'[, sauf
peut-étre en un nombre fini d’entre eux.

Le théoreme précédent donne le moyen de vérifier si une commande fonction du
temps est optimale. Voyons maintenant le résultat principal de la section, qui montre
comment construire la commande optimale en fonction de l’état (forme feedback) :
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Théoréme 11.16 Supposons (i) la fonction valeur continiment différentiable sur
R™\ C, de dérivée localement lipschitzienne, et continue en tout point de C, (ii) le
minimum dans la définition du hamiltonien BI]) atteint en un point unique Y (x,p),
quand p = DV (z), la fonction T étant localement lipschitzienne.

Alors la commande ci-dessous, sous forme feedback, est optimale :

u(z) = Y(x, DV (z)). (11.32)
Démonstration. L’équation différentielle

yx,u(t) = f(yx,u (t)v T(yx,u (t)v DV(y:c,u(t)))) (11'33)

a un second membre borné et localement lipschitzien, donc a une solution unique;
I'optimalité de la commande découle du théoreme [3.141 [ |

Exemple 11.17 reprenons le probléeme de 'exemple OnaV(z)=1—e"l7l et
Vi(z) = —e*siz <0, V'(z) = e ® si & > 0. La commande réalisant le maximum
dans la définition du hamiltonien est donc u(z) = 1si z < 0, u(z) = —1si > 0.
Chacun des deux théoremes précédents peut étre appliqué a ce probleme.

Remarque 11.18 La vérification de I'hypothese (ii) du théoréeme se ramene a
une analyse de stabilité de la solution d’un probleme d’optimisation en dimension
finie, voir [I6] Section 4.4.1]. Cette hypothese se vérifie par exemple dans le cas (assez
restrictif) olt U est convexe fermé, f est affine par rapport a la commande, et £ est
uniformément fortement convexe par rapport & la commande, pour tout .

Remarque 11.19 La fonction valeur n’est en général pas contintiiment différentiable,
méme sous les hypotheses fortes de la remarque B.I8 Les théoremes B.14] et 316 ne
peuvent donc étre appliqués que dans un nombre limité de cas.

On retiendra néanmoins la régle heuristique suivante. Soit © € IR™\ C. Alors un “can-
didat sérieux”, pour étre commande optimale en x, est ’argument de la minimisation
dans la définition du hamiltonien, évaluant celui-ci en (z, DV (z)).

11.4 Solution de viscosité

Cette section présente une notion permettant de donner un sens & I’équation (3.23)),
dite HJB :

(11.34)

{ (i) M(z) = H(z,Dv(z)), € R"\C,
(ii) v(x) 0, zeC,

avec C partie fermée de IR™, méme quand la solution n’est pas différentiable. On
pourra passer les preuves en premiere lecture. Nous limiterons ’étude aux solutions
continues sur JR™. Le probléme principal est de donner un sens & ([B.34))(i), de maniére
a ce que la valeur soit 1'unique solution de ([B34).
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11.4.1 Notion de solutions de viscosité

Notons dans la suite
Q:=R"\C. (11.35)
On peut définir une notion de solution généralisée de ([B.34]) grace a observation

suivante.

Lemme 11.20 Soit ® une fonction différentiable en x € Q, telle que V. — ® a un
mazimum (resp. minimum) local en x. Alors

AV (x) = H(z, D®(x)) <0 (resp.>0). (11.36)

Démonstration. Il suffit de donner la démonstration dans le cas ou V — ® a un
maximum local en z. Alors, pour tout z’ dans un voisinage N de z, on a

V(z') —V(z) < ®(2') — ®(x). (11.37)

Pour 7 > 0 assez petit, puisque f est bornée, y, (1) € N, quelle que soit la commande
appliquée. Combinant ([3.37) et le lemme 31 il vient

AV (2) < inf { /0 " s u(t)dt + D (g (7)) — «1»(3:)} +o(r). (11.38)

ueU

On procede alors comme dans la démonstration du lemme 3.9 en adaptant (3.20)),
BZ0) et B22) (changements d’égalités en inégalités, remplacement de V' par ® dans
les membres de droite). [

Formalisons ce qui précede en introduisant un vocabulaire adapté.
Définition 11.21 Une fonction v : IR™ — IR est dite sous (resp. sur) solution au

sens de viscosité de ([B.34))(i) si, pour tout g € 2, et ® : IR" — IR de classe C*, telle
que xg est point de maximum (resp. minimum) local de v — ®, alors

Av(zog) — H(xo, DP(z0)) <0 (resp.>0). (11.39)

On dit que v est solution au sens de viscosité de B34 (i) si elle est a la fois sur et
sous solution au sens de viscosité.

Théoreme 11.22 La fonction valeur V' est solution au sens de viscosité de (3.34)(i).

Le théoreme est conséquence immédiate du lemme [3.200 Ce dernier est apparem-
ment plus fort, car il suppose seulement la fonction ® dérivable en z. Nous allons voir
que les deux énoncés sont équivalents, en introduisant un concept important.
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Définition 11.23 Soit v une fonction IR™ — IR. On dit que p € IR™ est une sous
(resp. sur) dérivée (ou sous, sur gradient) de v en x, si

v(z’) —v() —p- (2’ —2) > o(||lz’ —z|) (resp. < o[z’ — z])). (11.40)

On notera D~ v(z) (resp. DT v(x)) ensemble des sous gradients (resp. sur gradients)
de v en x.

Exemple 11.24 La fonction valeur absolue v : IR — IR, v(x) := |z|, est telle que
D=v(0) = [~1,1] et D*v(0) = 0.

Remarque 11.25 (i) Si v est dérivable en un point z, alors
D™ v(z) = DY w(x) = {Dv(x)}. (11.41)

(ii) Si en un point z on a D~ v(z) # 0 et DT wv(x) # 0, alors v est dérivable en z et

(B0 est satisfait.

Soit p un sur gradient de v en x. Posons
®(2') = max(v(z'), v(z) + p - (z' — 2)).

Alors v — ® atteint un maximum local en x et, par définition du sur gradient, la
fonction ® a pour dérivée p en x. Réciproquement, si une fonction ® dérivable en =
est telle que v — ® atteint un maximum local en z, il est clair que D®(x) est un sur
gradient de v en x. Nous avons montré que

Dty(x) = {p; 3@ : R" — R; p= D®(z); v — ® a un maximum local en x}.

On peut montrer (voir par exemple Barles [10, Section 2.2]) que D v(x) est aussi l’en-
semble des gradients de fonctions continiiment dérivables, telles que v — ® atteint un
maximum local en z. Bien entendu on a un résultat similaire pour les sous gradients.
Les conditions du lemme et du théoreme coincident donc. Ceci implique le
résultat suivant :

Lemme 11.26 Soit x € Q et v : IR™ — IR. Les énoncés suivants sont équivalents :
(i) On a M(x) < H(xz, D®(x)), pour toute fonction ® dérivable en x telle que v — P
atteint un maximum local en x.

(ii) On a M(x) < H(z, D®(x)), pour toute fonction ® continiment dérivable telle
que v — @ atteint un maximum local en x.

(ii) On a M(z) < H(z,p), pour tout p € DT v(z).

Nous laissons le lecteur énoncer le résultat correspondant concernant les sous gra-
dients.
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Remarque 11.27 (i) Soit v une sous solution de[3:36((i) au sens de viscosité, et x €
tel que v soit dérivable en x. Combinant le lemme précédent et la remarque [3.23] il
vient Av(z) < H(x, Dv(z)). De méme pour les sur solutions.

(ii) Soit v dérivable sur Q. Combinant le point (i) et le lemme précédent, on voit que
v est sous solution de B36{(i) au sens classique ssi elle est sous solution de viscosité.
De méme pour les sur solutions.

11.4.2 Théoréeme de comparaison

Nous avons noté que la fonction valeur V' n’est pas toujours continue. Dans tous
les cas, cette solution est solution de I'équation HIB ([B34]) au sens de viscosité.

Le résultat principal de cette section (théoreme B3] implique, si la cible C' est
vide, l'unicité (autrement dit, l'existence d’au plus une) d’une solution holderienne
et bornée de 'équation HJB. Sachant que V est holderienne dans ce cas, on obtient
donc 'existence et 'unicité de la solution, dans la classe des fonctions holderiennes et
bornées.

Pour I’étude de convergence des schémas numériques, nous avons besoin d’un
résultat un peu plus fort que 'unicité : des résultats de comparaison entre les sous-
solutions semi continues supérieurement (s.c.s.) et les sur solutions semi continues
inférieurement (s.c.i.).

Définition 11.28 On dit que la fonction v : IR™ — IR est semi continue supérieu-
rement (s.c.s.) (resp. semi continu inférieurement (s.c.i.)) si pour tout x € IR™ on
a
v(z) > limsupv(z'), (resp. v(z) < lim infv(x')) .
x

z/—x —x

Remarque 11.29 On peut exprimer les propriétés précédentes a l'aide de suites
convergentes vers x. Ainsi, la fonction v : IR" — IR est s.c.s. ssi, pour toute suite
xp convergeant vers x, on a v(x) > limsup, v(zg); ou encore, si pour tout point
d’adhérence v* € IR U {+oo} de v(z*), on a v(z) > v*. De méme pour la semi
continuité inférieure.

Définition 11.30 On appelle principe d’unicité fort pour I'équation ([B:34]) tout ré-
sultat du type suivant : Soient v (resp. w) une sous solution (resp. sur solution) de
B34) (assorti éventuellement de conditions de régularité sur v et w satisfaites par la
fonction valeur). Alors supv < inf w.

Compte tenu de la difficulté de ce type de résultat, nous limiterons 'analyse au
cas C' = (). Pour I'extension aux problémes avec temps d’arrét (section [B.5.0]), il est
utile de considérer une équation aux dérivées partielles générale du premier ordre,
notée

H(z,v(z), Dv(x)) =0, pour tout = € IR". (11.42)
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On suppose que le “hamiltonien abstrait” H vérifie les relations

[H(z,v,p') = H(z,v,p)] < allp —pll; (11.43)
B 0.p) ~ B,vp)| < calla’ — a1+ p]): (11.44)
H(z,v',p) — H(z,v,p) > c3(v' —v), (11.45)

avec cg > 0. Dans le cas de I’équation HJB on a

H(z,v,p) = v — irelfU{E(x,u) +p- flz,u)l}, (11.46)
u
et si la dynamique est bornée, on vérifie (B.43)-(B4H), avec
c1 = sup{||f(z,v)|; (z,u) € AxU}; co:=Le+Ly; c3:=A\ (11.47)

Une fonction v : IR™ — IR est dite sous solution (resp. sur solution) au sens de
viscosité de ([B.42) si, pour tout ® : R™ — IR de classe C!, telle que xq est point de
maximum (resp. minimum) local de v — ®, on a

H(zo, v(zo), D®(x0)) <0 (resp.>0). (11.48)

On dit que v est solution au sens de viscosité de [B42) si elle est & la fois sur et sous
solution au sens de viscosité.

Théoréme 11.31 (Principe d’unicité fort) Sous les hypothéses BA3)-BA0), si
v est une sous solution s.c.s. bornée supérieurement de [B.42), et w est une sur solu-
tion s.c.i. bornée inférieurement de [B42), une de ces deux fonction étant holderienne,
alors v(x) < w(x), pour tout x € IR™.

Corollaire 11.32 Si la dynamique est bornée et C = (), la fonction valeur V(z)
du probléeme (Py) est lunique solution de wiscosité continue et bornée sur IR"™ de
léquation HIB (B34).

Démonstration. Le lemme 313 dit que la fonction valeur V (x) est holderienne et
bornée. D’apres le théoreme 322 V (x) est solution de viscosité dans R™ de (3.34)(i).
Soit v une autre solution de viscosité continue et bornée. Le théoréme [3.31] implique
v<VetV<wv, douv="V. [ |

Il reste & démontrer le théoreme[3.31] La démonstration est quelque peu technique
et le lecteur intéressé principalement par les méthodes numériques peut la sauter en
premiere lecture. Donnons cependant un résultat de comparaison élémentaire (mais
sous des hypotheses trop fortes) qui donnera une idée du principe de la démonstration.

Proposition 11.33 On suppose que C = (). Soient v et w une sous et sur solution
de BAY) respectivement. Supposons le maximum de v — w atteint en un point xg ol
v et w sont différentiables. Alors v(x) < w(x), pour tout x € IR™.
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Démonstration. Puisque v — w atteint son maximum en zg, Dv(zg) = Dw(zo).
Cette valeur commune pg étant sur et sous gradient de v et w en zg, on a

ﬁ(xo, ’U(l'o),po) <0< ﬁ(xo, w(xo)apo)a (1149)

et on conclut avec ([3:45). [ |

Démonstration du théoréme[3.31] Supposons v holderienne, I’autre cas se traitant
d’une maniere similaire. L’idée essentielle de la démonstration est le dédoublement
des variables : Pour tout € > 0, posons

o(z,y) ==v(z) —w(y) — 2e %z —y||*, pour tout (z,y) € R" x R". (11.50)

Le r6le du dernier terme est d’obtenir des points x et y proches quand on considere
des solutions approchées du probleme de maximisation de ¢. Soit 4 €]0,1[. On a

sup ¢ < supv — infw < 400, (11.51)
donc il existe (z1,%1) in IR?" tel que
(z1,y1) > sup e — 4. (11.52)

Il existe aussi une fonction &, de classe C*° a support compact, telle que

E(rr,1) =1, 0<E<1, sup|DE(x,y)| <1 (11.53)
I!y
Posons
V(x,y) = @(x,y) + 6&(x,y), pour tout (z,y) € R*. (11.54)
Si (z,y) n’est pas dans le support de £, on a
P(x,y) = p(z,y) <supp < Y(z1,91). (11.55)

Une suite maximisante pour ¢ est donc, a partir d'un certain rang, incluse dans le
support de £ qui est compact ; or 1 est s.c.s., donc atteint son maximum en un point
(0, Yo). Autrement dit,

V(o,Y0) > V(z,y) pour tout (z,y) € R*™. (11.56)

En particulier, la fonction z — v(z) — 3 72(|z — yol|*> + 0¢(z, yo) atteint un maximum
local en z. Par définition d’une sous solution de viscosité, on a donc

H(zg, v(zo), 672(1‘0 —Yo) — 0D&(0,Y0)) < 0. (11.57)

De méme, y — w(y) + s 2||z0 — y||* — 0&(20,y) atteint un minimum local en o,
donc par définition d’une sur solution de viscosité, on a

H(y()v w(yO)a 672(1‘0 - yo) + 5Dy€(x0a yo)) > 0. (11'58)
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Utilisant (343), B53) et B20)-B58), il vient
H(zo,v(20),e (20 — o)) < 6c1; H(yo,w(yo), e 2(xo — o)) > —dc1. (11.59)

Soustrayant ces relations, nous obtenons avec (344) et (345,

e3(v(x0) — w(yo)) < H(wo, v(20),e (20 — Yo)) — H(zo, w(y0), e *(To — o))
<H(yo, w(yo),e *(z0o — Yo)) — H(zo, w(yo),e 2(zo — yo)) + 26¢1
<c _2”1‘0 - yo||2 + CQHxO - yo” + 20c;1.

(11.60)
Estimons maintenant les membres de cette inégalité. On a, avec (350,
sup ¢ — 6 < (@0, Yo) = v(w0) — w(yo) — 36 %6 — Yol (11.61)
et donc
167?20 — yol* < supv —infw + & — sup . (11.62)

Ceci implique ||z, — yo|| — 0 quand ¢ | 0. Notons ¢, la constante de Holder de w.
Prenant ¢ assez petit, comme v est hdlderienne, il vient v(zg) — v(yo) < ¢ollzo — Yol|-
Choisissant © = y = yo dans ([B.50]), il vient apreés simplification et usage de ([B53]),

3¢ 2 lleo = woll> < w(@o) = v(yo) + 6(&(wo, yo) — &(¥0,0)) (11.63)
< collwo = ol + 6llzo — yoll-

On peut sans perte de généralité supposer v dans ]0,1[, donc quand ||zg — yo| est
assez petit

collzo = ol + dllwo — yoll < 5K lwo — yol” (11.64)
pour une certaine constante K indépendante de ¢ et §. Avec (B.63]), nous obtenons
e 2|lm0 — Yol|? < Kl|zo — Yo, s0it |70 — 3ol < Ke75. Combinant avec B50), i
vient

Av(@o) — w(yo)) < K'e™5 + 28cy, (11.65)

pour un certain K’ indépendant de ¢ et 4. Or
sup(v —w) < sup g < (w0, o) + 0 < v(wo) — w(yo) + 0. (11.66)

2
1l vient donc sup(v — w) < O(e2-7 + 4). Faisant tendre £ et § vers 0, nous obtenons
la conclusion. |

Remarque 11.34 La preuve ci-dessus a l'intérét d’étre trés proche de celle de 1'es-
timation d’erreur du schéma de discrétisation : voir la section [£.3.2

11.5 Temps d’arrét et commande impulsionnelle

Les résultats principaux de cette section concernent les problemes de commande
impulsionnelle. Afin de préparer les outils nécessaires a leur étude, nous étudions
d’abord les problemes avec décision d’arrét, qui ont leur propre intérét.
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11.5.1 Problemes avec temps d’arrét

Nous considérons un probleme de commande optimale dans lequel on peut s’arré-
ter a tout instant en payant un coiit ¢ actualisé :

0
Min Yz, u, 0) := / Uy (£), u(t))e Nt + e 0y, 0 (6))

yx,u(f') = f(yx,u(t)a u(t))7 te [Oa 9[7 yx,u(o) =T
u(t) e Up.p. t €[0,0],

avec 6 > 0 et ¢ : IR™ — IR supposée lipschitzienne et bornée, ainsi que f et ¢. On
note a A b := min(a,b), et xs vaut 1 si s est vrai, et 0 sinon. La démonstration du
théoreme ci-dessous ne présente pas de difficulté.

Théoréme 11.35 (Principe de Programmation Dynamique)
La fonction valeur V(zx) satisfait, pour tout T >0 :

V(z) = inef)
(S5 i (0), 0t e+ X <067V (7)) + X206 0 (0n,0(6)))

(11.67)
ot le minimum s’entend sous les contraintes u(t) € U, p.p. t € [0,7], et 6 > 0.

Soit H(z,p) toujours défini par ([BIF)). L’équation HIB de ce probleéme est dite
inéquation variationnelle, par analogie avec les problémes de contact en mécanique :

max[\v — H(z, Dv),v — ¢(z)] =0, pour tout xz € R". (11.68)

Théoréme 11.36 La fonction valeur V' du probléme ci-dessus est bornée, hélde-
rienne, et c’est une solution au sens de viscosité de (B.68), au sens oi, pour tout
reR" :

max[AV(x) — H(z,p), V(z) — ¢(z)] <0 (resp. > 0), (11.69)

pour tout p € DVv(z) (resp. p € D v(x)).

Démonstration. La démonstration du caractere borné et holderien de V' est si-
milaire & celle du lemme B.I3] Montrons que V' est solution de viscosité. Il est clair
que V(z) < ¢(x) pour tout z, puisqu’une impulsion & I'instant initial est possible.
Distinguons deux cas.

a) Si V(z) < ¢(z), puisque V et ¢ sont continues, il existe € > 0 tel que
V(z') + e < p(z'), pour tout 2’ appartenant & un voisinage N de z. Puisque f
est bornée, on déduit que pour 7 assez petit, toute stratégie optimale & £ pres ne
comporte pas d’impulsion pour ¢ € [0, 7]. Le principe de programmation dynamique
BX0) est donc valable pour 7 assez petit. La démonstration du lemme s’applique
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donc; elle montre que ([30]) est satisfaite en  si V — ® a un maximum (resp. mini-
mum) local en . On en déduit [B:69) en combinant avec le lemme

b) Si V(z) = ¢(z), le second cas de ([B.69)) est trivialement satisfait. Reste & montrer
que si p € DTo(z), alors AV (z) — H(x, p) < 0. Puisque les stratégies sans impulsions
sont possibles, on a

.

V) < i { [ 0,00 a4 V) ). (11.70)
uc 0

Il suffit alors de reprendre les calculs des lemmes B.7] et [3220) en tenant compte

de l'inégalité dans (B.70), pour vérifier que ([B30) est satisfaite, si ® une fonction

différentiable en z, telle que V — ® a un maximum (resp. minimum) local en z. On

conclut avec le lemme [3.20 |

Théoréme 11.37 (Unicité forte) Soient v une sous solution s.c.s. de (3.68) bornée
supérieurement, w une sur solution s.c.i. de (BB])) bornée inférieurement. Si une de
ces deuz fonctions est héolderienne, alors v(zx) < w(z), pour tout x € IR™.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le théoréme[3.31]; la vérification des hypothe-
ses (B43)-([BA5) se fait sans difficultés. |

Il résulte des résultats précédents que V' est I'unique soluion au sens de viscosité
de (B69), dans la classe des fonctions holderiennes et bornées.

11.5.2 Commande impulsionnelle

Dans de nombreux problemes de commande optimale, on a la possibilité de faire
changer ’état de maniere discontinue, en payant un prix associé. Un exemple typique
est celui de la gestion de stock, dans lequel une commande a un cofit fixe (déplacement
du camion) et un cotit proportionnel & la quantité livrée (n’excédant pas la capacité
du camion). La modification de I’état peut ne s’effectuer qu’apres un certain délai
(temps de livraison).

Nous allons nous limiter ici & la discussion de problemes de commande optimale
impusionnelle sans délai. La dynamique du systeme est régie par les relations suivan-

tes :
Uru(t) = f(Yault),u(t)), t €16, 0i41],
You07) = yaul0])+&, i=1,...,N, (11.71)

La dynamique f : IR™ x IR™ — IR™ est supposée lipschitzienne et bornée, ainsi que
I'ensemble des commandes U C IR™, supposé compact, et le coefficient d’actualisation
A > 0. On convient de noter Ly la constante de Lipschitz de f, et de méme pour les
autres fonctions. La suite {0;}, i = 1,..., N, de temps d’arrét positifs, est finie (on
pose alors 41 = +00) ou non (on a alors N = +00), croissante et sans points
d’accumulation, et 8y = 0. Les impulsions §; appartiennent & = C IR™. Les suites 6 et
¢ font partie de la commande. Ainsi I’état y, ., (t) appartient & IR™ et la commande, ou
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controle, u(t) appartient & IR™. Le critere & minimiser se décompose en une intégrale
d’un codt distribué et une somme de cotts de transition :

00 N
V(w,u,0,¢) = /O U (t), u(t))e N dt+ 3 (eo + cf€))e (11.72)

i=1

Le cout distribué ¢ : IR™ x IR™ — IR est supposé lipschitzien et borné. Le cout de
transition est co + ¢(&;). La constante ¢y > 0 représente un cotit fixe, et la fonction
continue ¢ : R™ — IR est telle que ¢(0) =0 et

&+ &) <c(&r) +el&), Vé,& e R (11.73)

La stricte positivité de ¢y donne une borne sur le nombre d’impulsions d’une stratégie
sous optimale sur un intervalle de temps fini, et la relation précédente implique qu’il
n’est pas restrictif d’imposer que les instants 6; soient tous différents. Le probleme a
résoudre est

(Py) Min V(z,u,6,§) soumis & B7); w(t) €U, p.p.te€[0,400].

(u,0,¢

La wvaleur de ce probleme (infimum du critere sur les commandes admissibles) est
notée V' (z). Nous allons dans un premier temps établir un résultat de régularité de la
fonction valeur ainsi que le principe de programmation dynamique pour un probleme
sans impulsion.

Proposition 11.38 La fonction valeur V' est hélderienne et bornée.
Démonstration. a) Montrons que V est bornée. Soit la commande constante u(t) =
ug, ol ug € U, sans impulsion. Alors
o0
Viz) < / Coa(t), wo)e ™t < A [€] o
0
D’autre part, puisque le colt de transition est positif, on a pour tout commande
(u,6,€)
o0
V@ 2 [ ta®)u)e Nt = -2,
0

et donc [|[V]|eo < A7H|oo-
b) Montrons que V est holderienne. On a

V((E,) - V((E) < sup {V(x', Uu, 97 5) - V((E, u, 97 5)} )
(u,0,8)

donc apres simplification des cotits de transition,

V() V() < sup { / w[ayzf(t),u(t))—aym,u(t),u(t))]e—”dt}.

(u,0,8)
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Soient Yy, et y, ., deux trajectoires associées a la méme commande (u, §,€). Comme
dans le cas sans impulsion, on a |y, — yz.| < |27 — z[e?0?, olt Ao est défini par (B3).
On peut alors finir la démonstration de maniere analogue a celle du lemme .13 W

Théoréme 11.39 (Principe de Programmation Dynamique)
La fonction valeur V(x) satisfait, pour tout 7 >0 :

- N
Viz) = inf (jﬁ f(yLu(ﬂ,U(ﬂ)eAtdt*-zz:@m-+ti50)6Aei*—@ATVTyzm(T))>,

(w8, i=1
(11.74)
ot le minimum s’entend sous les contrainte u(t) € U, p.p. t € [0,7], les 0; sont
strictement croissants, et Oy < T.

Démonstration. La démonstration est similaire & celle du théoréme [ ]

Définissons I'opérateur qui & une fonction w(-) associe la valeur optimale apres
impulsion, noté
Mw@%:éﬁﬁw@+£%ﬂm+dﬁ} (11.75)

Lemme 11.40 L’opérateur M associe a une fonction bornée une autre fonction
bornée, est non empansiﬂ pour la norme uniforme, et conserve les constantes de
Holder.

Démonstration. Soient w et w’ fonctions bornées dans IR™. Puisque ¢(-) > 0 et
¢(0) =0, 0on a

co = [[wlloo < Mw(z) < co+w(@) < co+ [[w]|oo,

donc M associe & une fonction bornée une autre fonction bornée. Avec (L27), il vient
|[Mw'(z) — Mw(z)| < |w'(x) — w(z)|. Il en résulte que M est non expansif pour la
norme uniforme. En particulier, on a pour tout y € R", |Mw(z + y) — Mw(z)| <
|w(x 4+ y) — w(z)| ce qui montre que M préserve les constantes de Holder. [

Théoréme 11.41 La fonction valeur V' est solution au sens de viscosité de l’équation

max[A\V (z) — H(z, DV (z)),V(x) — MV (z)] =0, (11.76)
max[A\V(x) — H(z,p),V(z) — MV (z)] <0 (resp. > 0), (11.77)
pour tout p € DVv(z) (resp. p € D v(x)).

Démonstration. La démonstration se réduit a celle du théoreme[3.36] en identifiant
la décision d’impulsion & une décision d’arrét de cout (x) := MV (x). [

Pour le résultat d’unicité on se reportera & Barles [10, Section 3.2.2].

LCrest a dire lipschitzien de constante 1.
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11.6 Notes

La référence classique sur la programmation dynamique est R. Bellman [12]. Une
présentation simple, avec de nombreux exemples est donnée dans D. Bertsekas [13].

L’approche par solution de viscosité est diie & Crandall et Lions [23]. Barles [10]
fournit une introduction a ce sujet. Notons aussi 'ouvrage de Bardi et Capuzzo-
Dolcetta [9].



Chapitre 12

Résolution numérique de
I’équation HJB

Ce chapitre discute la résolution numérique du probléme (P,) du chapitre B], en
discrétisant ’équation HJB. Nous supposerons dans ce chapitre f et £ lipschitziennes
et bornées, A > 0, U compact non vide, et C fermé (supposé vide dans certains
énoncés). Introduisons deux espaces de fonctions, l'ensemble B(IR™) ’ensemble des
fonctions bornées IR™ — IR™, muni de la norme

ol == sup [o(z) (12.)
r€IR"
qui en fait un espace de Banach, (& ne pas confondre avec L£L°(IR"™), I'espace des
fonction définies presque partout, essentiellement bornées) et ’espace

BUC(IR"™) := { Fonctions bornées, uniformément continues : R" — R}. (12.2)

On pose
at :=max(a,0); a_ = min(a,0). (12.3)

12.1 Motivation : probleme continu

Le but de cette section est d’analyser une variante du principe de programmation
dynamique qui se formule comme un opérateur de point fixe contractant, dit itération
sur les valeurs. L’algorithme convergent qui en découle n’est pas implémentable sur
ordinateur, puisqu’il s’applique au probleme continu. Cependant, on obtiendra des
algorithmes effectifs apres discrétisation de I’espace d’état.

Rappelons lexpression du principe de programmation dynamique (théoréme[3.3)) :
size R"\C, et 7 €]0,T(z)], alors

.= inf {/ (Y ))e_’\tdt+V(yx7u(T))e_’\T}. (12.4)

ucU

243
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Nous allons voir une variante de cette formulation qui permet de définir un opérateur
dans tout espace. On note ¢1 Aty := min(¢1, t2).

Théoréme 12.1 (Principe de Programmation Dynamique II) Soit z € R™\
Cett>0. Alors V(z) = MV (z), ot

TAT
MTo(z) := inf {/ f(yz,u(t),U(t))e”dt+xr<Tv(yz,u(T))e”}7 (12.5)
) | Jo

(u,T
Vinfimum portant sur les couples (u,T) admissibles.

Démonstration. La démonstration est similaire & celle du théoréme [ ]

Proposition 12.2 Pour tout 7 > 0, l'opérateur M™ est monotone croissant de
B(IR"™) dans lui méme, et c’est une contraction de rapport e=*7.

Démonstration. Sachant que ¢ est borné, et donc

AT
/ Uy (t), u())e At < A€o0, (12.6)
0

il est clair que M™ applique B(IR"™) dans lui-méme. La monotonie de M” est immé-
diate. Soient v et v’ deux fonctions de B(IR™). Par une majoration similaire & (L.27)),
il vient

|MTU/(37) - M™u(z)| < (SUP) e_ATXT<T |Ul(yx,u(7')) - U(yx,u(T)” < e_/\T”U/ — ][00,
u,T

d’ou la conclusion. [ |

On déduit du résultat précédent 1’ “algorithme” (en espace d’état continu) d’itéra-
tions sur les valeurs ci-dessous.

Corollaire 12.3 On peut calculer V' par algorithme de point fize suivant : fizer
7 >0, et former la suite Vi1 = M™Vj, en partant de Vy € B(IR™) quelconque. Cette
suite vérifie

Vi1 = Voo < e 7[Vi = V|oo. (12.7)

Nous allons maintenant formuler des schémas numériques de discrétisation de
I’équation HJB. Ces schémas se reformulent comme des points fixes d’opérateurs
contractants qui s’interpretent comme des discrétisations de 'opérateur M7,
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12.2 Schémas décentrés et extensions

12.2.1 Dimension d’espace n =1

Nous allons discrétiser ’équation HJB en remplacant la dérivée en espace par une
différence finie. Soit Az > 0 le pas d’espace. On note z; := jAz. L’espace discret est
{z;,j € Z} = AxZ.

On pose  := IR™\ C, et on notera Ca, et Qa, les discrétisations des ensembles
C et , respectivement ; ces deux ensembles forment une partition de AzZ. Nous
supposerons que

Ca, converge vers C, au sens de la distance de Hausdorff. (12.8)

On rappelle que, si Cy et Cs sont deux parties de IR™, leur distance de Hausdorff est

dist(Cy, Cy) := max( sup dist(cy, C2), sup dist(cz,Cl)) i (12.9)
c1€C c2€C2
On désire approcher V' (z;) par la quantité v;. Notons
Ving — U5 Vi — Vi1 Vig1 — Vi1
Dd L — J+ J Dg Jp— et/ DO - et et 1210
vi Az vi AV vi 2Ax o )

les différences divisées a droite, a gauche et centrées, respectivement. Laquelle faut-il
prendre pour discrétiser 1’équation HJB ?

L’idée essentielle est de s’appuyer sur le principe de programmation dynamique,
qui relie les valeurs de V en x et en les points voisins dans la direction de f(z,u).
Il convient donc de décentrer a droite si f(x,u) est positive, et a4 gauche sinord. On
obtient ainsi le schéma décentré

. Vjt1 = v
Av; :711615 {ﬁ(xj,u)—i—f(xj,u)Jr”ij + | f(zj,u)

Vj—1 — VU4 .
|ijj}a J € QAI)
Vj =0, j€Cag-

(12.11)

Exemple 12.4 Soit le probleme de transfert en temps minimal a 0, avec la dyna-
mique & = u, et la contrainte —1 < u < 1. Il est naturel de prendre Ca, = {0}. La
fonction & minimiser dans [@IT]) est linéaire par morceaux : elle atteint son minimum
en 0, -1 ou 1. Le schéma décentré s’écrit donc, pour j # 0,

\vj = 1+min{0, ”HA; Y U"“A; ”j}, (12.12)
ou encore
(14 Mz)v; = Az +min{v;_1,vj,vj41}, (12.13)

On cherche (& I'image du prbléme continu) une solution paire, croissante avec |j|,
donc pour j > 1, (1+ Mz)v; = Az +vj_1, dout (1 + AAz)(v; —1/A) =vj_1 — 1/A,
et finalement v; = A1 (1 — (1 + MAz)~PI), pour tout j € Z.

1Ce qui traduit le fait que la prise de décision optimale nécessite d’envisager les conséquences de
ses actes.
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12.2.2 Forme de point fixe contractant

Nous allons réécrire le schéma ([{IT]) sous une forme de point fixe contractant, ce
qui permettra de vérifier qu’il a une solution unique. Cette réécriture fait apparaitre
un pas de temps At > 0 fictif. Multipliant (£I1]) par At > 0, ajoutant v; & chaque
membre, et divisant par (1 + AAt), il vient, pour tout j € Qa, :

v= (1+AA)7" inf {Atf(%‘,u) + <1 - %U(ﬂcgﬂm) v

X
At At
+E|f(xj7u)—|vj—1 + Ef(xﬁu)-i-vj-i-l} .

uelU

(12.14)

Nous allons vérifier que, pour At assez petit, ({14 est une équation de point fixe
monotone et contractant. Notons N(f) la norme infinie de f restreinte & R™ x U,
N(f) :=supsup |f(z,u)|, (12.15)
z uelU

et considérons la condition de stabilité
At

LV <L (12.16)

Remarque 12.5 Si (@I0) est satisfait, la combinaison linéaire de v;_1, v;, et vjq1
apparaissant dans (14 est tout simplement une formule d’interpolation linéaire de
la valeur de v au point z; + Atf(z;,u). Ceci permet d’interpréter (I4) comme une
discrétisation du principe de programmation dynamique (&), le pas At correspon-
dant a 7.

Proposition 12.6 (i) Le schéma [@II) posséde une solution unique, telle que
[vlloe < A€o (12.17)

(ii) Si At vérifie la condition de stabilité ([LI0), alors [@I4) est une équation de point
fize contractant (sur l'ensemble des fonctions nulles sur Ca, ) pour la norme uniforme

[vjlloc = sup{|v;|, j €Z}, (12.18)
de rapport de contraction (1 + AAt)~L.

Démonstration. Soit N"2! 'opérateur de point fixe du membre de droite de (EI4).
Notons

At
f(xj,u) = Mf(xjvu)
qui représente une mise a I’échelle de la dynamique. Utilisant (L27), et le fait que
(18] implique 1 — |f(z;,u)| > 0, il vient

[((WA); — (N3);| < (14 AAE) ™ sup {(1 — | f(aj, w)lv; — vyl
ucl
)|y — vl + Flag ) )y vyl

(12.19)
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Majorant |v) — v;|, pour i =5 —1,4,7 + 1, par ||v/ — v||« on obtient
(VA5 — (N B0);] < (1+AA) TV = vf|oo (12.20)

d’ou (ii). L’existence et l'unicité sont conséquence directe de (ii). Enfin soit v la
solution de (£I4) ; utilisant ([LI4), pour tout j € Z, il vient

o] < (1+2A8) 7 A€l + [[vllso]

dott @ID). m

Remarque 12.7 Rien n’empéche de considérer I'opérateur obtenu en prenant dans
(#12) un pas de temps At; dépendant de I'indice d’espace ; cela peut étre avantageux
d’un point de vue numérique. La condition de stabilité devient

At;

—=sup |f(zj,u)] <1, pourtout j€Z, (12.21)
Az yeu

et le rapport de contraction est (1 + Ainf; At;) ™t

Remarque 12.8 (i) On appelle CFL (Courant-Friedrich-Levy) la quantité £LN(f).
La condition de stabilité [@I6]) dit que le CFL ne doit pas dépasser 1.

(ii) La condition de stabilité assure que, pendant le pas de temps At, le systeme
dynamique varie au plus de Az. Autrement dit, 'information se propage au moins
aussi vite dans le schéma numérique que dans le probleme d’origine.

Remarque 12.9 Les expressions ([ I4) permettent, si la condition de stabilité (TGl
est satisfaite, d’interpréter le schéma décentré comme le principe de programmation
dynamique pour le probleme de commande optimale d’une chaine de Markov : voir
la remarque

Remarque 12.10 Le coefficient de contraction, assurant la convergence de 1’algo-
rithme, est (1 + AAt)~!. Compte-tenu de la condition de stabilité, on voit que la
constante optimale, obtenue pour CFL = 1, vaut (1 + Az N(f)~!)~!. La conver-
gence devient donc tres lente quand Az | 0.

D’autres algorithmes sont possibles, en particulier 'itération sur les stratégies (voir

la section [B.1)).

12.2.3 Dimension d’espace quelconque

Le schéma décentré monodimensionnel peut se généraliser de multiples manieres
dans le cas ot n > 1. Donnons seulement la plus naive.

Soient hq,...,h, les pas d’espace, strictement positifs. A j € Z™, on associe le
point z; € IR" de coordonnées j;h;. Notons ey, ..., e, la base naturelle de IR". Le
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décentrage se fait, pour chaque composante, suivant le signe de fi(z;,u); on obtient
le schéma, suivant :

XUj = Jng{ Ty, U + Z (fz x]v J+e}7lz + |fl(xj7 )7 W)} )
j € th
Vj = 07 ] S Ch,
(12.22)
ou j, et C} forment une partition de Z". Comme dans le cas monodimensionnel, il
convient de multiplier (1)) par un pas de temps fictif qu’on notera hg, et d’ajouter
v; a chaque membre, ce qui donne

n

) h

i=1

h " h (12.23)
Z 0 0

hi fil#@g 1w+ Vjes Z hi|f7;(xj7u)|vjei}
=1 i=1

Proposition 12.11 (i) Le schéma [@22]) posséde une solution unique, telle que
[V]loe < A4l - (12.24)

(ii) Si ho vérifie la condition de stabilité

hOZsupsupM <1

<1, (12.25
= = weU i )

alors [E23) est une équation de point fize contractant (sur l’ensemble des fonctions
nulles sur Cy,) pour la norme uniforme, de rapport de contraction (1 + Ahg) ™!

Démonstration. La démonstration est similaire a celle de la proposition |

Exemple 12.12 Soit le systéme dynamique & = u, avec U = [—1,1]™. On a dans ce
cas sup, sup, ¢y |fi(z,u)| =1, pour i = 1,...,n, et la condition de stabilité se réduit
a
1 &1
—_ > —. 12.26
R 1220

Autrement dit, le pas de temps maximal est dans ce cas la moyenne harmonique des
pas d’espace.

Remarque 12.13 Le schéma aux différences finies ([{.22]) fait intervenir le point j et
les 2™ points voisins de la grille, obtenus en changeant une seule coordonnée de j de
+1. Si n = 2 on parle d’un schéma a 5 points.
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Remarque 12.14 On peut étendre la remarque L5 : le schéma, sous la forme ([@.23)),
est trés proche du principe de programmation dynamique ([5]). Sous la condition de
stabilité ([@2H), les poids des v;i,, s’interpretent comme les coordonnées barycen-
triques du point x; + Atf(x;, u).

Remarque 12.15 Si |f(z,u)| peut prendre des valeurs élevées, la condition de sta-
bilité oblige a prendre hg tres petit. Pour éviter cela, on peut adopter des schémas
faisant intervenir des points plus éloignés. Nous en donnons un exemple dans la section
suivante.

12.2.4 Discrétisation par triangulation

Donnons maintenant un procédé de discrétisation spatiale qui constitue une al-
ternative intéressante aux méthodes de différences finies. Un simplexze de IR™ est un
polyedre formé par 1’ensemble des combinaisons convexes de n + 1 points (appelés
sommets) non contenus dans un hyperplan. Autrement dit, un simplexe est de la

forme
n+1 n+1
{Zam; a>0, Y o= },
i=1 i=1

ol Z1,...,Tnt1, Sont des points de IR™ non contenus dans un hyperplan. On appelle
face du simplexe ’ensemble des combinaisons convexes de n des points; la frontiere
du simplexe est I'union de ses n + 1 faces.

Considérons une triangulation réguliére de IR™ réalisée par une famille de simplexes
Sy, J € IN. Autrement dit, I'union de ces simplexes est égale a IR™, et I'intersection
de deux simplexes est égale a une face de chacun des deux simplexes. On note S
I’ensemble des simplexes, et Lgs ’espace des fonctions linéaires sur chaque simplexes.
Les fonctions de Lgs sont déterminées par leur valeur aux sommets des simplexe. On
a pour une telle fonction v, notant encore hg un pas de temps,

n+1

o+ hof (@) = 3 a(w)ol;). (12.27)

ot les «;(u) sont les coefficients de la combinaison convexe représentant le point
x;+ho f(z;,u) dans un des simplexes auquel il appartient (coefficients barycentriques),
tels que

n+1 n+1
xj—l—hof(xj,u):Zai(u)xj; 0 <ai(u) <1 Zai(u)zl. (12.28)
j=1 j=1

Un schéma associ€ a la triangulation est obtenu en écrivant une sorte de principe
de programmation dynamique discret aux sommets de la triangulation :

vj (14 Xho)~tinfuer {hol(z),u) + v(x; + hof (x5, u))}, j € Qs,
Uj 07 .7 S CSa
(12.29)
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ou s et Cs sont les ensembles de sommets considérés hors de, et dans la cible.
L’opérateur MS défini par le membre de droite de (Z2J) est une contraction de
rapport (14 Ahg)~! pour la norme du max, ce qui permet de vérifier que (Z29) a un
point fixe unique uniformément borné par A=1||£|| .

Remarque 12.16 Ce schéma permet de raffiner la discrétisation dans une région
donnée, et ne comporte pas de condition restrictive sur le pas de temps. En revanche
son implémentation est plus complexe ; un point délicat est de reconnaitre rapidement
dans quel triangle se trouve le point x; + ho f(z;, u).

12.3 Convergence des schémas et essais numériques

Nous supposons dans l’ensemble de la section que la cible est vide. On sait alors que
la valeur est holderienne (lemme B.I3]). Nous donnons deux résultats de convergence
des schémas de différences finies. Celui de la section .3.1], dont la démonstration est
simple, établit la convergence uniforme sur les compacts. Celui de la section
fournit une estimation d’erreur au prix de calculs plus élaborés.

12.3.1 Un argument élémentaire de convergence

L’énoncé ci-dessous se limite au cas n = 1, mais la preuve s’étend facilement
au schéma aux différences finies pour n quelconque, ainsi qu’a la discrétisation par
triangulation. Notons V la fonction valeur, et v~ la solution obtenue pour un pas
d’espace Az. La démonstration utilise de fagon essentielle les limites inférieure et
supérieure

v(x) = thUpvij, v = lim inf vjA”” . (12.30)
jAr—x jAz—z
Az |0 Az |0

Théoréme 12.17 (Convergence du schéma décentré) Si C =0, alors :

(i) Les fonctions v et v sont égales a la fonction valeur V' du probléme “standard” de
commande optimale en horizon infini (Py).

(ii) La convergence des valeurs discrétes est uniforme sur tout compact.

Démonstration. Nous savons que les solutions discretes sont uniformément bor-
nées par A7 !||¢||. Les fonctions ¥ et v sont donc bornées. Notons bien que ces fonc-
tions sont définies en chaque point, et non presque partout. De la définition de o et
v, on déduit aisément que ¥ est semi continu supérieurement (s.c.s.), et v est semi
continu inférieurement (s.c.i.).

La définition de v et v implique © > v. Il suffit alors de montrer que ¥ est sous
solution, et que v est sur solution. En effet, d’apres le principe d’unicité forte (théoreme
B37), ceci implique & < V < v, d’olt ’égalité de ces trois fonctions. La convergence
des valeurs discretes uniforme sur tout compact se vérifie alors facilement avec une
preuve par 'absurde. On se contentera de montrer que ¥ est sous solution, le fait que
v soit sur solution se démontrant de maniere analogue.
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Soit zo un point de maximum local de v — ®. Il existe donc r > 0 tel que v — ®
atteint en xy son maximum sur B(zg,r) (la boule fermée de centre zq et rayon r).
Ajoutant ||z — zo||? + 9(wo) — ®(20) &  si nécessaire, on peut supposer que

v(z0) = ®(x) et v(z) < ®(w) si x#x9, =€ B(zo,7). (12.31)

Par définition de ©(zg), il existe des suites Az, | 0 et ji € Z telles que

JrAzy — xo et T(xg) = limvjAkx’“.

Soit iy, € Z tel que iy Axy, € B(xg,7), et tel que

VR = B(xy) S0 = B(inAxk), §# ik Az € B(xo, 7). (12.32)

Extrayant si nécessaire une sous suite, on peut supposer que iz Az — T, et nécessai-

rement |Z — zg| < r. Par définition de 7, on a :

(o)~ ®(a0) = lim (v = @A) < lim sup (v = @(inAay) ) < 0(2)-0().

Ceci, joint & ([@3T]), montre que T = x( et aussi
o(xo) = lim v n (12.33)
Combinant (1)) et (@32, il vient

Az
Axk '

/\UiAkxk < Jrelf(.J {e(xik su) + f (@i, u)+

+f (@i, u)-|
Puisque iy Az — T = xp, passant & la limite quand Az | 0, on obtient avec (@33 :

)\’U(J?O) + H(J?(), D(I)(J)Q)) <0, (12.34)

ce qui prouve que v est sous solution. |

12.3.2 Estimation d’erreur

Dans cette section on suppose que la cible est vide, et on donne une estimation
de Perreur de discrétisation. On note par v(-) la fonction telle que v(z;) = v; ol
{v;;j € Z"} est la solution du schéma avec les pas hq, ..., h,. On remarquera le lien
entre la démonstration ci-dessous et celle du théoreme

2La démonstration du théoréme étant technique, on pourra ’admettre en premieére lecture.
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Théoreme 12.18 Soit v €]0, 1[ une constante de Hélder de V. Alors il existe C > 0
tel que, pour tout (hi,...,hy) € (IR%)", on a

v/2
[V(z)—v(z)| < C (max hz) ,  pour tout x € I;(h,Z). (12.35)

1<i<n
Démonstration. Soit 0 < & < 1; posons
Be(x) := —e x|, 2 € R" (12.36)

ainsi que
o(x,y) =v(x) = V(y) + B(x —y), (x,y) € Ry x R".

Soit § € (0,1), et notons IR} = {(jihi,...,jnhn);j € Z"}. Puisque V et v sont
bornées, il existe (x1,y1) dans IR} x IR™ tel que

¢(r1,y1) > supp — 0. (12.37)
Soit £ € C*°(IR™ x IR™) a support compact, tel que
Exi,yn) =1, 0<&E<1, sup||DE(z,y)| <1, (12.38)
T,y
et posons

U(z,y) = e(z,y) + 68z, y),  (z,y) € Ry x R". (12.39)

Alors 1) atteint son maximum sur IR} x IR" en un point (z,,y,) du support de .
Autrement dit,

V(Xo,Yo) = W(x,y), pour tout (z,y) € Ry x R". (12.40)

En particulier, y — —¢(z,,y) atteint son minimum en y,. Par définition d’une solu-
tion de viscosité, il existe u* € U tel que

AV (Yo) + [ (Yo, u*) - (DB:(x6 = Yo) — 0DyE(T0,Yo)) — £(Yo, u™) > 0. (12.41)

Puisque z, appartient a IR}, il existe j € Z™ tel que z, = z;. On a avec (@22

n
* wy  Yjtei — Yy wy (Y5 T Ve
Avj < Uaj,ut) + ) (fi(xj,u )+ ﬁe;v L | fi(ay, u*)_ |2 h? c ) (12.42)
i=1 ’ ’

Utilisant (£40) avec x = xq + h;e; et y = y,, nous obtenons

Vjte, — V5 < Be(xo — yo) + 0&(x0, yo)
—B:(x0 £ hie; — yo) — 6§(wo * hiei, yo)
—BL(zo — yo)(£hie;) + e 2hi + Shs.

IN
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Multiplions cette inégalité (dans laquelle £ = —) par f;(z;,u*)+/h;; et (avec £ = +))
par | fi(xj,u*)_|/h;; ajoutons ces inégalités & (£42); il vient

Avj < l(zj,u*) — Bl(xo — yo)f(xj,u*) + O (6_2 max h; + 5) . (12.43)

Soustrayant ([£41)) de 'inégalité précédente, nous obtenons
Awj =V(y)) < (Uxo,u”) = L(yo,u"))
810 = o) (fyo, u") = f(zo,u")) + O (™% maxhs + ) .
Combinant avec les relations

Lz, u”) — L(yo,u*) = O(|lzo — yol), (12.44)
f(@o,u”) = f(yo,u™) = O(lwo — yol), (12.45)

et prenant § = O(max; h;), il vient pour un certain C > 0

|70 — Yol? . max; h;

v(x,) — V(yo) < C ||z — yo| + =2 = = (12.46)
De ab < 1(a? + b?) on déduit que
|xo _yo| |xo _yo|2
|xo_y0|:57§%(52+ ) )-
Avec ([@46]), nous obtenons
|To — Yo|? = max; hy
v(wo) = V(yo) <2C |&% + ===+ —— (12.47)
Or
|$o - yo|2
supp = 6 < (eo) = Vi) - 22k
donc

|xo_yo|2 3
— Q= <supv —infV —sup ¢

ce qui prouve que |zg — yo| — 0 quand ¢ | 0. Prenant = y = z¢ dans ([@40), et
utilisant le fait que V' est holderienne de constante +, il vient

1
?|x0 - yO|2 < V(o) = V(yo) + 6|20 — yo| < Klzo —yo!,

pour un certain K indépendant de ¢ et h. De 1a |z, — yo| < Keﬁ, et avec (L47),

v(ws) — Viyo) < K [5 4 maxs ’“} .

e2
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(2=)/4

Prenant ¢ = (max; h;) , on obtient

v/2
v(zo) — Viyo) < K (max hi) . (12.48)
Enfin puisque 6 = O(max; h;), il vient
v/2
sup(v = V) <supp < v(xg) — V(yo) + O(max h;) < O (max hi) (12.49)

d’ou I'inégalité recherchée.
L’inégalité inverse se prouve de maniere similaire, en maximisant la fonction

90(15,2/) = V(y) - ’U(:L‘) + ﬂs(m - y)v ((E, y) € RZ x IR".

Pour 4 € (0,1), on a encore l'existence de (z1,y1) dans IR} x IR™ satisfaisant (£37]).
Définissant £ et ¢ par (£38) et (£39) on obtient [@40). Puisque z, appartient a IR},
il existe j € Z™ tel que x, = x;. On poursuit de la méme maniere en faisant intervenir
la commande u* € U réalisant le minimum dans expression (£22) du schéma. W

Remarque 12.19 Si A est assez grand, une variante de la démonstration du lemme
BI3] permet de montrer que V est lipschitzien. Dans ce cas on a une estimation
d’erreur sur V de Pordre de O((max; h;)'/?).

Remarque 12.20 On trouvera la discussion d’autres schémas numériques dans I’an-
nexe du livre [9], due & M. Falcone.

12.3.3 Equation eikonale

On considere le systéeme dynamique suivant :
& = F(z)u, (12.50)

ol F': R" — IR, représente la vitesse du milieu. La commande u doit rester dans
la boule unité pour la norme euclidienne. Pour A = 0, ’équation HJB associée, dite
équation eikonale, est de la forme

{ 1— F(x)|Dv(z)|] =0 dans Q, (12.51)

V() =0, zeC.

Dans I’exemple numérique, on a pris C = {0}, et F(z) = 1 pour tout z, de sorte que
le temps de transfert est la distance euclidienne a 0.

Sur la figure 1] on a représenté les lignes de niveau de la différence entre solution
calculée et valeur exacte, en limitant le domaine & [0,0.1] x [0,0.1]. La grille est de
taille 25 x 25, et on a effectué 100 itérations sur les valeurs avec A = 0. Comme on
peut s’y attendre, on observe que les erreurs sont plus importantes dans les coins, en
raison de 'accumulation d’erreurs inhérente a ’algorithme.
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0.920

0.736

0.552

0.368

0.184

0.000

-0.184

-0.368

-0.552

-0.736

-0.920 d - :
T
0920 073 -0552 -0368 -0.184 0000 018 0368 0552 0736 0920

FiG. 12.1 — Equation eikonale : erreur sur le temps minimal

0.600
0481 -|
0363
0244 "
0125
0.006
0112 |
0231 |
0350 |
0469 |

-0.588 ——— 77— T
0275 0215 -0155 -0095 -0035 0025 0085 0145 0205 0265 0325

Fi1G. 12.2 — Probleme d’alunissage : isovaleurs du temps minimal
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12.3.4 Probléeme d’alunissage

Nous reprenons le probleme d’alunissage discuté en section[[.2] Le probleéme discret
est résolu sur le domaine (z, ) € [—1, 1] x [—2,2]. On prend 80 points de discrétisation
pour z et on impose At = Az. La condition de stabilité impose alors de prendre 320
points de discrétisation pour la vitesse. On fixe une condition aux limites artificielle
égale a 100 sur le bord.

Les isovaleurs du temps minimal sont représentées en figure La figure ne
reprend que la partie centrale du domaine, pour éviter les effets dus au caractere
borné du domaine.

0.600

0.483 ;
0.365 ;
0.248 ;
0.130 ;
0.013 ;
-0.105 ;
-0.223 ;
-0.340

-0458 —

-0.575
T
-0275  -0215 -0155  -0.095  -0.035 0.025 0.085 0.145 0.205 0.265 0.325

FiG. 12.3 — Probleme d’alunissage : lieu de changement de signe

La figure [4.3] représente le lieu de changement de signe de I’estimation numérique
de 9V/0%, qui en raison du théoreme B4 détermine la statégie de feedback. Elle se
relie bien aux isovaleurs de la figure [£3l On la comparera & la figure [LT] qui donne le
lieu de changement de signe de la commande optimale.

12.4 Notes

La démonstration de convergence du théoreme .17 reprend G. Barles and P. E.
Souganidis [T1]. L’estimation d’erreur du théoreme[I8 suit Capuzzo-Dolcetta et Ishii
[26]. Une estimation analogue, dans le cas parabolique, se trouve dans M. G. Crandall
and P.-L. Lions [22].



Chapitre 13

Commande optimale
stochastique

13.1 Chaines de Markov commandées

13.1.1 Quelques exemples

Un exemple classique de commande de chaines de Markov est la gestion de stock :
les achats des clients arrivent de maniere aléatoire, et la commande consiste a réappro-
visionner, avec paiement de pénalités pour tout achat non honoré. Autre exemple, la
maintenance d’un parc d’outils de production. L’état du systeme est ’ensemble des
outils en état de fonctionnement, et la commande consiste a effectuer les réparations
des outils en panne.

Enfin les problemes de commande optimale (déterministes ou stochastiques) en
espace continu (et temps continu ou discret) résolus en discrétisant 1’équation HJB
reviennent, comme on le verra, a résoudre un probleme de commande d’une chaines
de Markov. En particulier, les problemes d’évaluation d’options financiere, d’identifi-
cation de volatilité implicite, et de gestion de portefeuille sont de cette nature.

13.1.2 Chaines de Markov et valeurs associées

Considérons un systéme dynamique dont I’état peut prendre un nombre fini ou
dénombrable de valeurs, soit 1,...,m, avec m fini ou non. Il est utile de traiter le cas
m = oo pour discuter le probleme de discrétisation de systéemes continus.

On note z* la valeur de 1’état au temps k, ot k € IN. On suppose connue la pro-
babilité Mi’; de transition de I’état ¢ au temps k, a ’état j au temps k+ 1. Autrement
dit, notant P la loi de probabilité, on a

Pt = jla* =) = ML (13.1)

257
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On supposera cette loi markovienne, c’est a dire

P =jlaf =i, 2" =idp_y,. 20 = i) = M. (13.2)
Ceci signifie que si on connait la valeur de 1’état au temps k, la connaissance des états
passés n’apporte rien pour la prédiction du futur.

La “matrice” M* = {M[:}, ot i et j varient de 1 & m, est le tableau (fini ou non)
de valeur Mz’j en ligne i et colonne j. Tous ses éléments sont positifs ou nuls, et la
somme des éléments d’une ligne vaut 1. Une telle matrice est dite stochastique.

Si m = oo, I'extension naturelle du calcul matriciel : produit de deux matrices,
produit d’une matrice avec un vecteur (vertical) a droite ou (horizontal) & gauche, et
produit de deux matrices, demande quelques précautions : il faut que les quantités en
jeu soient sommables. Plus précisément, soient ¢! et ¢°°, respectivement, ’espace des
suites sommables et bornées, dont les éléments sont indicés de 1 a m, et représentés
comme des vecteurs horizontaux (pour £!) et verticaux (pour £°°). Six € £ et v € £>°,
et si M est une matrice stochastique, on peut définir leur produit zM € ¢* et Mv € £
par

(:L'M)j = inMij; (_]\41))z = ZMijUj.
— =1

On a en effet ||[zM|; < ||z]1 et |[Mv]loo < [[v]lco- Si M et M? sont deux matrices
stochastiques, on peut définir leur produit M'M? par

m
(M*M?);5 :=> " Mj M.
k=1

Il est facile de vérifier que le produit de deux matrices stochastiques est une matrice
stochastique. On interpretera

m
{peﬁl; pi>0, i=1,....m sz:l}
i=1

comme ’espace des probabilités pour I’état du systeéme a un temps donné, et />° comme
un espace de valeurs. Cette derniére terminologie sera plus claire dans la suite.

Si I’état x* du systéme a l'instant k est connu, la loi de probabilité de z**! est
la ligne de M* d’indice x*. Si on dispose seulement d’une loi de probabilité pour z*,

notée p¥ = (p¥,...,pk), et considérée comme un vecteur horizontal, alors la loi de
probabilité de 2**1 vérifie I'équation de Kolmogorov avant
P =P k) pr ro=pM (13.3)

d’ot1 on déduit par récurrence, si la probabilité initiale est p°,

PF T p°) = p'MOM?T . MF (13.4)
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Associons maintenant & ce processus la fonction coit {cf},i=1,...,m, k € IN.
On suppose que ¢* := {cf}i:17___7m appartient a £°°, ce qui veut dire que les cotts sont
uniformément bornés en espace, et que c¢* est représenté comme un vecteur vertical.
Soit ¢ une application {1,...,m} — £°°, appelée cott final. Définissons la fonction
valeur du probleme avec état initial ¢ et instant initial £ comme

N-1
V=P (Z che+ (@) | 2 = ) (13.5)
t=k
Ici N > 0 est 'horizon, et IE représente I’espérance mathématique.

Proposition 13.1 Pour tout k =0, ..., N, la fonction valeur V¥ est bien définie et
appartient a ¢°°. De plus, la suite {V*} est solution de I’équation de récurrence de
Kolmogorov arriére

k _ .k ki k+1 _ _
{V b+ MFVEHL E=0,...,N —1, (13.6)

VN = .

Démonstration. Si z¥ a la valeur 4, alors d’aprés 1’équation de Kolmogorov avant
m
E_ k Ey k+1
Vii=¢ + § MGV,
J=1

d’ou le résultat. [ |

Considérons maintenant un probleme avec ¢ = ¢ € £ et M* = M indépendants
du temps, horizon infini, et taux d’actualisation § €]0, 1[. La valeur de ce probléme,

c’est a dire
Vi:=IE <Z BEtle n|a® = z) : (13.7)
k=0

est bien définie et appartient a £*°. En raison de I’équation de Kolmogorov avant, elle
est solution de I’équation
V=p0p(c+MV). (13.8)

Comme M est lipschitzienne de constante 1, cette équation est celle d’un opérateur
de point fixe strictement contractant et a donc une solution unique.
13.1.3 Quelques lemmes

Commencons par le rappel du théoreme de point fixe de Banach-Picard.

Lemme 13.2 Soient X un espace de Banach et C' une partie fermée de X. Soit T
un opérateur contractant de C wvers lui méme. Autrement dit, il existe ¢ € [0, 1] tel
que, sizt € C,i=1,2, alors Te* € C, i =1,2, et

|Tx? — Tz'|| < cf|? — 2. (13.9)
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Alors T a un unique point fivze x* € C (c.a.d. ’équation Tx = x a pour solution unique
x* ). De plus, quel que soit 2° € C, la suite {z*} telle que x**1 = Tz* converge vers
¥, et

lz* — 2| < |2 — 27| (13.10)

Voici un autre lemme, qui sera utile a plusieurs reprises.

Lemme 13.3 Soit M une matrice stochastique, B €]0,1[, € > 0 et w € £ tels que
w < el + Mw. Alors w < (1 — 3)"tel.

Démonstration. On a Mw < (supw)l puisque M est une matrice stochastique,
et donc w < (e 4+ fsupw)1. En conséquence, supw < e + 3 sup w, d’ott la conclusion.
|

13.1.4 Principe de Programmation dynamique

Considérons maintenant une chaine de Markov dont les probabilités de transition
M;;(u) dépendent d’une variable de commande u € U;, o U; est un ensemble quel-
conque dépendant de 1’état i (certains résultats supposeront U; métriqgue compact).
Donnons nous des coiits dépendant de u et de 1’état, soit c¥(u) : U; — IR, telle que

sup |eF (u)| < oo. (13.11)

k,i,u

On considere le probleme de minimisation du critére sur horizon fini

N-1
VF(u) = IE <Z ko) + p(xN)|z* = z) . (13.12)

=k

Ici u” est la valeur de la commande au temps k ; pour donner un sens & ce probleme,
il faut spécifier 'information dont on dispose au temps k pour choisir la valeur de
u*. Nous allons nous limiter au cas de 1’observation compléte, dans lequel 1’état z*
est connu. Ceci permet de choisir u* fonction de I'état =¥, et bien sir du temps k.
Autrement dit, on choisit une stratégie de retour d’état (feedback). Posons

On notera u; la commande adoptée (au temps k) par la stratégie de retour d’état
u € U silétat est i, et M(u) la “matrice” de terme générique M;;(u;). On considere
donc le probleme de calcul d’un retour d’état optimal

V.

7

k= ingmk(u), i=1,....,m. k=1,...,N. (13.14)
ue
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Proposition 13.4 La fonction valeur V¥, solution du probléme (5.14) avec observa-
tion compléte, est solution du principe de programmation dynamique

E_ k k k+1 . _
V; 7u1é1Lff cz(u)—i—ZMU(u)Vj , i=1,....m, k=0,...,N—1,
j

VN = .
B (13.15)
De plus, l’ensemble Uik (éventuellement vide) des commandes optimales a linstant k

lorsque =F =i est
Tk . k k k+1
Uk = argmin | ¢} () + > ME)VT (13.16)
uelU; j
Démonstration. On raisonne par récurrence. Il est clair que VY = . Fixons
k< Netiec{l,...,m}.Siz" =i, dapres ’équation de Kolmogorov arriere, le choix

de la commande u & linstant k& donne la valeur cf(u) + > Mi’gj(u)‘/}k“. On obtient

donc V¥ en prenant I'infimum de cette quantité, et une commande est optimale si elle
appartient a I’argument du minimum. De plus la quantité

IVElloo < sup | (u)]| + [V
u

est bien bornée. |

13.1.5 Problémes a horizon infini

Dans cette section, nous supposons la fonction coiit ¢(u) indépendante du temps,
de méme que la matrice de transition. Nous supposons aussi le cotit actualisé avec un
coefficient 8 €]0, 1[. Le théoréme suivant caractérise les stratégies optimales, et montre
en particulier qu’on peut se limiter aux stratégies de retour d’état stationnaires (la
commande ne dépend que de 1’état mais pas du temps).

Théoréme 13.5 (i) Dans le cas de l'observation compléte, la fonction valeur définie
par

V, .= inf [E {Zﬁk"'lcmk(ukﬂmo = z} , di=1,...,m, (13.17)

ucU
k=0

ot B €]0, 1], est solution unique de ’équation de programmation dynamique : trouver
v € IR™ tel que

v; :ﬁuiggi Ci(u)"‘zj:Mij(U)Uj , i=1,...,m. (13.18)
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(ii) Soite > 0 et uw € U une stratégie et v la valeur associée, solution de v = [(c(u)+
M (u)V'). Supposons que, pour tout i,

v; < 5711?& (@) + Z Mij(@)v; | +e. (13.19)
J

Posons €' := (1 — 3)"e. Alors la stratégie u est ' sous optimale, dans le sens ou la
valeur associée satisfait
v<V+e1 (13.20)

(iil) Supposons, pour tout i et j, U; métrique compact et les fonctions c;(u) et M;;(u)
continues. Alors il existe (au moins) une stratégie optimale.

Démonstration. a) Montrons d’abord que (5I8) posséde une solution unique.
Cette équation est de la forme v = T'v, avec

(Tw); := Buiél(gi ci(u) + Z M;;j(w)w . (13.21)
j

Comme [|[Tw||so < B(]l¢|loo + l|w|loo), T est un opérateur de £>° dans lui méme. Avec

([I27) et étant donnés w et w’ dans £°°, utilisant le fait que la somme des éléments

d’une ligne de M (u) vaut 1, il vient :

(Tw')i = (Tw)i| < 3 sup D 1M (u) (' —w);| < Bllw’ —w]loc.

i1
En conséquence, T' est une contraction de rapport 8 dans £°°. Il découle alors du
lemme que I’équation (B.I8]) a une solution unique notée v*.

b) Soit u € U une stratégie et v la valeur associée. Utilisant v* < B(c(u) + M (u)v*),
il vient v* — v < M (u)(v* — v). Le lemme assure que v* < v. Comme ceci est
vrai pour toute stratégie, on a aussi v* < V.

¢) Si (B19) est satisfait, utilisant (L27) il vient

vi — v <€+ sup BM;;(a)(v; —vj) < e+ Bsup(v —v). (13.22)
aelU;

Passant au supremum en %, on déduit sup(v — v*) < &’. Comme v* < V on en déduit
B20), d’ou (ii).

d) Montrons que V < v*, et donc V = v*. Soient w* une suite de valeurs satisfaisant
whktt = Twk, et ¢ > 0. 1 existe une suite u* de stratégies telle que w**1 > c(u¥) +
M (uF)wk — %61. Comme w* converge uniformément vers v*, apres un certain rang,
v* > c(u¥) + M(uF)v* — el. La valeur v* associé a la stratégie u* vérifiant v* =
c(u®) + M(uF)v*, on a v* —v* < M(uF)(v* — v*) + €1. Le lemme implique
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sup(vF — v*) < ¢/, donc sup(V — v*) < limsup,, sup(v® — v*) < €. Ceci étant vrai
pour tout € > 0, on obtient V < v*.

e) Montrons (iii). D’apres le point (ii), 'existence d’une stratégie optimale équivaut &
la possibilité d’atteindre, pour tout état 4, 'infimum dans (B.I8]). Pour ¢ fixé, notons
{u?} une suite minimisante. Puisque U; est métrique compact pour tout ¢, extrayant
une sous-suite si nécessaire, on peut supposer que la suite converge vers u € U;. A
tout € €]0, 1], on peut associer une partition (I,J) de {1,...,m}, telle que I est de
cardinal fini et ), , Mi;(u) > 1 — %5. Puisque I est fini, pour ¢ assez grand, on a
Yier Mij(u?) > 1 —¢, et donc ), ; Mij(u?) <e. De la

A = |limsup(c;(uf) + Z My (ud)V; — ei(m) = > Mij(1;)V;)

4 J

= |limsup Z(Mij(uq)‘/j — M;;(u)Vy)
7 jeJ
limsupz |Mij(u?) — My (@)[[|V]|eo < 2€[|V|oo
T jeJ

IN

Ceci prouve que (c(u) + M(w)V), = infucp (c(u) + M(u)V),, d'ou (iii).

13.1.6 Algorithmes numériques

Dans le cas de problemes avec horizon infini, on peut mettre en ceuvre un algo-
rithme itératif de calcul de v & partir du principe de programmation dynamique. La
méthode la plus simple est 'itérations sur les valeurs

v ue

g+l _ g ) » q -
X —ﬁlnlg cz(u)—i—ZMw(u)vj , i=1,...,m, qeIN. (13.23)
J

k

Ici v? (& ne pas confondre avec la notation v* employée dans le cas de I’horizon

fini) représente la suite formée par 1’algorithme.

Proposition 13.6 L’algorithme d’itération sur les valeurs converge vers la solution
unique v* de (BI8), et on a

07 — 0| oo < BYV° — 0" |- (13.24)

Démonstration. Soit T lopérateur construit en (5.2I). Nous avons montré (dé-
monstration du théoreme [5.5) que T est contractant de rapport 5 dans la norme du
max. L’algorithme d’itération sur les valeurs s’écrit v¢ = Tv?~ 1. On conclut avec le
lemme |
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Dans le cas assez fréquent ou 3 est proche de 1, 'algorithme d’itération sur les
valeurs peut étre tres lent. Une alternative intéressante est 1’algorithme d’itérations
sur les stratégies, ou algorithme de Howard. On fera I’hypothese suivante :

{ U est métrique compact (1 3.25)

Les fonctions ¢;(u) et M;;(u) sont continues pour tout ¢ et j.

Chaque itération de I'algorithme comporte deux étapes :
— Etant donné une stratégie u? € U, calculer la valeur v? associée, solution de
I’équation linéaire
v? = Be(u?) + M (u?)v?). (13.26)

— Calculer u9t! solution de

q+1 ; ) - q -
ul € arg min ci(u) +ZM”(u)vj , i=1,...,m. (13.27)
J

Proposition 13.7 On suppose (&28). Alors l'algorithme d’itérations sur les politi-
ques, initialisé avec une stratégie u® € U quelconque, a les propriétés suivantes :

(i) 1l est bien défini,

(ii) La suite v? décroit,

(iii) Elle vérifie ||[vItt —v*|| < Bllve—v*||, ot v* est la fonction valeur, unique solution
du principe de programmation dynamique

Démonstration. (i) Vérifions que I'algorithme est bien défini. Le systeme linéaire
(B24)) a une solution unique, car ¢’est ’équation de point fixe d’un opérateur contrac-
tant (lemme [5.2). Utilisant les arguments de la démonstration du théoréme 55, on
vérifie que le minimum dans la seconde étape est atteint en raison de (527]).

Par ailleurs, la suite v? est bornée dans £°° car la relation

[0%]loe < B(lle(u oo + M (uh)v?]loc) < B(lle(w)]lo0 + [[07]l0)

donne l'estimation

[9lloe < (1= B)" el (13.28)
(ii) Les relations (5.26) et (5.27)) impliquent
BT — 1) = c(ut™) + M (uit)ott — c(u?) — M (u)v?,

IA

c(uq'H) + M(uq+1)vq+1 _ c(uq'H) _ ]\4(uq+1)vq7
— M(uqﬂ)(vqﬂ _ vq)7

et donc v?t!t — p? < 0 d’apres le lemme 5.3

(iii) Notons 997! la valeur calculée & partir de v9, par I'itération sur les valeurs.
On sait que |99 — v*|| < B||lv? — v*||. Puisque v* < v2+1 il suffit d’établir que
paitl < i+l Or

Bfl(qurl _ @qul) _ c(u‘”l) + M(uq+1)vq+1 _ (c(u‘”l) _ M(uqul)’uq),

M (udt) (v?H — 7).
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D’apres le point (ii), v?+t! < v7; donc v?+! < g+l [

Remarque 13.8 La démonstration précédente montre que litération sur les
stratégies converge au moins aussi vite que I'itération sur les valeurs.

13.1.7 Probléemes de temps de sortie

Soit 2 une partie de {1,...,m}, et considérons une chaine de Markov (sans com-
mande) de matrice de transition M. Soit 7 le premier instant de sortie de {2 :

7 :=min{k € IN; ¥ ¢ Q}. (13.29)

Bien entendu, 7 est une variable aléatoire. On considere la fonction valeur, ou i €
{1,...,m}:

T—1
Vi:=IE <Z B ek + BT pur |2’ = z) : (13.30)

k=0

Proposition 13.9 On suppose c et ¢ dans £>°. Alors l’espérance ci-dessus est bien
définie, la fonction valeur du probléme de temps de sortie appartient aussi a €°°, et
est solution unique de l’équation

v; = ﬁ c; + ZMM’U]' s 1€ Q, (13 31)
- .
Vi = Pi, { g Q.
Démonstration. Elle est similaire a celle des propositions précédentes. |

Considérons maintenant le cas de la chaine de Markov commandée de probabilité
de transition M;;(u), avec u € U;, ensemble métrique compact, et les fonctions ¢;(u)
et M;;(u) continues. On consideére le probleme de minimisation du critére avec temps
de sortie

T—1
Vi := inf IE {Zﬂk“c(u)xk + T ppr |z = z} , (13.32)

u€eU s
dans le cas de I'observation complete.
Remarque 13.10 Si ¢ est le vecteur de coordonnées toutes égales a 1, et si ¢ est

nul, alors le critere s’interprete comme une mesure du temps de sortie. Le probleme
est alors dit & temps minimal.
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Proposition 13.11 On suppose sup, s [ci(u)| fini et ¢ borné. Alors la fonction va-
leur du probleme avec temps de sortie est solution unique de l’équation de la program-
mation dynamique

vi = inf {ei(w) + ZMij(u)vj , i€q, (13.33)
J
V; = P4, ) € Q.
Démonstration. Elle est similaire a celle des propositions précédentes. |

L’extension des algorithmes d’itérations sur les valeurs et sur les stratégies a la
situation étudiée ici ne présente pas de difficulté.

13.1.8 Problémes avec décision d’arrét

Nous étudions un probléeme de commande similaire a celui de la sous-section pré-
cédente, ajoutant la possibilité d’arrét a tout instant, avec un cott d’arrét ¥ € IR™.

Soit © une partie de {1,...,m}, et soient une chaine de Markov commandée de
matrice de transition M;;(u), avec u € U, ensemble métrique compact, et les fonctions
c(u) et M;;(u) continues. On note 7 le premier instant de sortie de 2, et 6 'instant
de décision d’arrét. Posons

1 sif<T,
X0<T =13 0 sinon ,

et adoptons une convention similaire pour xs>-. On considere le probleme de mini-
misation du critere avec temps d’arrét

ONnT—1

Vii= 125”3{ ST B () g + B X0<ruo + B X0z pur |20 = z} (13.34)
k=0

dans le cas de I'observation complete.

Remarque 13.12 Le cadre de cette section recouvre plusieurs situations intéressan-
tes : (i) ensemble Q égal & 'espace d’état, (i) U; réduit & un point pour tout ¢ : la
seule décision est d’arréter ou non, (iii) stratégie optimale pouvant étre de ne jamais
arréter le jeu.

Théoréme 13.13 On suppose sup, ¢y |ci(uw)| fini, et et  bornées. Alors la fonction
valeur V' du probléeme de temps d’arrét est solution unique du systéme

uelU;

(i) v =i, i Q.

(i) v =min |3 inf Ci(u)"’zj:Mij(u)vj Wi TEL (1335
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Démonstration. La démonstration est similaire a celle des sections précédentes;
contentons-nous de démontrer que 1’équation [0.39] a une solution unique v*. Définis-
sons 'opérateur T de IR™ dans lui méme par

(13.36)

(Tv); = min ﬂq}&g ci(u) + ZMij(u)Uj i, 1eq,
J

(Tw)i = @i, i € Q,

alors pour la norme du max, T est une contraction stricte de rapport (3, et a donc un
unique point fixe v*. Ceci établit 'existence et I'unicité de la solution de (B35). MW

Les arguments qui précedent assurent la convergence de 1’algorithme d’itérations
sur les valeurs, qui s’écrit, en reprenant les notations de (536]),

vt =T (v9), (13.37)

ou encore

(13.38)

vf“ =min | B 1&5 ci(u) + E Mij(u)vg i, e,
J

’U"]+1 = Pi, i g Q.

7

En ce qui concerne ’algorithme d’itérations sur les stratégies, on peut écrire un
algorithme de principe sous la forme suivante :
1. Choisir arbitrairement la stratégie initiale u® € .
Poser q := 0.

2. Etant donné une stratégie u? € U, calculer v? solution de

a_ (04 (u)? ; )
vl =min | < ¢i(ui) + Z M;j(u; )Uj i, 1€, (13.39)
J

vl = ¢, 1€ Q.

3. Calculer w91 solution, pour tout 4, de

AR in < ¢ Mij(u)v? 3. 13.40
Uy GargirélUrt cz(u)—i—zj: i (u)v] ( )

4. g:=q+1, aller en 1.

Nous admettons la proposition suivante, dont la démonstration, extension de celle

de la proposition [.7] utilise (T28]).

Proposition 13.14 L’algorithme ci-dessus, initialisé avec une stratégie u® € U quel-
conque, est bien défini, et forme une suite de valeurs v? décroissante, et qui vérifie
0?1 — V|| < Bllv? = V||, 00 V est solution unique de (5.35).
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13.1.9 Un algorithme implémentable

L’algorithme d’itérations sur les stratégies que nous venons de présenter nécessite
a chaque itération la résolution de l’équation non linéaire (B39), ce qui peut étre
trés couteux. Nous allons formuler un autre algorithme, itérant sur les stratégies,
dans lequel on ne résout qu'une équation linéaire a chaque itération. L’idée est, étant
donné une stratégie u?, de calculer v? solution de ’équation linéaire

vl =0 aul)+ ZMij(uf)vg , 1€el9,
j (13.41)

1(j1 = wia i€ \ I(I,

L’ensemble 19, inclus dans 2, est une prédiction des états i pour lesquels la contrainte

v; < 1; nest pas active a Poptimum. Cette prédiction est mise a jour a chaque

itération. Ceci conduit a ’algorithme suivant :

1. Choisir arbitrairement la stratégie initiale u® € .
Calculer 9° solution de I’équation linéaire

o) =B [ ci(ud) + > Mi;(w))e) |, i€, (13.42)

Calculer v° comme suit :

0 . /\O .
v, = min(9;,;), i€, 13.43
{8ia i 0 (1343)
Poser ¢ := 0 et

I°:={ieQ o) <y} (13.44)

2. Faire q := ¢ + 1. Calculer u? solution de

q i ) . q—1 -
ui € arg min ci(u) + zj: M;j(u)v] , i=1,...,m. (13.45)
3. Poser
I9:=17108i e B a(ud)+ ) Miwho? ™| < p. (13.46)
J

4. Calculer v9, solution de I’équation linéaire (5.41]).
Aller en 2.
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Proposition 13.15 L’algorithme ci-dessus forme une suite de valeurs v? décroissant
vers la solution unique V' de (B.35]).

Démonstration. a) Montrons la décroissance de v9. S’il n’en est pas ainsi, soient
g € IN et i € Q tels que vf“ —v! > 0. Etant donné ¢ > 0, on peut supposer que
(vIT —v7); > sup; (07! —v9); —e. Par ailleurs, i € 177! (sinon v et v? sont égaux
a 1);). Donc

v =5 @)+ My (et ) (13.47)

J

Posons w := v9+! — v, et distinguons deux cas. Si i € 19, alors
vi=p01cul)+ ZMM(U?)U? , (13.48)
J

et donc avec (5.45)

w; B i) + Z Mij(ugﬂ)v?“ —ci(uf) — Z M (uf)v] |
J ! (13.49)

B3 My (urtyw; | < Blwi +e)
J

IN

ce qui donne la contradiction recherchée pour € > 0 assez petit.
Si, au contraire, i € I4, alors v{ = 1; et, par définition de 19! on a

B eiui™) + ZMij(u?H)U? < =] (13.50)
J

Donc

Wi

B e+ Myl it | =,
i

B (ca(ui™) + 32, My ()l = ca(l ™) = 3, M 0ef)
(13.51)

IN

ce qui permet de conclure de la méme maniere.

b) On peut montrer, par des arguments déja employés, que la suite v? est bornée.
Puisqu’elle est décroissante, elle converge vers une valeur 0. De méme, 1? étant crois-
sant, converge vers un certain I*. Enfin par compacité on a la convergence de u? vers
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4 € U pour une sous suite. Passant a la limite dans (IBEJ)EI, il vient

o5 = 8 (i) + X, Mis @)y ), i€l
@i = Yi, i g Q.

De plus la décroissance de v? implique
0 <y, 1€ T7, (13.53)

et le passage a la limite dans (.46) donne
B\ eilds) + Y Mij(ag)o; | >, i€ Q\I" (13.54)
J

Les trois relations ci-dessus impliquent que ¢ est solution de (.35]), donc est égale a
la fonction valeur V. [ ]

Remarque 13.16 L’algorithme présenté dans cette section peut s’avérer lent si la
mise a jour de ’ensemble 17 n’est pas assez efficace. On peut y remédier, soit en intro-
duisant quelques itérations sur les valeurs (peu cofiteuses, comparées & la résolution
du systeme ([2.42)), soit en s’inspirant des algorithmes de résolution de problemes de
complémentarité linéaire, par exemple ceux basés sur les points intérieurs.

13.2 Problemes en temps et espace continus

13.2.1 Position du probleme

Etudions le probleme de commande optimale stochastique

Min IE /0 0y (), u())e Nt
(Pz) dy(t) = F(y(t), u(t)dt + o(y(t), u())dw, u(t) €U, te 0,00,

Yo = .

Dans ce probleme nous retrouvons les ingrédients du probleme de commande optimale
déterministe : le taux d’actualisation A > 0, les fonctions ¢ : IR" x R™ — IR et
f+ R" x R™ — IR", tandis qu’apparaissent o(-,-), application de R"™ x IR™ vers
I'espace des matrices de taille n X 7, et w, brownien standard de dimension r. On
suppose dans la suite ¢, f et o lipschitziens et bornés.

IPar des arguments similaires & ceux employés dans la démonstration du théoreme [F5(iii).
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Rappelons qu’un mouvement brownien standard (scalaire) sur I'intervalle de temps
IR est une variable aléatoire IR, — IR telle que (i) ses accroissements sont indépen-
dants, (ii) w(0) est gaussien de moyenne nulle, et (iii) si 0 < s < ¢t < oo, alors
w(t) — w(s) est gaussien de moyenne nulle et variance t — s. Un brownien standard
de dimension r est un vecteur aléatoire dont les composantes sont des mouvement
brownien standard scalaires indépendants.

L’étude de ce probleme comporte deux phases : I'analyse mathématique, qui con-
duit a une équation HJB avec un opérateur différentiel du second ordre, et 'analyse
numérique de cette équation HJB. Nous allons commencer par présenter une version
en temps discret du probleéme, qui permettra une dérivation formelle de I’équation
HIB.

13.2.2 Probléme discrétisé en temps

Soit hg > 0 le pas de temps. Considérons le probleme de commande optimale
stochastique en temps discret et espace continu :

Min [E {ho D (14 M) F ey, uk)} i
k=0

(Plo)
Yk+1 = Yk + hof (Y, ur) + Vho o(yk, u) dwy, up € U, k€ IN;

Yo = .

Ici dwy € IR™ est un vecteur aléatoire dont les coordonnées sont des tirages indépen-
dants de +1 avec probabilités égales, donc de moyenne nulle et variance unité. Le
terme /hg fait que, pour hg assez petit, si la ieme ligne de o (yx, ux) n’est pas nulle,
alors I’essentiel de la variation de la iéme composante de 1’état est due au bruit. Par
ailleurs si 0 < s <t < 00, s = kghg et t = k1hg, alors Zﬁ;_ki dwy, est une variable de
moyenne nulle et variance ¢t — s, ce qui est cohérent avec le probleme continu.

A la différence du cas déterministe, il faut préciser quelle information est disponible
quand on prend la décision u* & l'instant k. Par exemple, si les tirages sont connus
d’avance, on se retrouve dans une situation déterministe. En général le tirage dwy
n’est pas déterminé jusqu’a l'instant k + 1; I'information sur ce tirage et sur I’état yy,
peut étre totale, partielle ou nulle. Il y a donc une variété de situations possibles.

Dans la suite nous supposerons que la décision uy se fait en connaissant 1’état vy,
mais pas les tirages dw;, pour i > k : c’est le cas dit de I'observation compléte. Compte
tenu de l'invariance en temps du probleme, ceci conduit & chercher une commande
sous forme de retour d’état. Autrement dit I’ensemble I/ des commandes admissibles
est celui des applications u = u(y) de IR"™ vers U. A u € U est associé un cotit V0 (x, u)
vérifiant la relation suivante (noter que 'espérance ci-dessous se réduit a la somme
de deux termes)

Vo (2,u) = (1 + Ahg) ™! (hoe(x, w) + B (V(x + hof (z,u) + Vhoo(z, u)&wo))) .
(13.55)
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On pose

Vho(z) = 1I€1fU Vho (2, u). (13.56)

Le principe de programmation dynamique s’écrit

V(@) = (1+ Mho) ™" inf {hoe(x, w) + E (V(x + hof(z,u) + /oo, u)awo))} :
(13.57)

Supposons V" de classe C?, et de dérivée seconde uniformément bornées sur IR™,
uniformément par rapport & hg assez petit. Alors

A = Vho(x+ hof(x,u) + Vhoo(z,u)dwp),
= VM(z) 4+ hoDV"(2)f(x,u) + VRo DV (z)o (2, u)dwo (13.58)
+1ho D2V (z)(o(z, u)dwo, oz, u)dwo) + o(ho).

Si A est une matrice n x n et z € IR", on a z' Az = trace Azz'. Utilisant cette
relation, il vient

DV (z)(o(x,u)dwy, o(z, u)dwy) = trace (D*V" (z)o(z, u)dwodwy o(z,u) ") .
(13.59)
Posons
a(z,u) == so(z,u)o(z,u)". (13.60)
La matrice n X n a(x,u) est symétrique et semi définie positive. Puisque w est de
moyenne nulle et variance unité, on a, avec la relation précédente :

E(A) = V' (x) + hgDV™ (2) f(z,u) + ho trace (DQVhO (z)a(z,u)) + o(ho). (13.61)

Noter que

n

trace (D*V"°(2)a(z,u)) = Z aij(z,u)D?  Vho(z). (13.62)

Tl

i,j=1

Introduisons le hamiltonien H :
H (2,,@) = inf {0(z,u) +p- [, 0) + trace(a(z, w)Q)}. (13.63)

Ici p € IR et @ est une matrice symétrique n X n. L’exposant ¢ fait réference au
terme du deuxieéme ordre qui fait la différence avec le cas déterministe, voir (3.15]).
Combinant avec le principe de programmation dynamique (557), il vient :

AVho () = HO (z, DV (x), D2V (2)) + o(1). (13.64)

Passant a la limite quand hg | 0, on obtient formellement ’équation HJB du probleme

en temps continu :
NV (z) = H° (z, DV (2), D*V (x)), (13.65)

ou encore

AV (z) = JIGIE {€(z,u) + f(z,u) - DV (z) + trace(a(z, u)D*V (z))} . (13.66)
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Lorsque o(z,u) est identiquement nul, on retrouve bien ’équation HIB (8:23)) du cas
déterministe (avec ici C' = 0).

Dans le cas d’un probleme avec horizon fini T et sans terme d’actualisation,
une discussion analogue & celle de ’horizon infini permet d’obtenir une équation de
Hamilton-Jacobi-Bellman du probléme continu, dont est solution la fonction valeur
en temps rétrograde

W(z,s) :=V(x, T — s).

Cette équation s’écrit :

DW (z,t) = H°(z, D,W (z,t), D2, W (x,t)), (x,t) € R"x]0,T], (13.67)
W(z,0) = o(x), Ve lR", '
ou encore

DW (z,t) = infyey {{(z,u) + f(z,u) - DW (z,t) + trace(a(z,u) D?*W (z,t))},
(z,t) € R™x]0, T,
W(x,0) = o(x), VzelR"
(13.68)
Nous allons étudier la résolution numérique de cette équation par des schémas aux
différences finies, en commencant par le cas d’un état scalaire.

13.2.3 Schémas monotones : dimension 1

On note hg, hi, etc les pas de discrétisation en temps et suivants les variables
d’espace x1, etc. Nous discutons les schémas de résolution de problemes a horizon
infini. Présentons une extension, en dimension un, de l'algorithme décentré, dans
lequel on approxime la dérivée seconde en espace (suivant la direction de z;) par
(deé-C - Dgwf)/hi, soit la différence divisée centrée

1
—z(fw;?_|r1 — Qw;? + w;-“_l).

hl

Le schéma décentré (analogue de celui du cas déterministe, exposé en section 2]
s’écrit alors

2,0, .k ._
D wj =

ha
+a(zj,u)

_ Vir1 — v Vi1 — U
Avj = inf {g(xjau)'i_f(xjvu)JrM+|f(xjvu)|M
uelU hl
Vj+1 = 205 + U1
hi
Introduisons un pas de temps fictif hg > 0, par lequel on multiplie I’équation ci-

dessus. Ajoutant v; a chaque membre, et ordonnant les expressions suivant vj_1, vj41
et v;41, on obtient I’expression équivalente

} | (13.69)

. ho ho
Avj = JlelfU {hoﬁ(xj,u) + (1 - h—1|f(a:],u)| - 2h—%a(a:j,u)> vj

h h h h
+ (2 f(gu) | + galzy,u) ) vt + | flag,u)g + galzy,u) ) v o
h1 h{ hy hi
(13.70)
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On pose

[fllso:="sup |f(z,u)l; llallec:= sup la(z,u)|. (13.71)
(z,u)eRxU (z,u)eRxU

Proposition 13.17 (i) Le schéma (5.69) posséde une solution unique, telle que
[vlloe < A7H1€] o (13.72)
(ii) Si hg vérifie la condition de stabilité

2hg

?HaH? <1, (13.73)
1

ho
h_1||f||oo+

alors (B00) est une équation de point fize contractant pour la norme uniforme, de
rapport de contraction (1 + Aho) L.

Démonstration. La démonstration est semblable a celle de la proposition La
condition de stabilité assure que, dans la formule (5.70), les poids de v; et v;+1 sont
positif, ce qui permet d’établir que c’est une équation de point fixe contractant et
d’obtenir 'estimation (B.72). [ ]

Remarque 13.18 Le terme dominant dans la condition de stabilité est lié & f si hy
est grand par rapport & 2||a||o/||f|lco (discrétisation spatiale grossiere), et au terme
de diffusion si hy est grand par rapport a 2||a||o/|| f|lco (discrétisation spatiale fine).
Dans ce dernier cas, le pas de temps maximum respectant la condition de stabilité est
de 'ordre de 2h?/||al|s, donc beaucoup plus petit que dans le cas déterministe (ou il

vat by /[ flo0)-

Remarque 13.19 La condition de stabilité assure la positivité des poids de v; et
vjx1 dans (L70), ce qui permet de reconnaitre dans cette expression le principe de
programmation dynamique du probléeme de commande d’une chaine de Markov dont
les probabilités de transition sont précisément les poids de v; et vj41.

Remarque 13.20 L’étude de la convergence de ce schéma est trop complexe pour
étre traitée ici. On se reportera aux notes de fin de chapitre.

Dans le cas de dimension d’espace supérieure a 1, on sait seulement donner des
réponses particlles au probleme de discrétisation par différence finie de 1’équation
HJB. Nous allons poser le probleme et établir quelques résultats.
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13.2.4 Différences finies classiques

Nous abordons I'études des schémas de différences finies en dimension d’espace
n > 1. Notons D; les dérivées par rapport a x;, et adoptons le méme type de convention
pour les dérivées d’ordre supérieur. Pour approcher D;; on utilise encore la formule

centrée
D20y, ~ Ujte; — 205 +Vj—,
iilVj ~ 72 :
i

Pour alléger les formules il convient de noter 4, d+ ;4%, etc les opérateurs de trans-
lation de + une coordonnée dans la direction i, k, etc; ainsi

0i0j = Vjteis  0i,—kVj = Vjtei—ex-
Avec cette notation 'approximation de D;; est

0; — 200 + 0_;

2~
Dj; =~ 02
i

Pour le calcul des dérivées croisées (i # j), plusieurs choix sont possibles. Par exemple,
utilisant le développement, pour ® régulier,

O(z + hie; + hyer) =  @(x) + DO(x)(hie; + hier)+
1D2®(z)((hie; + her), (hie; + hyer)) + o(h? + hi),
(13.74)
et procédant de méme pour ®(x + h;e;) et ®(z + hyey), on déduit le choix

ik + 60 — 8 — g
hihg ’

2
Dik ~

qui fait intervenir les quatre points du “rectangle en haut a droite”. On peut écrire
une formule similaire faisant intervenir les points du rectangle opposé :

0—i—k +00— 06—y — 0

D? =~
ik hihk

Il est classique de centrer ’estimation en prenant la moyenne des deux, ce qui donne

5i,k + (571"7]@ + 200 —0; — 0 —O0_; — 0_g

D? ~
ik 2hihy

(13.75)

Mais on peut aussi bien faire intervenir les estimations basées sur les deux autres
rectangles :

D2 ~ 0 + 0k + 0 + 0k — 04—k — 0—i .k — 200

ik 2hihy, '

Le point important est que ces deux formules font apparaitre les points d+; + avec

(13.76)

des poids positifs dans le premier cas, et négatifs dans le second. Soit D*% la matrice
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—1/2 I 1/2
\

1/2 L ~1/2

F1G. 13.1 — Poids de 'approximation de Dj; : cas a;; > 0
n X n d’opérateurs aux différences définie par
6; — 200+ 6_; ..
— 2 sii=k,

Oik + 57;1,—k +200 — 0y — 0k — 60— — O—p

Dt = 2h;h
0; +0p+0_; + 0k o &7,]@ — (5,“9 — 209
2h;hy,

sinon.

si aik(x,u) >0,

Pour les termes du premier ordre, on reprend le principe du décentrage exposé dans
le cas de la commande optimale déterministe : & (, u), associons D) € IR™ défini

par 1

Vite, — Vs
Jtei J .
o T si fi(z,u) >0,
ni(T,w) _ 7
D o Vj — Uj—e; .
-7 sinon.
h;

Considérons le schéma discret

n
Avj = min § £, u) + f(wg,u) - DT s+ Y 7 ag(wg,u) Dt

ik=1

(13.77)

(13.78)

Multipliant I’équation par un pas de temps fictif kg, ajoutant v; a chaque membre,
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et réordonnant les expressions, il vient (utilisant la symétrie de a) :

v = gféllrjl {hol(xj,u)

+ 1_2 |fz$j, 2Zh2|amxm |+Zhh |aik(zj,u)| | v;

i=1

n
ho
+; h_i|fi(x]’ ) |+ a’“ (E], Zhh |a‘1k Tj, U )| Vj—e;

h ho
+Z —9fi(xj,u)+ + Qam (25, u Z |aik (), w)| | vite,
— \ h; h; pary hi; h

ho
+ Z hihg [aik (xja )+(’Uj+ei+ek + Uj—ei—ek) + |a/ik(xj7u)—|(vj+ei—ek + Uj_ei"l‘ek)]} :

i>k
(13.79)
On peut introduire une mise a ’échelle de f et a :
i, u) = fz(}a;, u); a?j(m,u) = %ﬁz}w; (13.80)

d’ou I'expression équivalente

(14 Aho)v; = min{ho Lxj,u)

+ 1_hOZ|f x]a |_2hOZ|am x]? |+hOZ|a’zk x]v Uj

i#k
n
h
+ho Z |fz (xj’ ) | + Cl“ xj’ Z |azk Lj, U Vj—e;
i=1 k#i
+h0 Z f x]? )+ + a” Zj, U Z |a‘zk Zj, U Vjte;
i=1 k#i

+ho Z [a‘zhk (xja U)Jr(UjJreiJrek + vjfeifek) + |a’?k(xjv u)*|(vj+6i*€k + vjfeﬂrek)] } :
i>k
(13.81)

Proposition 13.21 On suppose que les pas d’espace hy,...,h, sont tels que, pour
tout (z,u) € IR x U, la matrice de terme général a? (z,u) est diagonale dominante.
Alors

(i) Le schéma [BX8) posséde une solution unique v, telle que

[Vlloo < A7[¢]loc. (13.82)
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(ii) Si hg vérifie la condition de stabilité

h Z|f1 ), u +Z olaii( xj, |_Z|aikh(f”]i‘;“)| <1, (13.83)

ki

alors (BXQ) est une équation de point fize contractant pour la norme uniforme, de
rapport de contraction (1 + \hg) ™!

Démonstration. La démonstration est une extension simple de celle de cas mono-
dimensionnel (proposition B.17). [

Quand h tend vers 0 de maniere a respecter la condition de diagonale dominante de
a”, on obtient la convergence des valeurs discrétes vers la valeur du probleme continu :
voir [40]. La théorie des solutions de viscosité joue 1a encore un réle important.

Cependant I'hypothése de diagonale dominance de a”(z,u) est trés restrictive.
Nous allons présenter une approche permettant, dans une certaine mesure, de s’en

affranchir.

13.2.5 Différences finies généralisées

Dans cette approche, qui généralise la méthode usuelle de différences finies pré-
sentée dans la section précédente, le point de départ est ’approximation de la dérivée
seconde de la fonction valeur suivant une direction quelconque. Soit ® : R" — IR
de classe C?. La dérivée seconde de ® en z € IR" dans la direction d € IR™ est par
définition la quantité

D*® =Y DI, ®(z)didy.

n
i,k=1

11 vient avec la formule de Taylor

D?*®(z)(d,d) = lim O(x +td) — 20(x) + ®(z — td)
’ 10 - .

En particulier, étant donné £ € Z™, notons
Ag® = O(xjr¢) — 20(z;) + P(zj—¢)-
Il vient, pour tout j € Z",
Ac®(z;) Z hihi&ir D2, ®(x;) + o(|[h]%). (13.84)
i,k=1

Ainsi on peut approcher la courbure de ®, suivant une direction égale a la différence
entre deux points de la grille discrete, par une combinaison des valeurs de ® en trois
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points de la grille. On peut alors se poser le probleme d’approcher la partie principale
(du second ordre) de lopérateur différentiel de I’équation HJB par une combinaison
de tels termes. Il s’agit de trouver des coefficients o . tels que :

Za}ﬁg Z hihkfikaiixkq)(xj) = Z aik(l‘j,u)Diixk@(l‘j). (13.85)

n
ces ik=1 ik=1

Ici S est une partie finie de Z™, qui représente (& la translation j pres) les coor-
données des points entrant dans le schéma. Nous verrons qu’il convient de prendre les
coefficients o positifs pour obtenir la monotonie du schéma. La relation BERE) est
satisfaite pour toute fonction ® ssi

Z aj ¢hihik&iéy = aii(z5,u), pour tout ¢, k=14 n, (13.86)
£es
ou encore
Za}‘,f&—r = a"(x;,u). (13.87)
£es

Le schéma correspondant (de discrétisation de I’équation HIB) est

Avj = JlelfU Uz, u) + fzj,u) - DTEWy; ZO‘?,EAEUJ , jezZ™. (13.88)
£es

Définition 13.22 On dira que le schéma ([B88) est fortement consistant si (B.87) est
satisfait.

Nous étudierons dans la section suivante comment vérifier la condition de consis-
tance.

Remarque 13.23 La relation (0.87) permet une estimation de la taille des coeffi-
cients. En effet, puisque ¢ a des coordonnées entieres, la matrice ££7 a des éléments
diagonaux supérieurs ou égaux a un. Un schéma fortement consistant satisfait donc

Z o < trace a”(z;,u) = O((irilf hi)~2). (13.89)
£es

La forme de point fixe correspondante est (comme toujours) obtenue en multipliant
la relation (G.88)) par un pas de temps fictif hg, puis en ajoutant v; & chaque membre,
et enfin en divisant par 1+ hoA. Reprenant la notation f" définie en (5.80), on obtient
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Pexpression suivante, & comparer & (€23 dans le cas déterministe :

v; = (1+ M) ™? ;25 hol(zj,u)+ [ 1—ho Z |l (xy,u)| — 2ho Za}fs v;
i=1 ces

n n
+ho > @)1 vgre +ho D (@) < [vj e, +ho Y ale(vj—¢ + vjpe)
i=1 i=1 €es
(13.90)
Comme dans le cas déterministe, il apparait que le membre de droite représente une
application contractante, de constante (1 + Ahg) ™!, si le coefficient de v; est positif,
ce qui est assuré si la condition de stabilité suivante est satisfaite :

— il
h E —~— 42 sup E al <1 13.91
0 P h; €z uel \ (5 it ( )

On peut combiner cette relation avec (5.89) pour en déduire une estimation du pas
de temps : hg = O((inf; h;)~?).

13.2.6 Analyse de la condition de consistance forte

La condition de consistance forte (5.87) revient, puisque les coefficients o ¢ doivent
étre positifs, a vérifier que ah(xj, u) appartient au cone engendré par l'ensemble
{£€T;¢ € S}. Nous allons caractériser ce cone dans quelques situations simples. Pour
cela, quelques définitions s’imposent.

Définition 13.24 Soit ¢ € IN, ¢ > 0. (i) On dit que C' C IR? est un cdne si, pour
tout t > 0 et ¢ € C, on a tc € C. (ii) Soient ¢1,...,¢, dans IR?. On appelle cone
convexe C engendré par cq,...,c. ’ensemble des combinaisons linéaires positives de
Cly...,¢r. On dit que ¢q,..., ¢, est un générateur de C. (iii) On appelle générateur
minimal de C' un générateur de C ne contenant pas strictement un générateur de C.

Définition 13.25 Soit C un cone convexe fermé de IR?. On appelle cone polaire de
C T'ensemble

Ct:={yecR% y-2>0, pourtout =€ C}. (13.92)

C’est un cone convexe fermé.

Voici un résultat important d’analyse convexe, que nous admettrons (voir par
exemple [48]).

Proposition 13.26 Soit C' un cone convexe fermé. Alors (i) il coincide avec son
cone bipolaire (CT)*, (ii) Si C' a un générateur fini, il en est de méme pour C+.
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Il résulte de cette proposition que, si C' est un cone convexe fermé de générateur

fini, et il existe donc un générateur fini cj,..., ¢}, du cone polaire, alors C est ca-
ractérisé par les inégalités linéaires en nombre fini
C={zxeR% c¢f-2>0, i=1,...,r"} (13.93)

On notera C(S) le cone engendré par les {£€7, ¢ € S}. Considérons le cas ot S est
de la forme S, avec

n

= {5 e{-1,0,1}">_ Il <p}. (13.94)
i=1

Autrement dit, on considere les transitions vers les points dont les coordonnées diffe-

rent d’au plus 1 (les voisins immeédiats), avec au plus p coordonnées différentes.

Proposition 13.27 On a les caractérisations suivantes :

(i) Pour tout n > 0, C(S]") est l’ensemble des matrices diagonales semi définies
positives.

(ii) Pour tout n > 0, C(Sy) est Uensemble des matrices symétriques a diagonale
dominante :

C(S3) = AeM™ ™ A=AT; Ay > |Ayl ¢ (13.95)
i
(iii) A € C(83) si et seulement si,elle est symétrique et, pour tout i,j dans 1,...,n

et p, q¢ dans {0,1} :

Au Z |Aij|a
Vi, 2 Ghaws comapraonpona, (13.96)

Démonstration. Si ¢ a une seule coordonnée non nulle j, alors la matrice ££"
a pour seule coordonnée non nulle (j,7). On en déduit facilement (i). Si £ a deux
coordonnées non nulles, de valeur +1, il est clair que £¢7 est diagonale dominante.
Comme 'ensemble des matrices diagonale dominantes est un cone, ceci prouve que
C(8y) est inclus dans l'ensemble des matrices diagonale dominantes. Inversement,
on peut décomposer toute matrice diagonale dominante A en combinaison linéaire
positive de matrices du type €67 ou € a au plus deux coordonnées non nulles de la
maniere suivante :

A = Z Aijlei +ej)(ei +ej)’ Z Aijle; —ej)(e; —ej) +
A7%o Ao
(13.97)
S Au= D141 ] el
i j#i

d’ott (ii). Enfin le point (iii) résulte de 'analyse de [I5]. [
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Remarque 13.28 Une des questions ouvertes est le calcul rapide des coefficients
a ¢. Pour la dimension 2 le probleme est traité dans [14].

13.3 Notes

La commande optimale de chaines de Markov est discutée dans J.P. Quadrat [49)].
E. Altman [5] étudie les problémes avec contraintes en espérance. Le cas ergodique
fait 'objet d’un chapitre de H.J. Kushner et P.G. Dupuis [40].

W. H. Fleming et R. Rishel [28] donnent une introduction générale & la théorie
de la commande optimale déterministe et stochastique. L’approche par solutions de
viscosité est introduite dans P.L. Lions [45] ; on en trouvera une synthese dans W.H.
Fleming et H.M. Soner [29]. J.L. Lions et A. Bensoussan [44] présentent ’approche de
la commande stochastique par les techniques variationnelles d’équations aux dérivés
partielles.

Les méthodes numériques pour la commande stochastique sont exposées dans
H.J. Kushner et P.G. Dupuis [40]. On y trouvera en particulier une discussion d’une
méthode d’approximation par chaine de Markov qui inclut les différences finies gé-
néralisées. Pour les problemes de tres grande taille il peut étre utile d’employer des
méthodes multigrille, voir M. Akian [2]. De nombreuses méthodes numériques, dans
un cadre de problemes de finance, sont exposées dans L.C.G. Rogers et D. Talay [50].
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