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Prof.: Joaqúın Fontbona
Aux.: M.Clara Fittipaldi, Gonzalo Mena.

P.I (50%) Caracterización de Lévy del moviemento Browniano

Def.: Sea (Ω,F ,Ft,P) espacio de probabilidad filtrado satisfaciendo las condiciones ha-
bituales. Decimos que un proceso B = (Bt, t ≥ 0) a valores en R es un Ft−movimiento
Browniano si

i) B es adaptado y continuo, con B0 = 0,

ii) B tiene incrementos estacionarios, con Bt ∼ N (0, t), y

iii) Para todo t, s ≥ 0
Bt+s −Bt es independiente de Ft.

Un proceso B = (B
(1)
t , . . . , B

(d)
t )t≥0 es un Ft−movimiento Browniano d−dimensional si

para cada i, B(i) es un Ft−movimiento Browniano, y (B(1), . . . , B(d)) son procesos inde-
pendientes.

a) (0.5) Muestre que un Ft−movimiento Browniano unidimensionalWt es un movimiento
Browniano (en el sentido habitual). Muestre también que si Wt es un movimiento
Browniano unidimensional standar y FWt su filtración natural, entonces Wt es un
FWt −movimiento Browniano.

El objetivo de este problema es probar el siguiente resultado, que se vió en clase auxiliar
para el caso d = 1:

Teorema (Lévy). Sean B
(1)
t , . . . , B

(d)
t , d martingalas locales continuas c/r a la filtración

Ft, todas ellas nulas en 0. Entonces B = (B
(1)
t , . . . , B

(d)
t )t≥0 es un Ft−movimiento Brow-

niano d−dimensional ssi
(∗) 〈B(i), B(j)〉t = δi,jt

para todo i, j = 1, . . . d.

b) (0.5) Verifique que la condición (*) es necesaria.

c) (2.0) Sea λ = (λ1, · · · , λd) ∈ Rd. Denotando por u · v el producto punto en Rd y por

‖v‖ la norma euclideana, muestre que Mt := exp{iλ ·Bt+ ‖λ‖
2

2 t} es una Ft-martingala
local (es decir, Re(M) y Im(M) son martingalas), y que es acotada (por constantes
deterministas) en intervalos finitos. Deduzca que para todos t, s ≥ 0,

E(exp{iλ · (Bt+s −Bt)}|Ft) = exp{−‖λ‖
2

2
s}.

Ind.: Escriba Mt = f1(t, B
(1)
t , . . . , B

(d)
t )+ if2(t, B

(1)
t , . . . , B

(d)
t ) para f1, f2 apropiadas.

Explique por qué Re(M) y Im(M) son semimartingalas y explicite sus descomposi-
ciones. Si lo desea puede trabajar también con la función f := f1 + if2 (sin separar
las componentes real e imaginaria).



d) (2.0) Sean t ≥ 0, A ∈ Ft un conjunto de medida P no nula, y P̃A la medida de

probabilidad absolutamente continua c/r a P definida por dP̃A
dP = 1A

P(A) .

Sea µA,t,s la ley en Rd del vector aleatorio (Bt+s − Bt) bajo P̃A (es decir, para todo
Boreliano C de Rd, µA,t,s(C) := P̃A(Bt+s − Bt ∈ C) ). Encuentre la función carac-
teŕıstica de µA,t,s, explicite dicha ley y verifique que ella es la misma para cualquier
t ≥ 0 y A ∈ Ft.
Deduzca que para cualesquiera Borelianos Cj , j = 1 . . . d en R, se tiene

P
(
{(B(1)

t+s −B
(1)
t ) ∈ C1, . . . , (B

(d)
t+s −B

(d)
t ) ∈ Cd} ∩A

)
= µΩ,0,s(C1 × · · · × Cd)P(A)

y tomando en la igualdad anterior conjuntos e instantes de tiempo adecuados, muestre
que la expresión es también igual a

P
(
B(1)
s ∈ C1

)
· · ·P

(
B(d)
s ∈ Cd

)
P(A).

Con todo esto concluya la demostración del teorema mostrando que se tienen las
relaciones de independencia y e igualdades en ley requeridas.

e) (1.0) Sean X,Y dos movimientos Brownianos reales independientes definidos en cierto
espacio de probabilidad (completo), y θs un proceso progresivo c/r a la filtración
completada generada por (X,Y ).

Pruebe que

Wt :=

∫ t

0
cos(θs)dXs +

∫ t

0
sin(θs)dYs y

W ′t :=

∫ t

0
sin(θs)dXs −

∫ t

0
cos(θs)dYs

son dos movimientos Brownianos unidemensionales independientes.

P.II (25%) Sobre el conjunto de 0’s del movimiento Browniano

Sea (Wt) M.B. unidimensional standard definido en un espacio de probabilidad (Ω,F ,P).
Para t ≥ 0 se define βt(ω) := inf{s > t : Ws(ω) = 0}.

a) Muestre que para cada t ≥ 0 se tiene para P- casi todo ω que

inf{s > βt(ω) : Ws(ω) = 0} = βt(ω) + inf{s > 0 : Ws+βt(ω)(ω)−Wβt(ω)(ω) = 0}.

Muestre también que β0(ω) = 0 para P- casi todo ω y deduzca que

ββt(ω)(ω) = βt(ω), P c.s.

b) Usando la anterior, muestre que para 0 ≤ a < b <∞ dados, el conjunto

{ω ∈ Ω : existe uno y sólo un s ∈ (a, b) t.q. Ws(ω) = 0}

es despreciable. Describa el evento Γ := {ω ∈ Ω : {t ≥ 0 : Wt(ω) = 0} tiene puntos aislados }
en base a conjuntos como el anterior, para a, b′s en un conjunto apropiado de números
reales, y concluya que P(Γ) = 0.
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P.III (25%) Representación probabilista de la solución del problema de Dirichlet

Sea D ⊂ Rd abierto. El objetivo de esta pregunta es mostrar, bajo ciertas condiciones, que
la solución clásica u del problema de Dirichlet (PD):

4u(x) = 0 x ∈ D ;

u(x) = f(x) x ∈ ∂D ;

donde f : ∂D → R es una función continua acotada dada, se puede escribir como la
esperanza de un funcional del movimiento Browniano en Rd.
Sea W = (W

(1)
t , . . . ,W

(d)
t )t≥0 M.B. standard en Rd (es decir, cada B(j) es M.B. standard en

R y (W (1), . . . ,W (d)) son independientes) definido en un espacio de probabilidad (Ω,F ,P).
Dado a ∈ Rd, se denotan respectivamente por Pa y Ea la medida de probabilidad en (Ω,F) y
la esperanza asociada al “M.B. W partiendo de a”. Es decir, para cada F : C([0,∞),Rd)→
R medible acotada, Ea(F (Wt, t ≥ 0)) = E(F (Wt + a, t ≥ 0)). En particular, se tiene
Pa(W0 = a) = P(W0 + a = a) = 1.

Finalmente, para cada Boreliano F ⊂ Rd, denotamos

τF := inf{s > 0 : Ws ∈ F c}.

Se probará el siguiente

Teorema Supongamos que para todo a ∈ D se tiene

Pa(τD <∞) = 1

y que u ∈ C(D) ∩ C2(D) es una solución acotada de (PD). Entonces,

u(x) = Ex(f(WτD)) ∀x ∈ D.

a) Sea Dn := {x ∈ D : infy∈∂D ‖x− y‖ > 1/n}. Muestre que

u(Wt∧τDn∧τB(0,n)
) = u(W0) +

d∑
j=1

∫ t∧τDn∧τB(0,n)

0

∂u

∂xj
(Ws) dW

(j)
s , t ∈ [0,∞).

Ind.: Notar que en general u 6∈ C2(D), pero se puede construir ũ ∈ C2(Rd) tal que
ũ = u en Dn (no se pide hacer esto último expĺıcitamente).

b) Pruebe que para cada a ∈ Rd y j = 1, . . . , d, el proceso
∫ t∧τDn∧τB(0,n)

0
∂u
∂xj

(Ws) dW
(j)
s

es una Pa-martingala con respecto a la filtración natural de (Wt)t≥0, con valor inicial
0.

c) Deduzca que para todo t ≥ 0 y n ∈ N\{0} se tiene u(x) = Ex(u(Wt∧τDn∧τB(0,n)
) y

concluya el resultado deseado.

d) Proponga una representación análoga para una solución u ∈ C(D) ∩ C2(D) acotada
del problema no homogéneo

4u(x) = g(x) x ∈ D ;

u(x) = f(x) x ∈ ∂D ;

donde g : D → R es una función continua acotada. Justifique por qué espera que
dicha representación sea válida (no se pide dar la demostración completa).
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Nota: sea conciso. No necesita reescribir completamente demostraciones ya hechas en
clases si entiende aquellos argumentos que pueden ser usados y es capaz de resumirlos en
palabras.

3:30 hrs.
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