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i) Supongamos que a,, > 0 y que la serie de potencias anx™ tiene radio de convergencia 1.
g y g

n>0
Pruebe que
lim E apz” = E an,
z /1
n>0 n>0

(ii) Pruebe que si (X, T, p) es un espacio de medida finita y f es 7-medible entonces son equiv-
alentes:

(a) f es integrable.
o0

(b) Y ku{z:k<|fl]<k+1} < oo.
k=0

Sea (X, B, 1) espacio de medida finita. Sea f : X — R tal que f € LP V1 < p < 0o. Se probard que
lim || f]|, = [[fll (pudiendo ser este valor infinito). Para ello:
P00

(i) Pruebe el resultado si || f||, = 0.

(ii) En caso contrario, pruebe directamente que limsup || f|[, < | f[| .-
P

(iii) Pruebe que Voo < || f[|, ,iminf [|f]|, > a. Concluya.
P

Consideremos (X, 7, 1) un espacio de medida tal que p(X) = 1. Diremos que A = {A4,..., A, }
es una particién finita si A es una particién de X, y los conjuntos A4;,i = 1,...,n son medibles
y de medida positiva. Para una particién finita A considere

Taf = ; (i /. | Fa)dn(o)) 1,

(i) Pruebe que si f € LP;1 < p < oo entonces T4 f € LP, que T4 es lineal y que en LP tiene
norma menor o igual a 1.
Dadas dos particiones finitas A y B, se dice que B es més fina que A si todo elemento de
B esta contenido en uno de A y los elementos de A son uniones de elementos de . Esta
relacién de orden se denotard A < B.

(ii) Pruebe que para f € LP se tiene el siguiente resultado: dado € > 0 existe A particién finita
tal que
VB particién finita, A < B = [[Tpf — f||, <€

Sea F': R — R creciente y continua a la derecha, y notemos pur la medida de Lebesgue-Stieltjes
que induce. Sea f una funcién de clase C'. Se quiere probar la férmula de integracién por partes
siguiente:

/f(x)l[o,u(x)dw = F)f(1) = F(07)f(0) - /F(’I)f’(x)dm
0

Para ello:



(i) Defina 2 = % para i = 0,...,2". Pruebe que la funcién

2" —1

(@) = FO) Loy + Y F@)lanap, (@)

=0

converge puntualmente a f en [0,1]. Deduzca que /fn1[071]dﬂp — /f1[071]dup cuando

n — oo

(i) Procbe ave [ futipudur = FQ)1 (2"2; 1) S FOO)A0) ~ Y FEUED ~ fl)

(iii) Concluya el resultado (Hint: Recuerde que Vz,y € R, f(y)— f(z) = f'(x)(y—x)+o(|lz—y|)).



