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P1. Considere una variable aleatoria T a valores en N, de ley geométrica

P{T = n} = a(1 + a)−n−1, n ∈ N,

donde a > 0 está fijo. Sea Fn la tribu más pequeña que hace medible a T ∧ n, n ∈ N.

(i) Verifique que la familia de tribus (Fn)n es una filtración, es decir, Fn ⊆ Fn+1 para n ≥ 0. Muestre
que Fn está engendrada por una partición de n + 1 átomos.

(ii) Demuestre que, para todo n,

E(1{T≥n+1}|Fn) = (1 + a)−11{T≥n}.

(iii) Deduzca que
E(T ∧ (n + 1)|Fn) = T ∧ n + (1 + a)−11T≥n.

(iv) ¿Para qué valores de λ el proceso

Xn = λ(T ∧ n) + 1{T≥n}, n ∈ N,

es una martingala con respecto a la filtración (Fn)n?

(v) Considerando los valores de λ anteriores, calcule la esperanza condicional E((Xn+1 − Xn)2|Fn).
Deduzca que el proceso

X2
n − a(T ∧ (n− 1)), n ≥ 1,

es una martingala con respecto a la filtración (Fn)n.

P2. Sean (Ω,F , P) espacio de probabilidad, (Mn)1≤n≤k martingala con respecto a la filtración (Fn)1≤n≤k

y (Hn)1≤n≤k una familia de variables aleatorias sobre (Ω,F , P) tal que Hn sea Fn−1−medible, para
n = 1, . . . , k (con la convención F0 = {φ,Ω}).
Sea a > 0, definimos T = mı́n{1 ≤ n ≤ k − 1 : |Hn+1| > a} y T = k si el conjunto donde se toma
el mı́nimo es vaćıo. Demuestre que T es un tiempo de parada para la filtración (Fn)1≤n≤k. Definimos,
para n = 1, . . . , k,

Xn =
∑

1≤i≤T∧n

Hi(Mi −Mi−1).

Demuestre que (Xn)1≤n≤k es una martingala con respecto a (Fn)1≤n≤k.
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