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P1. Considere una variable aleatoria T' a valores en N, de ley geométrica
P{T=n}=a(l+a)™™ ", neN,
donde a > 0 estd fijo. Sea F,, la tribu més pequena que hace medible a T'A n, n € N.
(i) Verifique que la familia de tribus (F,), es una filtracién, es decir, F,, C F, 1 para n > 0. Muestre

que F,, estd engendrada por una particiéon de n + 1 dtomos.

(ii) Demuestre que, para todo n,
E(L{rsnt13Fn) = (1 +a)  1gzspy.

(iii) Deduzca que
E(TAm+1D)|F)=TAn+ (1+a) 1rs,.

(iv) (Para qué valores de X el proceso
Xn :)\(T/\n)+1{T2n}, nGN,

es una martingala con respecto a la filtracion (Fy,),?

(v) Considerando los valores de A anteriores, calcule la esperanza condicional E((X,,+1 — X,,)%| ).

Deduzca que el proceso
X2 —a(TA(n—1), n>1,

es una martingala con respecto a la filtracién (F, ).

P2. Sean (2, F,P) espacio de probabilidad, (M,)1<n<k martingala con respecto a la filtracién (F,)1<n<k
y (Hp)1<n<k una familia de variables aleatorias sobre (Q,F,P) tal que H,, sea F,_;—medible, para
n=1,...,k (con la convencién Fy = {4, N}).

Sea a > 0, definimos T = min{l <n <k —1:|H,11| > a} y T = k si el conjunto donde se toma
el minimo es vacio. Demuestre que T es un tiempo de parada para la filtracién (F,,)1<n<k. Definimos,
paran=1,...,k,

Xo= > Hi(M—M_y).

1<i<TAn

Demuestre que (X,,)1<n<k €8 una martingala con respecto a (Fy,)1<n<k-



