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P2. En este problema (Q, F,P) es un espacio de probabilidad y G una sub-o-dlgebra de F.

a)

Solucion:

Suponga que (X, )nen es una coleccién de variables aleatorias integrables F-medibles y uniformemente
acotadas por una variable aleatoria Y integrable

| Xn(w)| <Y(w) P-ct.p. en w.

Suponga que (X,,)nen converge c.t.p. a la variable aleatoria X (y por lo tanto también converge en
LY (F,P)). Pruebe que

E(Xn|9) — E(X]9)
en L1(G,P).
Primero, notamos que la hipétesis de cota uniforme se usa para aplicar el Teorema de Convergencia
Dominada sobre (X, )nen v asi concluir que la convergencia puntual c.t.p. implica la convergencia en
LY(F) delos X, a X.
Calculamos |E(X,|G) — E(X]G)| usando la linealidad de la esperanza condicional:

[E(X4|9) — E(X[9)] = [E(X, — X|G)]

Dado que sabemos que X,, — X en L!(F), nos gustarfa tener una cota que relacione |E(X,, — X|9)||,
con | X,, — X||,. Para ello veamos que dada una variable aleatoria Z € L' (F), se tiene que |E(Z|G)| <
E(]Z]|G). En efecto, sea G € G, se satisface

/GZd]P’g/G|Z|dIP — /G]E(Z|g)dIP’§/G]E(\Z||Q)dIP’

Como esto se tiene para todo G € G y ambos lados de la igualdad son finitos (pues Z € L'(F) C
LY(G)), se concluye que E(Z|G) < E(|Z||G) P-c.t.p., y andlogamente para —Z se concluye —E(Z|G) <
E(|Z]|G) P-c.t.p., y por lo tanto

—E(]2]|9) <E(2]9) < E(|Z]|9)

que equivale a la afirmacién que se queria probar.
Usando esta cota para Z = X,, — X se obtiene que

[E(Xn — X1G)| <E(| X, — X[|G)

y usando que §2 € G se puede integrar cada término de la desigualdad sobre el espacio completo y
usar monotonia de la integral:

[ 1B, - X19)idp < [ B(X, - X|ig)d
Q Q

Pero por definicién de esperanza condicional, el lado derecho es igual a [, | X, — X|dP = || X,, — X]||;,
y el lado izquierdo es igual a ||E(X,, — X|G)||;, luego la cota obtenida es
[E(Xn|G) —EX[G), < [[Xn - Xy

y tomando el limite n — oo, dado que X,, — X en L'(F) se concluye que E(X,|G) — E(X|G) en
LY(G).



