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P1. Sea (2, F,P) espacio de probabilidad y sea (F3), .y una secuencia creciente de sub-o-dlgebras de F
(que llamamos “filtracién”). Sea (X,,),~, una sucesién de variables aleatorias (que llamamos proceso
estocdstico) tales que X,, € L'(Q, F,,,P) para todo n. Decimos que este proceso es una martingala si

para todo n
E(Xpi1|Fn) =X, cs.

(a) Sea X € LY(Q,F,P). Muestre que el proceso X,, = E(X|F,,) es una martingala.

(b) Muestre que un proceso integrable (Xy,),~, es una martingala si y solo si E(X,11 — X,|F,) =0
para todo n. B

(c) Sea (Y,,),>1 una sucesién de variables aleatorias independientes, todas de ley Normal(0, o%), con
o > 0. Llamemos F,, = o(Y1,...,Y;,) v definamos X,, := Y7 + ... + Y,,. Recordemos ademéds que

E(e“yl) =e 2

- Muestre que X,, es martingala.

- Sea Z! = exp {an — %%2} Muestre que para todo u € R el proceso Z es una martingala.

- Muestre que, para cada u, el proceso Z converge casi seguramente a una variable aleatoria
finita (y encuentre su limite en funcién de w).
Indicacion: Recuerde la Ley de los Grandes Numeros.

P2. Sea (€2, F,P) espacio de probabilidad y sea (F,),cy una secuencia creciente de sub-c-algebras de F,
tales que o (U, Fp) = F.

(a) Probar que para toda f € L'(Q,F,P) y n > 1, se tiene:

VA > 0, P(En)g/ £ dP,
Q

donde E,, = {w €eN: 1121}52{ E(f|Fn) > )\}. Para ello, suponga que f > 0y defina paral < k < n:
B ={weQ:[Vje{l,....k =1}, E(f[F;)(w) < A A [E(f|Fk)(w) > Al}.

Probar que E}} es Fj-medible y que E,, = |J E}'. Luego, pruebe que [, f dP > AP(E,), y luego,
k=1 "
concluya el resultado para f general.

(b) Probar que para toda f € L*(, F,P) y A >0

P({wEQ:sup]E(ﬂfn)(w) > A}) < %/Qm dP.

n>1
(c) Probar que para toda f € L'(Q2, F,P) se tiene que
E(f|Fn) — f  en L'(Q, F,P).

Para ello puede ocupar (sin probar) que, dada f € L'(Q,F,P) y € > 0, se puede encontrar una
funcién g € L'(Q2, F,,,P), para algin n > 1, tal que ||f —g|/;. <e.



(d) Probar que para toda f € L'(Q, F,P) y g € |J L'(,F,,P), se tiene que

n>1

P <{1fgsotip E(f|Fn) — fI > A}) < %/ﬂ |f — gl dP.

Concluya que para toda f € L'(Q, F,P)

E(f|F.) — f puntualmente P-c.s.



