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P1. Sea f € L'(R"). Se define la transformada de Fourier de f, como la funcién f : R — C dada por
fo) = [ e @) da.

(a) (1 pto.) Pruebe que la aplicacién f — f es lineal continua de (L*(R™), [I-1];) en (C(R™), |||l )-
Counsidere los operadores de traslacién (75, f)(z) = f(x — h) y escalamiento (8 f)(z) = f(xz/N). Pruebe
que

—

mf) = e MM f(¢), YheR™,

—

HFE) = Af(AE), VYA>o0.

(b) (1 pto.) Pruebe el Teorema de Riemann-Lebesgue:
Si f € L'(R"), entonces

| oo

fecmMRwﬁ{hecmﬂzlmlmazo}

Indicacién: Considere el cambio de variable z =y — 2|§|2 .

(c) En esta parte se probar4 el siguiente resultado que permite extender la Transformada de Fourier a L?.
Teorema de Plancherel:
Si f € L?(R"), entonces f estd en L?(R") y se tiene la igualdad:

1£ll2 = 11£1l2-
(i) (1 pto.) Para ello basta probar que si f € Co(R"), entonces f € L2(R™) y || fll2 = ||fll2. ¢Por qué?

(ii) (1 pto.) Suponiendo que f € Co(R™) demuestre, justificando ademds la existencia de las integrales,
que:

/ |f(f)\26xp[—67r|§|2] d¢ = / / / exp l_ms
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=i [ [ e [—'5@"] F(9)f(z) dyda.
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Indicacion: Le puede ser ttil fR,L e 202

dz = (2mo?)"/?, Y e C.

(iii) (1 pto.) Demuestre que Va > 0, VK C R™ compacto
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I rlz—y _
(%li% 1) // exp [ 5 dy dx 0.

KxKn{|lz—y|>a}

(iv) (1 pto.) Concluya el resultado.



P2. (a) (1.5 ptos.) Sea (X, 7, u) un espacio de medida finita. Pruebe que un funcional lineal continuo T' sobre
L*>°(u) posee una representacion integral T'(f) = / g(x)f(x)du(x), g € L*(u), si y sélo si la funcién
X

A—T(14)

es o-aditiva.

(b) (1.5 ptos.) Sea u una medida o-finita, 1 < p < oo, ¢ el exponente Holder-conjugado de p. Sea f una
funcién medible tal que fg € L*(u), Vg € L9(u). Entonces f € LP(u).

(¢) Sea A la medida de Lebesgue en R™ y i una medida regular boreliana sobre R™. Suponga que existe una
constante ¢ > 0 tal que
VE € B, N(E)=c = u(E)=c.
Se probard que u = A. Para ello:
(i) (1 pto.) Pruebe la siguiente propiedad de la medida de Lebesgue:

VAEB, MA)>c = 3CeB, CC A NC)=

(ii) (1 pto.) Muestre que u es o-finita. Usando la descomposicién de Lebesgue p = py + p2, p1 <
A, 2 L Ay la propiedad de (i), muestre que pe = 0 (y por lo tanto p < A).

d
(iii) (1 pto.) Sea f = ﬁ la derivada de Radon-Nykodym de p respecto a A. Pruebe que f =1 A-c.t.p.
y concluya el resultado.
Indicacién: Pruebe que los conjuntos L = {x € R" : f(z) < 1}, G
medida nula considerando los casos A(L) > ¢V A(G) > ¢ y ML), \G

{x € R™: f(z) > 1} tienen

G <
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