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P1. Distribución normal multivariada

Se define la densidad de una variable aleatoria normal multivariada N(µ,Σ), donde µ ∈ Rn

y Σ es una matriz de n× n simétrica y definida positiva, como

f : Rn → R+, f(x) =
1

(2π)
n
2

√
det(Σ)

e−
1
2

(x−µ)tΣ−1(x−µ)

a) Pruebe que f define una densidad de probabilidad respecto a la medida de Lebesgue

dx en Rn, i.e. que P(A) :=

∫
A

f(x)dx es una medida de probabilidad sobre Rn

b) Sea X ∈ Rn un vector aleatorio de componentes independientes que sigue una distribu-
ción N(µ,Σ) (observe que cada componente de X es una variable aleatoria indepen-
diente de las demás). Demuestre que E(X) = µ, donde la esperanza del vector X se
entiende como el vector cuyas componentes son las esperanzas de las variables aleatorias
correspondientes.

c) Se define la matriz de varianzas-covarianzas de X como M := E((X − µ)(X − µ)t).
Demuestre que M = Σ.

P2. Teorema de Sard, versión débil

Sea A ⊆ Rm un abierto, f : A→ Rn una función de clase C1, y sea

C := {x ∈ A : f ′(x) es de rango menor que n.}

El objetivo de este problema es probar que si m ≤ n, entonces f(C) es de medida nula
(observe que si m = n, entonces C = {x ∈ A : |f ′(x)| = 0}). Para ello:

a) Demuestre que si R ⊆ Rn es un rectángulo y f : R → Rn es de clase C1 tal que∣∣∣∣ ∂fi∂xj

∣∣∣∣ ≤M para todo i, j ≤ n, x ∈ int(R), entonces

∀x, y ∈ R, ‖f(x)− f(y)‖ ≤ n2M ‖x− y‖

b) Muestre que si A ⊆ Rn y O es un recubrimiento abierto de A, entonces existe una
sucesión (Un)n∈N ⊆ O que recubre A.

c) Pruebe lo pedido para m = n, y muestre que esto implica el resultado para m ≤ n.

d) Concluya que en el teorema de cambio de variables la hipótesis |φ′(x)| > 0 ∀x ∈ Ω es
innecesaria.
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P3. a) Decimos que A,B ⊆ R2 son congruentes si existe una rotación en ángulo α

Tα : R2 → R2(
x
y

)
7→ Tα

(
x
y

)
=

[
cosα sinα
− sinα cosα

](
x
y

)
tal que B = Tα(A). Pruebe que si A,B son congruentes, entonces A es medible si y sólo
si B lo es, y en ese caso µ(A) = µ(B), donde µ es la medida de Lebesgue en R2. Sea
C =

⋃
n∈N

An, n 6= m =⇒ An ∩ Am = ∅ y An, Am son congruentes para todo n,m.

Pruebe que los An son todos no medibles.

b) E ⊆ Rn se dice especial si⋃
l∈Zn

(l + E) = Rn ∧ ∀l 6= l′ ∈ Zn (l + E) ∩ (l′ + E) = ∅

(i) Pruebe que D = [0, 1)n es especial.

(ii) Sea Dl = l+D, l ∈ Zn. Supongamos que E es especial, considere El = −l+E ∩Dl

y pruebe que
⋃
l∈Zn

El = D. Deduzca que si E es medible entonces µ(E) = 1.
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