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P1. a) Decimos que x ∈ R es un punto de densidad de A ∈ L si el siguiente ĺımite existe y vale 1:

ĺım
r→0+

µ(A ∩ (x− r, x + r))
2r

= 1

Pruebe que para todo A ∈ L y para casi todo x ∈ A, x es un punto de densidad de A.
Decimos que una función f : [0, 1] → R satisface la propiedad N si

∀N ∈ L, µ(N) = 0 =⇒ [f(N) ∈ L, µ(f(N)) = 0]

b) Pruebe que si f es absolutamente cont́ınua entonces satisface la propiedad N .

c) Suponga que f es cont́ınua y creciente. Pruebe que si f satisface la propiedad N entonces
es absolutamente cont́ınua.

P2. Sea (X,F , ν) un espacio de medida σ-finito y que (R,L, µ) es el espacio de medida de Lebesgue
en R. Considere f : X → R una función F-medible y no negativa. Se definen

E(f) := {(x, t) ∈ X × R : 0 ≤ t ≤ f(x)} , E<(f) := {(x, t) ∈ X × R : 0 ≤ t < f(x)}

a) Pruebe que E(f) y E<(f) son F ⊗ L-medibles. Concluya que

G(f) := {(x, t) ∈ X × R : t = f(x)}

también es F ⊗ L-medible.

b) Pruebe que ∫
X

f(x)dν(x) = ν ⊗ µ(E<(f)) = ν ⊗ µ(E(f))

Concluya que ν ⊗ µ(G(f)) = 0.

P3. Sean (Ω1,B1) y (Ω2,B2) espacios medibles y µ1, ν1, µ2, ν2 medidas finitas sobre B1 y B2 respec-
tivamente.

a) Suponga que ν1 � µ1 y ν2 � µ2. Probar que ν1 ⊗ ν2 � µ1 ⊗ µ2 y que

dν1 ⊗ ν2

dµ1 ⊗ µ2
=

dν1

dµ1

dν2

dµ2
, µ1 ⊗ µ2-c.t.p.

b) Pruebe que si ν1 q µ1 o ν2 q µ2 entonces ν1 ⊗ ν2 q µ1 ⊗ µ2.
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