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P1. a) Decimos que x € R es un punto de densidad de A € L si el siguiente limite existe y vale 1:

lfm pAN(z—r,z+7))

=1
r—0+t 2r

Pruebe que para todo A € L y para casi todo x € A, x es un punto de densidad de A.
Decimos que una funcién f : [0,1] — R satisface la propiedad N si

YN €L, u(N)=0 = [f(N) €L, p(f(N)) =0]

b) Pruebe que si f es absolutamente continua entonces satisface la propiedad N.

¢) Suponga que f es continua y creciente. Pruebe que si f satisface la propiedad A entonces
es absolutamente continua.

P2. Sea (X, F,v) un espacio de medida o-finito y que (R, £, i) es el espacio de medida de Lebesgue
en R. Considere f : X — R una funcién F-medible y no negativa. Se definen

Ef)={(z,t) e X xR:0<t< f(z)}, E«(f) :={(z,t) e X xR:0<t < f(2)}
a) Pruebe que £(f) v E<(f) son F ® L-medibles. Concluya que
G(f) ={(z,t) e X xR:t = f(z)}

también es F ® L-medible.
b) Pruebe que

[ f@xivta) = v e p(E) = v o uE)
Concluya que v ® u(G(f)) = 0.

P3. Sean (21,81) y (2, B2) espacios medibles y p1, 11, g, vo medidas finitas sobre By y Bs respec-
tivamente.

a) Suponga que vq K 1 ¥ Vo <K po. Probar que v1 ® vo < 1 ® o y que

dvi @ va  dvy dva ® ot
dpn ® pia i dug’ M1 & fh2-C.T.P.

b) Pruebe que si 14 IT 11 0 v IT pg entonces vy @ vo I py @ .



