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P1. [Teorema de Egorov]
Sea (X, 7, p) un espacio de medida finita y (f,)nen una sucesién de funciones 7-B(R)-medibles.
Entonces

fo — fcap<== Ve >0, JA€ T con u(A) <e¢, tal que sup |fn(z)— f(z)| — 0.
TEAC

P2. [Teorema de Luzin]
Sea (X, ©) un esp. top. Haussdorf-separado y (X, 7, 1) un espacio de medida regular (B(X,0) C7T)y
o-finita. Supongamos que 7 es completa. Entonces, una funcién f : X — R es medible ssi para todo
K compacto y € > 0, existe un compacto K1 C K, tal que u(K\K1) <ey f|k, : K1 — R es continua.

Def: Sean (9, B, 1) espacio de medida finita. Se dird que C C L! es uniformemente integrable si

sup [ flh <+00 ¥ lim Sup/|f|du o,
fec n(A)—0 fecJa

P3. [Integrabilidad uniforme y convergencia ctp]
Sea (92, B, i) un espacio de medida y L' = LY(Q, B, u1).
(a) Pruebe que si f € L!, entonces (gr)n ofA |fldp = 0.
“w —

(b) Sean (fn)n, C L'y f € L' tales que f,, — f ctp. Probar que si f,, — f en L', entonces:

(i) lim [, |faldp = 0 uniformemente en n.
n(A)—0

(ii) Ve >0, 3A. € B, u(A:) <oo,Vn e N, [,. [faldpu < e.
Hint: Pruebe que dado g € L' y ¢ > 0, existe A, € B con u(A.) < oo, tal que [,. |g|du <e.

En adelante suponga p finita.

(c) Pruebe que si (f,), C L' converge puntualmente a f, entonces

{ fndu — / fdu, f€ Ll} = (fn)n es uniformemente integrable.
Q Q

(d) Suponga f, € L' con f,, — f puntualmente. Suponga que (gr)n ofA | frn|dpe = 0 uniformemente en
w —
n. Probaremos que f € L. Para esto

(i) Pruebe que para todo € > 0, & > 0, existe ng € N, tal que Vn,m > ng, pu(|fn — fm| > ) <E&.
(ii) Pruebe que f, es de Cauchy en L!.
(iii) Concluya.



(e) Suponga ahora que (f), € LP con p € [1,00) converge puntualmente a f € LP. Se pide probar
que
I fnllp = [Ifllp <= fn — f en LP.

Para la implicancia no trivial se pide:

(i) Pruebe que [, |[fnl® = [f|?|dp — 0y que H(EI)ILO S 4| fnl? = 0 uniformemente en n.

(ii) Pruebe que
1/p
lim </ fn—fm|pd,u> =0.
n,m— o0 Q

(iii) Concluya.



