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P1. (i) Sean X un conjunto, A C P(X) un &dlgebra, 7 = o(A) y 1 : 7 — R una medida finita.
Pruebe que para todo A € 7 y para todo € > 0 existe A. € A tal que u(AAA.) <e.

(ii) Sea (£2, F,P) un espacio de probabilidad (i.e. P(Q2) = 1). Sea (F, )nen una secuencia creciente
de sub o-dlgebras de F, tales que o (U fn) = F. Pruebe que dada f € L*(, F,P) y e > 0
existen n € N, g € L'(Q, F,,,P) tal que ||f —gll,, <e

P2. Sea (X,7,u) un espacio de medida finita (u(X) = 1) y H : X — R una funcién medible. Se
define la funcién de distribucién de H, denotada por F' : R — [0, 1], como:

Fla) =p{r e X :H(z) < a})
Demuestre que:

a) F es creciente y continua a la derecha.

b) Para toda funcién ¢ : R — R boreliana se tiene que:

| ot au) = [ d)dur(@)
X R

Este resultado justifica el cdlculo en la forma usual de la esperanza de una variable aleatoria.
P3. Sea f:R? — R una funcién que verifica:

Vo € R f(x,-) es de clase C*, Vt € R f(-,t) € L'(R, dx)

0
y que ademds existe g € L' (R, dz) tal que Vz,t € R a‘:(%t)‘ < g(x).
Pruebe entonces que la funcién F(t) := [ f(x,t)dzx es de clase C!, con derivada dada por
R
of
F'(t)= [ = (z,t)d
(0= [ St tido

P4. (i) Sea (X, T, u) espacio de medida y f € L'. Pruebe que v : 7 — R dada por v(A) = / fdp
A

define una medida con signo finita. Encuentre vy, v_ y |v|.

(ii) Sea (X,T) espacio medible y v medida con signo finita sobre 7. Se define L'(X,7,v) :=
LY(X,7,|v]), y para f € L'(X,7,v),

/X fdv = /X fdvy — /X fdv_

Verifique que estd bien definida, pruebe que L*(X,7,v) = LY(X, 7, v, )N LY (X, 7,v_), y que
si |||y = [¥|(X) denota la norma en variacién total de v, entonces

vl = sup {/ fdv : f medible acotada tal que || f|| < 1}
X

donde || f||,, = sup |f(z)|, y por lo tanto v € F,(X)" (dual topoldgico), donde F(X) =
reX
{f: X — R: f es medible acotada}.



