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P1. Medida y Dimensién de Hausdorff
Sean n € N, s, > 0. Definimos H? : P(R") — R, por:

Con diam(C) el didmetro del conjunto C' con la norma usual de R", y V(s) =

H(A) ==V (s) - inf {Z (diaxn(Ci))s A C U C;, diam(C;) < e Vi € N}
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generaliza el volumen de la bola unitaria s-dimensional para s > 0. Un recubrimiento
(Ch)ien de A tal que diam(C;) < € Vi € N se llama e-recubrimiento de A.
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Pruebe que H%(A) := Eli%L H(A) existe en Ry para A € P(R") y define una
medida exterior. Ella es conocida como la Mledida de Hausdorff s-dimensional.
Pruebe que la o-dlgebra de conjuntos H®-medibles contiene a los Borelianos de R™.
Pruebe que HY es la medida cuentapuntos en R”

Pruebe que si n = 1, H' coincide con la medida de Lebesgue en R (de hecho se
vera mas adelante que H™ coincide con la medida de Lebesgue en R™ para n € N).

Pruebe que H! no es o-finita en R?.
Hint: demuestre que H([0,1] x {0}) =1

Pruebe que si H*(A) < oo, entonces H!(A) =0Vt > s
Pruebe que si H¥(A) > 0, entonces H'(A) = co Vt < s

Las propiedades anteriores motivan la definicién de Dimensién de Hausdorff de
un conjunto A € P(R"):

dimpy(A) := inf{s € [0,00) : H*(A) = 0}

Calcule la dimensiéon de Hausdorff de un conjunto A C R™ numerable.

Calcule la dimension y medida de Hausdorff del conjunto de Cantor usual en R.



P2. Medidas Exteriores Métricas

Dado un espacio métrico (X, d), una medida exterior u* : P(X) — R se dice Medida
Exterior Métrica si

VA, B € P(X), d(A,B) >0 = u*(AUB) = p*(A) + 1*(B)

(i) Sea U un abierto en X, ;1* una medida exterior métrica en X y E C U, y considere
la sucesién de conjuntos

1
E, = {xEX:d(x,UC)Z}ﬂE
n

Pruebe que p*(E,) / u*(E).
(ii) Demuestre que una medida exterior p* es medida exterior métrica si y sélo si todo
abierto es p*-medible (use la parte (i) para probar la implicancia derecha).

Concluya que la medida de Hausdorff de la pregunta anterior es una medida exte-
rior métrica.



