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Auxiliar #3

P1. Sea C' un convexo no vacio de R™ y xg € C. Definiremos los siguientes conjuntos:
El conjunto de direcciones tangentes a C' en xg como T (xg) = Ry (C — xp).
El sub-espacio facial de xg relativo a C', Lo (xg), como el sub-espacio vectorial més grande contenido en T (o).
La face de xg en C como Fe(xo) = [ro + Lo(xo)] N C.

(a) Muestre que si zg estd en el interior de C' entonces To(xg) = R™ y Fo(zo) = C. Ademds, pruebe que xg
es 6ptimo del problema (P) mingec ¢’ siy sélo si ¢T'd > 0 para todo d € To(zo).
(b) Demuestre que
Le(xg) ={d€R":3e > 0,V|\| < €,z0 + Ad € C}.
Deduzca que a menos que sea igual a {zo}, Fo (o) es la unién de todas las combinaciones convexas [a, b],
contenidas en C, tales que zg € (a,b).
(¢) Demuestre que zg es punto extremo de C' si y sélo si Lo (xg) = {0}, o equivalentemente Fo(zg) = {xo}.

(d) Sea el poliedro C' = {x € R" : Az <b} con A € R™*™ y b € R™, y consideremos zy € C. Demuestre que
Fo(zo) ={z € R" :alx = b;,Vi € I(x9)} N C,

donde al es el i-ésimo vector fila de A e I(zo) = {i € {1,...,n} : al'zy = b;}. Concluya que x( es punto
extremo del poliedro C ssi al'xg = b; para al menos n vectores fila al que sean linealmente independientes.

Indicacién: Puede serle 1til mostrar que 2o + {z € R" : a2 = 0,Vi € I(20)} = {x € R" : al'x = b;,Vi €
I(z0)}.
P2 SeaP={z c€R": Az =b,x > 0} # ¢.
(a) Demuestre que P tiene al menos una direccién extrema si y s6lo s{ P es no acotado, es decir, VM > 0,3z €
P tal que ||z|| > M.

(b) Suponga ahora que P es compacto, es decir, cerrado y acotado, con A € M(R),,x, de rango m < n.
Demuestre que las siguientes son equivalentes:

1) Cada elemento de P tiene al menos m componentes mayores que cero.
2) Cada punto extremo de P tiene exactamente m componentes mayores que cero.

Indicacion: Use la caracterizacién de un poliedro en funcién de sus puntos extremos y sus direcciones
extremas.

P3. Sean A matriz p X n y B matriz ¢ x n. Demuestre que uno y sélo uno de los siguientes tienen solucién

(a) Az <0 Bzx=0
() ATu+BTv=0 u#0,u>0



P4. Determine todos los puntos extremos y direcciones extremas del poliedro

T+ To+ 23+ 24+ 25 =10
1'17I2+I’371’471’5:10

T1,T2,X3,T4,T5 2 0



