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Auxiliar #2

P1. Sea S un conjunto arbitrario de R™. La envoltura convexa de S, denotada por co(S), es el conjunto de todas
las combinaciones convexas de S. En otras palabras, x € co(S) si y sélo si existen k elementos de S, denotados

por x1,...,xk, y k reales positivos A1, ..., A, tales que:
k
$=Z>\j1}j, Z)\jzl )\jZO, paraje{l,...,k:}.
j=1 j=1

Verifique las siguientes propiedades:

(a) Sea B C R™, entonces co(B) es el menor conjunto convexo que contiene a B.
(b) Sea C un conjunto convexo de R™, entonces co(C) = C.

(c) Para {x1,...,2m} CR" sea S = co({z1,...,Tm}), es decir:
S=co({x1,...,zm}) = {z = Z)‘ixi A €0,1]Vie{l,...,m}, Z)\m = 1}.
i=1 i=1

(i) Pruebe que todo punto extremo de S es necesariamente uno de los puntos z;.
(ii) Sea A ={a1,...,a;} CR™> y B ={by,...,b} C R™. Demuestre que

co(A x B) = co(A) x co(B).
(iii) Calcule los puntos extremos del hipercubo en R™

0,1]":={z=(z)€eR" : z,€[0,1]]Vie{l,...,n} }.

P2. Sea S convexo. Demuestre que = € S es un punto extremo si y sélo si S\{z} es convexo.

P3. Consideremos el poliedro
P={zeR" : Az <b, ; >0Vie{l,...,n} }.
Escribiendo P en su forma estandar
75::{ (x,u) eR" xR™ : Az +u=0b, 2; >0Vie{l,...,n}, u; >0Vje{l,...,m} },
se tiene la equivalencia:

T es punto extremo de P <= (Z,% := b — AZ) es punto extremo de P.

Demuestre esta afirmacién.



P4.

P5.

Sean ¢ = (c1,...,¢,) ", a = (ay,...,a,) dos vectores cuyas componentes son estrictamente positivas y b € R
un real estrictamente positivo. Considere el problema lineal (P):

max flz)=c"x
s.a reP:={zecR":a’z<bz;>0,Vi=1,...,n}

(i) Verificar que P es no vacio y acotado. Concluir que el problema (P) siempre tiene solucién.
(ii) Caracterizar los puntos extremos de P.

(iii) ;Cuadles son los puntos extremos de P que son soluciones de (P)?
Describa luego el conjunto solucién de (P) en funcién de estos puntos.

(iv) Tlustrar los resultados precedentes con n = 3, a; = as = a3 = b = 1, para los casos ¢ = (0,0,1),
c=(0,1,1)T y ¢ = (1,1,1)". Dibuje las soluciones del problema (P) para cada vector c.

Sea C' un convexo no vacio de R™ y xy € C. Definiremos los siguientes conjuntos:

El conjunto de direcciones tangentes a C' en xy como T (zg) = Ry (C — o).

El sub-espacio facial de xg relativo a C, Lo (x), como el sub-espacio vectorial més grande contenido en T (o).
La face de xg en C como Fo(xg) = [zg + Le(xz0)] N C.

(a) Muestre que si zg esta en el interior de C' entonces To(xo) = R™ y Fo(z9) = C. Ademds, pruebe que xg
es 6ptimo del problema (P) ml'g cTz siysélosic’d> 0 paratodo d € To(xo).
zTE

(b) Demuestre que
Le(xg) ={d€R™ : Je > 0,V|\| < ¢, 2o+ \d € C}.
Deduzca que Fe(xg) es la unién de todas las combinaciones convexas [a, b, contenidas en C, tales que
xo € (a,b).

(c) Demuestre que z es punto extremo de C' si y sélo si Lo (xo) = {0}, o equivalentemente Fe(zg) = {xo}.

(d) Sea el poliedro C = {x € R" : Az <b} con A € R™*" y b € R™, y consideremos zo € C. Demuestre que
Fo(zg) ={zx €R" : a] x = b;, Vi € I(20)} N C,

donde a; es el i-ésimo vector fila de A e I(xg) := {i € {1,...,n} : a; zo = b;}. Concluya que z, es punto
extremo del poliedro C ssi a, 7o = b; para al menos n vectores filas a; que sean linealmente independientes.

Indicacién: Puede serle 1itil mostrar que zo + {z € R" : a/x = 0,Vi € I(x9)} = {x € R" : o]z =

b;, Vi € I(l‘o)}



