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Prélogo

< Un dia sale en el periédico que un inversor ha logrado preveer el éxito
o fracaso de ciertas operaciones complejas de bolsa durante las ultimas 10
jornadas. ;Se dejaria asesorar por él para que le rentabilizase sus ahorros? Sin
duda, mucha gente responderia afirmativamente.

Consideremos 1000 monos durante diez dias. Cada dia le asociamos, a cada
uno, la respuesta “éxito en la inversién” si se levanta con el pie derecho, y
“fracaso en la inversion” si se levanta con el pie izquierdo. Entonces, cada dia
aproximadamente la mitad acertard, y para el dia siguiente consideramos sélo
esos. Es decir, el primer dia 500 monos acertaran la operacion justa, de los que
250 también acertaran la segunda, y de ellos 125 la tercera, etc. Transcurridos
los diez dias es muy probable que tengamos un mono que haya acertado todas
las operaciones. jEste seria el mono al que esas personas le darfan su dinero!>>

Este libro contiene 139 ejercicios resueltos de Probabilidades. No se trata
de una coleccién exclusiva de problemas dificiles de resolver, desafiantes y sélo
aptos para alumnos brillantes. Por el contrario, se trata de una lista de ejercicios
de dificultad variada que pretende ayudar a cualquier alumno que se inicie en
el Cdlculo de Probabilidades. En ella hay ejercicios clasicos, algunos tomados de
libros mencionados en la bibliografia, con distinto grado de dificultad, tratando
de configurar una gama de problemas apropiados para un primer curso de
Probabilidades.

Cada capitulo inicia con un resumen teérico que pretende establecer la
notacién basica que luego se usa en la resolucién de sus ejercicios. Dado que
no ha sido objetivo el extendernos en la parte tedrica, algunos conceptos se
presentan de forma simplificada (como los referentes a la Ley Fuerte de los
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10 EJERCICIOS RESUELTOS DE PROBABILIDAD

Grandes Nimeros o al de regresién). Por ello, recomendamos que este material
sirva solo para controlar que sus ejercicios han sido correctamente resueltos por
el lector, quien previamente ha debido trabajarlos por su cuenta, pero nunca
como libro de texto en si mismo, y atin menos como libro de teoria.

El primer capitulo se dedica a la Combinatoria y el segundo la utiliza para
el célculo elemental de probabilidades, incluyendo la probabilidad condiciona-
da. El tercer capitulo introduce los conceptos de variable aleatoria, funcién
de distribucién y esperanza matematica, entre otros. Los ejercicios del cuarto
capitulo tratan sobre variables aleatorias tradicionales, tanto discretas como
continuas. Las variables aleatorias bidimensionales se afrontan en el capitu-
lo quinto. El capitulo sexto presenta ejercicios de convergencia, y el séptimo
ejercicios sencillos de regresién y correlacién.

Esta coleccion se ha desarrollado impartiendo durante varios cursos la asig-
natura Probabilidades I, en la Facultad de Matematicas de la Universidad de
La Laguna. Por ello, la resolucién de varios problemas subraya conceptos abs-
tractos como el de espacio muestral, etc. Creemos que este rigor matematico
(nunca excesivo) es aconsejable también para alumnos de facultades de Inge-
nierias, Econémicas, Biologia, etc., y en este sentido deseamos que el estilo de
resolucion en este libro le puedan también ser de ayuda.

Aunque los errores que aparecen son responsabilidad exclusiva de los auto-
res, han sido varias las personas que han realizado aportaciones a este libro. De
forma especial queremos destacar las valiosas sugerencias que hemos recibido
de José Juan Cdceres Herndndez (Departamento de Economia de las Institucio-
nes, Estadistica Econdmica y Econometria, ULL) y de Carlos Gonzélez Alcén
(Departamento de Estadistica, Investigacion Operativa y Computacién, ULL).
También agradecemos al Gobierno de Canarias que, a través del proyecto de
investigacién P12000/116, ha financiado parcialmente el trabajo realizado

JUAN JOSE SALAZAR GONZALEZ y MARTA LOPEZ YURDA.
Tenerife, a 14 de agosto de 2001.
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cAPiTULO 1

Combinatoria

La Combinatoria es el arte de contar los posibles elementos de un conjunto,
teniendo especial cuidado en no olvidar ningtin elemento ni en contarlo mas de
una vez. A continuacién resaltamos seis casos tipicos:

Permutaciones de n elementos: Dados n elementos distintos, el nimero de
secuencias ordenadas de éstos es

Po=n-(n—1)- 2.1,
Este nimero también se denota como n!.

Permutaciones con repeticiéon de n elementos, con n; repeticiones del i-
ésimo elemento, ¢ = 1,..., k: Dados n elementos, de los cuales hay sélo k
diferentes (n; iguales, ny iguales,. . .,ny iguales, con ny+na+...+n; = n),
el nimero de secuencias ordenadas de estos elementos es

n!

PRk — .
" nyl-.ooong!

Variaciones de n elementos tomados de m en m (con m < n): Dados n
elementos distintos, el nimero de selecciones ordenadas de m de ellos es

11
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12 EJERCICIOS RESUELTOS DE PROBABILIDAD

Variaciones con repeticién de n elementos tomados de m en m: Dados n
elementos distintos, el nimero de selecciones ordenadas de m de ellos,
pudiendo ocurrir que un mismo elemento aparezca méas de una vez en la
seleccidn, es

_ m
VRym=n".

Combinaciones de n elementos tomados de m en m (con m < n): Dados n
elementos distintos, el nimero de maneras de seleccionar m de ellos (sin
tener presente el orden) viene dado por

Este nimero también se denota como (;’I)

Combinaciones con repeticién de n elementos tomados de m en m: Dados
n elementos distintos, el nimero de selecciones de m de ellos, sin tener
presente el orden y pudiendo haber elementos repetidos en una seleccion,

es .
CRyp — <n+m— )

m

Ejercicios Resueltos

P1.1] ;De cudntas maneras pueden sentarse 10 personas en un banco si hay 4
sitios disponibles?

Solucion

Nétese que importa el orden en que se sienten las personas, ya que los
cuatro sitios son diferentes, y que una persona no puede ocupar mas de
un sitio a la vez. Por lo tanto, hay Vip4 = 10!1/6! =10-9-8 -7 = 5040
maneras.

P1.2] En una clase de 10 alumnos van a distribuirse 3 premios. Averiguar de
cuantos modos puede hacerse si:

1. los premios son diferentes;

2. los premios son iguales.

Solucion

Hay dos supuestos posibles:

= si una misma persona no puede recibir mas de un premio:
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CAPITULO 1. COMBINATORIA 13

1. hay Vigs = 10-9 -8 = 720 maneras de distribuir los premios si
éstos son diferentes;

2. en el caso de que los premios sean iguales, pueden distribuirse
de Cio,3 =10-9-8/6 = 120 maneras.

= si una misma persona puede recibir més de un premio:

1. se pueden distribuir los premios, si éstos son diferentes, de V Ry 3
=103 = 1000 maneras;

2. hay C'Rjp,3 = 220 maneras de distribuir los premios si éstos son
iguales.

P1.3] Las diagonales de un poligono se obtienen uniendo pares de vértices no
adyacentes.

1. Obtener el nimero de diagonales del cuadrado, el hexdgono y el
octégono. Calcularlo para el caso general de un poligono de n lados.

2. (Existe algtiin poligono en el que el nimero de lados sea igual al de
diagonales?

Solucion

1. Comenzamos calculando el nimero de diagonales del cuadrado. Hay
Cy2 = 6 uniones posibles de dos vértices diferentes cualesquiera,
adyacentes o no. Si de estas 6 parejas eliminamos las que corres-
ponden a vértices adyacentes (tantas como el numero de lados del
cuadrado), quedardn 6 — 4 = 2 diagonales.

Procediendo del mismo modo con el hexagono, se obtienen

|
Ceo— 6= % — 6 =15 — 6 =9 diagonales.

Anédlogamente, en el caso del octégono, se obtienen

8! 8.7
8_

Cs2=8=grg 8= %

— 8 = 28 — 8 = 20 diagonales.
Finalmente, para el caso general de un poligono de n lados, el niimero
de diagonales es:

n! n-(n—1) n? —3n
C — = —— — = —— — = —
T ) TR 2 " 2

2. Veamos si existe algtin poligono donde el niimero de lados sea igual
al numero de diagonales. Igualando el nimero de lados y el nimero
de diagonales se obtiene:

n? —3n
n=——,

2



14 EJERCICIOS RESUELTOS DE PROBABILIDAD

es decir,
n(n —5) = 0.

Como n > 1, el resultado n = 0 no es valido. La solucién es n = 5
(el pentdgono).

P1.4] Hay que colocar a 5 hombres y 4 mujeres en una fila de modo que las
mujeres ocupen los lugares pares. ;De cudntas maneras puede hacerse?

Solucion

Ya que la fila es de 9 individuos en total, hay 4 posiciones pares (que
deben ser ocupadas por las 4 mujeres) y 5 posiciones impares (para los
5 hombres). Por lo tanto, pueden colocarse de Py - P; = 4! - 5! = 2880
maneras.

P1.5] ;Cudntos ntmeros de 4 digitos se pueden formar con las cifras 0,1,...,9

1. permitiendo repeticiones;
2. sin repeticiones;

3. si el ultimo digito ha de ser 0 y no se permiten repeticiones?

Solucion

Asumamos que para que un nimero sea de 4 digitos su primer digito debe
ser distinto de cero.

1. Puesto que debe formarse un ntmero de 4 digitos, el primero de
éstos no puede ser cero. Por lo tanto, hay nueve posibilidades para
el primer digito y diez para cada uno de los tres digitos restantes,
obteniéndose un total de 9 - 102 = 9000 niimeros posibles.

2. Al igual que en el apartado anterior, el primer digito no puede ser
cero. Como ademds no se permiten repeticiones, hay nueve posibili-
dades para el segundo digito: el cero y las ocho no escogidas para el
primer digito. Por tanto, se pueden formar 92-8-7 = 4536 ntmeros.

3. Fijamos el ultimo digito y, como no puede haber repeticiones, se
obtiene un total de 9-8-7-1 = 504 ntimeros.

P1.6] En un grupo de 10 amigos, jcudntas distribuciones de sus fechas de cum-
pleanos pueden darse al ano?

Solucion

Considerando que el ano tiene 365 dias y que puede darse el caso de
que varias personas cumplan en la misma fecha, el niimero de maneras
distintas es V R3g5,10 = 36510,
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CAPITULO 1. COMBINATORIA 15

P1.7] ;Cudntas letras de 5 signos con 3 rayas y 2 puntos podria tener el alfabeto
Morse?

Solucion

Si se consideran como cinco simbolos diferentes entonces, dado que im-
porta el orden en que se coloquen y que han de distribuirse en cinco
posiciones, se tendrd un total de Ps; = 5! posibles ordenaciones. Pero,
dado que de los cinco elementos tan sélo hay dos diferentes (rayas y
puntos) que se repiten 3 y 2 veces, respectivamente, dividiremos por las
posibles permutaciones de cada uno de ellos, obteniendo asi un total de
Cs3=>51/(3!-21) =5-4/2 = 10 letras. Ndtese que éste es el nimero de
posiciones (entre las cinco posibles) en que pueden ponerse las letras, y
ademds coincide con el nimero de posiciones para los puntos (C5 2).

P1.8] Cuando se arrojan simultdneamente 4 monedas,

1. ;cuales son los resultados posibles que se pueden obtener?

2. jcuantos casos hay en que salgan 2 caras y 2 cruces?
Solucion

= Suponiendo que las monedas son iguales:

1. Dado que un mismo resultado individual (cara o cruz) puede
obtenerse en varias monedas a la vez, y que las monedas no
pueden distinguirse entre si, existen C Ry 4 = 5 resultados posi-
bles. Estos casos son: “4 caras y 0 cruces”, “3 caras y 1 cruz”,
“2 caras y 2 cruces”, “1 caray 3 cruces”, y “0 caras y 4 cruces”.

2. Como las monedas se arrojan simultaneamente, s6lo habra un
caso posible con 2 caras y 2 cruces.

= Suponiendo que las monedas son distintas:

1. En este caso, puesto que se distinguen las monedas entre si y
en una tirada pueden haber varias con el mismo resultado in-
dividual, hay un total de VRy 4 = 24 = 16 resultados posibles.
Estos casos son: “cara, cara, cara, cara”, “cara, cara, cara, cruz”,
“cara, cara, cruz, cara’, “cara, cara, cruz, cruz”’, etc.

2. Se calcula el nimero de combinaciones posibles de dos monedas
distintas, que supondremos serdn las de resultado “cara” (siendo
asf las dos restantes de resultado “cruz”), es decir, hay Cy2 =6
resultados de dos caras y dos cruces.

P1.9] Cuatro libros de mateméticas, seis de fisica y dos de quimica han de ser
colocados en una estanteria ;Cuantas colocaciones distintas admiten si:

1. los libros de cada materia han de estar juntos;
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2. sblo los de matematicas tienen que estar juntos?

Solucion

= Supongamos que los libros de cada materia también son diferentes
(de distintos autores).

1.

Consideramos cada conjunto de libros de una misma materia
como una unidad. Entonces, hay 3! = 6 ordenaciones posibles
de las materias. Ademds hay que considerar también las 4! = 24
permutaciones de los libros de matematicas, asi como las 6! =
720 y las 2! = 2 de los de fisica y quimica, respectivamente. Se
concluye asi que hay 3!-4!-6!-2! = 207360 colocaciones distintas.
Consideremos los cuatro libros de matematicas como una uni-
dad. Se tendria entonces una unidad correspondiente a ma-
tematicas, 6 unidades diferentes de fisica y dos unidades di-
ferentes de quimica. Por lo tanto, existen 9! = 362880 maneras
de ordenar estas 9 unidades, y por cada una de ellas hay 4! or-
denaciones posibles de los 4 libros de matemaéticas, por lo que
en total hay 9! - 4! = 8709120 formas de colocar los libros.

= Supongamos que los libros de cada materia son idénticos.

1.

Consideremos cada conjunto de libros de una misma materia
como una unidad. Nétese que entonces se tendria un total de 3
unidades, que pueden ordenarse de 3! = 6 formas distintas.

En este caso tendremos una tinica unidad de matematicas, ademas
de 6 de fisica y 2 de quimica, que consideraremos diferentes para
este cdlculo inicial. Se tiene entonces un total de 9! = 362880 or-
denaciones posibles y, puesto que los libros de cada materia son
indistinguibles, nétese que deben tenerse en cuenta las 6! - 2! =
1440 formas de colocar los libros de fisica y matematicas. Por
lo tanto, hay un total de 9!/ (6! - 2!) = 252 ordenaciones.

P1.10] Un alumno tiene que elegir 7 de las 10 preguntas de un examen. ;De
cuéntas maneras puede elegirlas? ;Y si las 4 primeras son obligatorias?

Solucion

El orden en que elija las preguntas, que ademds no podran repetirse, es
irrelevante. Asi, puede elegir las preguntas de C197 = 10-9-8/ (3 - 2) = 120

maneras.

Por otra parte, si las 4 primeras son obligatorias, debe escoger 3 preguntas
entre las 6 restantes para completar las 7 necesarias, resultando un total
de Cs3 =6-5-4/(3-2) = 20 maneras.

P1.11] Con 7 consonantes y 5 vocales jcudntas palabras se pueden formar que
tengan 4 consonantes distintas y 3 vocales distintas?
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CAPITULO 1. COMBINATORIA 17

Solucion

Podemos formar un total de C7 4 = 35 grupos de 4 consonantes distintas
y Cs3 = 10 grupos de 3 vocales distintas. Por otra parte, para cada
una de las 35 - 10 = 350 maneras de escoger 7 letras verificando las
condiciones impuestas, hay P; = 7! = 5040 ordenaciones posibles de
éstas. Se concluye asi que el total de palabras que pueden formarse es
35-10- 7! = 350 - 5040 = 1764000.

P1.12] Una linea de ferrocarril tiene 25 estaciones. ;Cudntos billetes diferentes
habra que imprimir si cada billete lleva impresas las estaciones de origen
y destino?

Solucion

Dado que las estaciones de origen y destino no pueden coincidir, y ademas,
dadas dos estaciones, es importante saber si corresponden al principio o al
final del trayecto, hay un total de Va5 2 = 25-24 = 600 billetes diferentes.

P1.13] A partir de 5 mateméticos y 7 fisicos hay que constituir una comisién
de 2 matematicos y 3 fisicos. ;De cuantas formas podra hacerse si:
1. todos son elegibles;
2. un fisico particular ha de estar en esa comision;

3. dos matematicos concretos no pueden estar juntos?
Solucion

1. Puesto que todos son elegibles, existen C5 5 = 10 grupos de 2 ma-
tematicos, y C73 = 35 grupos de 3 fisicos. Luego hay un total de
10 - 35 = 350 comisiones posibles.

2. Se fija uno de los fisicos, luego existen Cs 2 = 10 grupos de 2 ma-
tematicos, y Cs2 = 15 grupos de 3 fisicos. Asi, se pueden formar
10 - 15 = 150 comisiones.

3. Se excluye la tinica posibilidad de que el subgrupo de dos mateméti-
cos lo constituyan los dos que no pueden estar juntos, por lo que
hay Cs 2 —1 =9 grupos de 2 matemdticos cumpliendo la condicién.
Ademds hay C73 =7-6-5/(3-2) = 35 grupos de 3 fisicos, por lo
que el total de comisiones que pueden formarse es 9 - 35 = 315.

P1.14] Tres atletas toman parte en una competicién. ;De cudntas maneras
podrén llegar a la meta? (Pueden llegar juntos)
Solucion

Hay varias posibilidades:

= Si llegan los tres juntos, entonces s6lo hay 1 posibilidad.
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= Sillegan dos juntos, existen C'3 » = 3 grupos de dos que llegan juntos,
y P> = 2 ordenaciones distintas del grupo de dos y el otro atleta,
por lo que existen 3 - 2 = 6 posibilidades.

= Si llegan los tres por separado, existen 3! = 6 posibilidades.

Por lo tanto, pueden llegar a la meta de 13 maneras distintas.

P1.15] Se tienen n urnas diferentes. ;De cudntas maneras diferentes se pueden

colocar en ellas m (n < m) bolas idénticas:

1. sin restriccién alguna en cuanto al niimero de bolas en cada urna;
2. si no puede haber ninguna urna vacia;

3. sl quedan exactamente r (0 < r < n) urnas vacfas?

Solucion

Asumiendo que las urnas son distinguibles, plantear este problema es
equivalente a calcular de cudntas maneras pueden distribuirse m estrellas
(‘x 7) y n— 1 barras (‘|’) entre dos barras fijas (puesto que los elementos
de los extremos deben ser necesariamente barras).

Por ejemplo, si n = 5 y m = 6, una posible distribucién puede represen-
tarse como:
x| xkA| e

y significa que se coloca una bola en la primera urna, ninguna bola en la
segunda, tres bolas en la tercera, ninguna en la cuarta y dos en la quinta.

1. Si todos los elementos fuesen distinguibles habria (m 4+ n — 1)! per-
mutaciones posibles de estos elementos. Sin embargo, dado que las
barras son indistinguibles entre si, asi como las estrellas, el resultado

® <m+n—1>_(m+n—1)!

CRm = n—1 S oml-(n—1)7

)

2. En particular, si ninguna urna puede quedar vacia, fijamos n bolas,
una en cada urna, por lo que el problema se reduce a distribuir m—n
bolas en n urnas. Aplicando lo anterior, se obtiene un total de

m—l) (m — 1)1

n—1 -

CRmnm=< (m—n)-(n—1)

distribuciones posibles.

3. Hay C,, maneras distintas de escoger las r urnas que quedaran
vacias. Por cada una de estas combinaciones, se fija una bola en cada
una de las urnas que tendran algin elemento, resultando asi un total
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CAPITULO 1. COMBINATORIA 19

de CR,_; m—r formas de distribuir las m — r bolas que quedan en
las n — r urnas restantes. Por lo tanto, hay:

Co CR._.. . — (n) ' (n—l—m—Qr—l)
’ ’ r n—r—1

maneras de distribuir las bolas.

Noétese que, en el caso de que las urnas no fueran distinguibles, el problema
se complicaria y habria que recurrir a otros procedimientos.

P1.16] En un hospital se utilizan cinco simbolos para clasificar las historias
clinicas de sus pacientes, de manera que los dos primeros son letras y los
tres tltimos son digitos. Suponiendo que hay 25 letras, ;cudntas historias
clinicas podran hacerse si:

1. no hay restricciones sobre letras y ntimeros;

2. las dos letras no pueden ser iguales?
Solucion

1. Dado que es necesario tener en cuenta el orden de las dos letras esco-
gidas y que ademads éstas pueden repetirse, resulta que hay V Rys o =
252 = 625 posibilidades para las letras. Se procede andlogamente con
el caso de los digitos y se obtiene un total de V Ry 3 = 103 = 1000
posibilidades para los digitos. El total de historias clinicas que pue-
den hacerse es, por lo tanto, 625 - 1000 = 625000.

2. Se procede de forma similar al caso anterior, con la tinica diferencia
de que ahora las letras no pueden repetirse. Asi, hay V52 = 25-24 =
600 posibilidades para las letras, y V R19,3 = 1000 posibilidades para
los digitos, resultando que hay 600 - 1000 = 600000 historias clinicas.

P1.17] ;De cudntas formas se pueden sentar siete personas en torno a una mesa
redonda si:

1. no hay restricciones;

2. dos personas particulares no pueden sentarse juntas?
Solucion

1. El nimero de permutaciones de las siete personas en la mesa es 7!.
Sin embargo, se observa que, dada una de estas posibles distribu-
ciones, si cada individuo se traslada al asiento situado a su derecha,
por ejemplo, la posicion relativa de todos los individuos serd la mis-
ma. Por tanto, como no se hacen distinciones entre los asientos en la
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mesa, debemos de dividir por el niimero de casos en que la posicion
relativa es la misma, es decir, por 7. Asi, el nimero total de formas
de sentarse es 7!/7 = 6! = 720.

2. Consideremos a esas dos personas como una sola. Procediendo igual
que en el apartado (a), se obtiene que hay 6!/6 = 5! = 120 distri-
buciones. Ademés, hay P, = 2! = 2 posibles distribuciones de esas
dos personas en particular. Por tanto, hay 120 - 2 = 240 formas de
sentarse, estando juntas las dos personas particulares. Por otra par-
te, hay 6! = 720 formas de sentarse, sin restricciones. Finalmente, se
concluye que hay 720 — 240 = 480 formas de sentarse.

P1.18] En la sintesis de protefnas hay una secuencia de tres nucleétidos sobre

el ADN que decide cudl es el aminoacido a incorporar. Existen cuatro
tipos distintos de nucledtidos segiin la base, que puede ser A (adenina),
G (guanina), C (citosina) y T (timina). ;Cudntas secuencias distintas se
podrén formar si se pueden repetir nucleétidos?

Solucion

Ya que importa el orden de los nucledtidos en la secuencia, y ademas éstos
pueden repetirse, entonces existen V Ry 3 = 4% = 64 secuencias distintas.

P1.19] ;Cudntos ramilletes distintos se pueden formar con 5 flores de variedades

distintas?
Solucion

Pueden formarse ramilletes de 1, 2, 3, 4 6 5 flores. Por tanto, dado que
las flores de un ramillete no estdn ordenadas y ademads no se repiten,
tenemos:

Cs;=2"-1=31
i=1

ramilletes distintos.

P1.20] Suponiendo que hay 27 letras distintas, jcudntos conjuntos diferentes

de iniciales pueden formarse si cada persona tiene un apellido y

1. exactamente dos nombres;
2. no mas de dos nombres;

3. no mas de tres nombres?
Solucion

1. Si tiene dos nombres, hay V Ra7 3 = 273 = 19683 conjuntos de ini-
ciales.

2. Si tiene dos nombres como méaximo, hay dos posibilidades:
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= del tipo “nombre apellido” hay V Ra7 2 = 272 posibilidades;
= del tipo “nombrel nombre2 apellido” hay V Ra7 3 = 273 posibi-
lidades.
Luego hay 27% - (1 + 27) = 20412 conjuntos de iniciales.

3. Si tiene tres nombres como méximo, a las dos posibilidades del apar-
tado (b) hay que anadir el tipo “nombrel nombre2 nombre3 apelli-
do”, del que hay V Ry7 4 = 27 posibilidades, obteniéndose finalmen-
te un total de 272 - (1 + 27+ 272) = 551853 conjuntos de iniciales.

P1.21] Si se arrojan d dados y m monedas, jcudntos resultados diferentes se
pueden distinguir?

Solucion

= Suponiendo que los dados son distintos y las monedas son distintas:

Para el caso de los d dados (un dado tiene 6 resultados posibles),
puesto que se distinguen los dados entre si, y en una tirada pue-
de obtenerse el mismo resultado en varios dados, hay un total de
VReq= 6¢ resultados distintos para los dados.

Procediendo de forma andloga para las m monedas, se obtienen
V Ry, = 2™ resultados distintos para las monedas.

Se concluye asi que hay un total de 6% - 2 resultados diferentes.

= Suponiendo que los dados son iguales y las monedas son iguales:

El nimero de resultados que se pueden obtener al arrojar los d dados,
teniendo en cuenta que éstos son indistinguibles y puede repetirse el
mismo resultado en varios de ellos, es CRs g = Cot+d—1,d = Ca+5,4-
Ademaés, para las m monedas, hay un total de CR3 1, = Cogm—1,m =
Cm+t1,m = m + 1 resultados.

Por lo tanto, hay Cyi5,4 - (m + 1) resultados diferentes.
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CAPITULO 2

Fundamentos de probabilidades

Se llama espacio muestral  a un conjunto matemético donde cada elemento
representa un resultado (concreto) de un experimento. Dado que es una imagen
matemadtica (abstracta) de un problema (real) no es necesariamente tinico para
un experimento dado, pudiendo por tanto existir diferentes espacios muestrales
para un mismo problema.

A cada elemento del espacio muestral se le llama suceso elemental ya que
se consideran como los resultados mas simples que interesan de un experimen-
to. Tipicamente se desea estudiar caracteristicas de algunos subconjuntos de
sucesos elementales, que reciben el nombre de sucesos. Se dice que un suceso
A ocurre cuando el resultado del experimento w estd asociado a uno de sus
sucesos elementales, es decir, w € A.

Para garantizar rigor en el uso de operaciones algebraicas como la unién y
la interseccién de conjuntos, la familia de sucesos se extiende con algunos otros
subconjuntos (complementos, etc.) de manera que la familia extendida A tenga
la siguiente propiedad de dlgebra:

s A€ Aentonces A°:=Q\ A € A,

= Ay, Ay € A entonces A; U Ay € A;

= e A

Sobre una pareja (2, .4) se define una probabilidad como una funcién

P:A—0,1]

23

“libroult”
2001/8/30
page 23

e



24 EJERCICIOS RESUELTOS DE PROBABILIDAD

con las siguientes propiedades:
= P(Q)=1;
w si Ay, Ay € A: A1 N As = () entonces P(A1 U Ag) = P(A1) + P(Ay).
A la terna (2, A, P) se le llama espacio probabilistico.

Dado (2,4, P) con Q C A, el espacio muestral Q se llama equiprobable
cuando la probabilidad de todos sus sucesos elementales es la misma.

Una importante caracteristica de los espacios muestrales equiprobables es
que la probabilidad de cualquier suceso suyo se calcula determinando la pro-
porcién de sus elementos sobre el total. Intuitivamente:

casos favorables a A

P(A) = .
(4) casos posibles de 2

Cuando €2 sea un conjunto finito esta ultima idea consiste en un cédlculo de

cardinales ya que:
Al
P(A) = .
1€

Dados dos sucesos A y B de un mismo espacio probabilistico (2, .4, P) con
P(B) > 0, se llama probabilidad condicionada de A dado B a la probabilidad
de que ocurra un suceso elemental en A supuesto que ha ocurrido algin suceso
elemental de B. Se representa por P (A | B), y sucede que:

P(ANB)

P(A|B):= P(B)

Se dice que A y B son independientes si, y s6lo si, P(AN B) = P(A)P(B).

Ejercicios Resueltos

P2.1] Describir el espacio muestral para cada uno de los siguientes experimen-
tos aleatorios:

1. 250 personas son seleccionadas en La Laguna y se les pregunta si
van a votar al candidato A o al B.

2. Un dado es lanzado cinco veces consecutivas.
Cinco dados son lanzados simultaneamente.

Una moneda es lanzada hasta que salen dos caras o dos cruces con-
secutivas.

5. Cuatro objetos se envasan en paquetes de dos.
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CAPITULO 2. FUNDAMENTOS DE PROBABILIDADES 25

6. Cuatro bolas son extraidas aleatoriamente y sin reeplazamiento de
una urna que contiene ocho bolas blancas y seis azules.

Solucion

1. Si w; representa la opcién del i-ésimo encuestado (i =1,...,250)
entonces un posible espacio muestral es

Q = {w:(wl,wg,...,w%o):wie{A,B},izl,...,250}:
(A A,...,A) (A, B,A,....,A),... (B,B,B,...,B)}.

Si no interesa conocer lo que vota cada persona, otro espacio mues-
tral valido seria:
' =1{0,1,2,...,250},

donde cada suceso elemental representa el niimero de encuestados
que optan por el candidato A.

2. Representando por w; el resultado del ¢-ésimo lanzamiento del dado
(1=1,2,3,4,5), podemos definir el espacio muestral como

Q= {w = (wl,MQ,W3,W4,W5) Tw; € {132;3747576}} .

3. Los dados se lanzan de forma simultdnea, por lo que de cada lan-
zamiento tendremos en cuenta tan sélo el nimero de veces que ha
salido cada cara. Asi, un posible espacio muestral es:

6
Q= {w = (w1, wa, W3, Wq, W5, We) : W; € {O,l,...,5},Zwi = 5}
i=1

donde cada w; representa el niimero de veces que sale el nimero i
en un lanzamiento (i =1,2,3,4,5,6) .

4. Representando por w; el nimero de lanzamientos hasta conseguir
dos caras o dos cruces consecutivas, y por ws el resultado de los dos
ultimos lanzamientos, podemos definir como espacio muestral:

Q={w=(w,ws): w1 €{2,3,...},wy € {C, X}}.

5. Hay 4 objetos, que representaremos por A, B,C y D, y se envasan
en dos paquetes de dos objetos cada uno. Por lo tanto, desde que
se conozca la composiciéon de un paquete ya se conoce la del otro.
Ademsds, elegido un objeto (por ejemplo, A) basta saber quién va
con ¢l en el paquete. Teniendo esto en cuenta, podemos definir como
espacio muestral para este experimento:

O ={B,C,D}.
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EJERCICIOS RESUELTOS DE PROBABILIDAD

6.

Si representamos por w; el color de la bola de la i-ésima extraccion
(i=1,2,3,4), siendo B =“blanco” y A =“azul” los dos posibles
colores a obtener, un posible espacio muestral es

Q ={w = (w1, wa, w3, wy) : w; € {B,A},i=1,2,3,4}.

P2.2] Una moneda es lanzada cinco veces. Definir espacios muestrales diferentes
de acuerdo a los siguientes objetivos:

1. Sélo el nimero de caras es de interés.

El resultado de cada lanzamiento individual es de interés.

3. Mostrar que cualquier espacio muestral satisfactorio para (2) puede
ser también usado en (1), pero que la afirmacién reciproca no es
cierta.

Solucion

1. Representamos cada suceso elemental como w =“ntimero de caras
obtenidas en los cinco lanzamientos”. Asi, un posible espacio mues-
tral es:

Q={0,1,2,3,4,5}.
2. Un posible espacio muestral es:
Q ={w = (w1, wa, w3, wy, ws) : w; € {C,X}},
donde cada w; representa el resultado del i-ésimo lanzamiento de la
moneda, que puede ser C' =“cara” y X =“cruz” (i = 1,2,3,4,5).
3. Sitomamos un suceso del espacio muestral del apartado (b) podemos

calcular el ntimero de caras que han salido (espacio muestral del
apartado (a)). Sin embargo, a partir del nimero de caras que se han
obtenido en cinco lanzamientos no podemos saber el resultado de
cada lanzamiento individual.

P2.3] Dado (£,.A, P) un espacio probabilistico, demostrar:

AR

P(0) =0;

si A,B € A: A C B entonces P(A) < P(B);

si Ae A: P(A°) =1— P(A);

si A,Be A: P(A\ B)=P(A) — P(AN B);

si A,Be A: P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB).
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CAPITULO 2. FUNDAMENTOS DE PROBABILIDADES 27

Solucion:
1. Basta tener presente las dos condiciones que cumple P por definicion,
considerando A; 1= Q y Ay := 0.

2. Basta tener presente las dos condiciones que cumple P por definicién,
considerando A; ;= ANB=Ay A := B\ A

3. Basta tener presente las dos condiciones que cumple P por definicién,
considerando A := Ay Ay := A°.

4. Basta tener presente las dos condiciones que cumple P por definicién,
considerando A; := A\ By A := AN B.

5. Usando los apartados anteriores: P(AU B) = P(A) + P(B\ A) =
P(A)+ P(B) — P(AN B).

P2.4] Un jugador italiano expresé su sorpresa a Galileo, por observar que al
jugar con 3 dados la suma 10 aparece con mas frecuencia que la 9. Segin el
jugador los casos favorables al 9 serfan: 126, 135, 144, 225, 234 y 333; y al
10: 136, 145, 226, 235, 244 y 334. Pero Galileo vio que estas combinaciones
no se pueden considerar igualmente probables. Explicar por qué y calcular
las correspondientes probabilidades.

Solucion

Consideremos como espacio muestral:
Q ={w = (wy,wq,ws) : w; €{1,2,3,4,5,6},i=1,2,3},

donde cada w; representa el resultado del lanzamiento del i— ésimo dado
(i =1,2,3). Nétese que este espacio es equiprobable y || = 63.

La probabilidad de obtener resultados que sumen nueve es:

3t [P ({(17276)}) + P({(17375)}) + P({(27374)})}
+(3) PUasan + P2+ PUE33)

1 3 25
= — - 6 . 3 . 2 1 == .
63 [ + <2> + ] 216
Por otra parte, la probabilidad en el caso de que la suma sea igual a diez
es:

3 [PUL3.6) + P(L45) + P
+(5) P2 on + PURA) + P

1 3 1
—63-[6~3+(2>-3 =

que es mayor que 25/216.
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28 EJERCICIOS RESUELTOS DE PROBABILIDAD

P2.5] Considérese un espacio muestral €2 formado por las 24 permutaciones de
los ntimeros 1, 2, 3 y 4, todas equiprobables. Definimos A; = {w € Q/en

w aparece el nimero i en el lugar i-ésimo}. Calcular:

1. P(A1UAyUA3U Ay)
2. P((A1UA3) N (AsUAy))
3. P(A;UA3)
4. P(A1U(A3N Ay))
Solucion
1. Dado que

P(A1UAyU A3 U Ay)

S P(A) - > P(ANA4)
1<4<4 1<i<j<4

+ > PAINA;NA)
1<i<j<k<4

—P(A1NA;NA3sNAy),

procedemos a calcular cada uno de los términos:

P(A;)

P(Al N AJ)

P(A;NA;NAg)

P(AiNAyNAsN Ay)

Luego, fijados por ejemplo A; = A1, A; = Ay, Ay, = As, se tiene que

()i (1) et

4
+<3) “P(Ai, N Ajy N Aro)

la probabilidad pedida es:

P(AjUAyU A3 U Ay)

Al (@-1 6 1
Q] 24 24 4
paratodoi=1,...,4

[AinA) (-2 2 1

1Y) 24 24 127
paratodoi,j=1,...,4

A NANA] 1

10 24’
para todo 7,5,k =1,...,4

|A1 ﬂA2ﬂA3ﬂA4| _ i
19 247
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CAPITULO 2. FUNDAMENTOS DE PROBABILIDADES 29

4
—(4) 'P(AlﬁAgﬂAgﬂA4)
1 1 4 1 1 1 _§

4 127 24 24§
2. Utilizando lo ya conocido para la probabilidad de la unién de dos
sucesos, se obtiene el resultado:

P((Al @] AQ) n (Ag U A4)) = P(Al U AQ) + P(A3 @] A4)
—P(A; UAs U A3 U Ay)
= {P(Al) + P(Ag) — P(Al n Ag)}
+{P(A3) + P(A4) — P(A3 N A4)}
7P(A1 UAQUAgUA4) ==
_ 1_9 1 15 24-4-15_ 5
B 12 24 24 247
3. Utilizando la propiedad de la probabilidad de la unién de dos sucesos
se obtiene:

P(A4 U A3) = P(4)) + P(Ag) = P(A4; N Ag) =2 = L =2

12 12

RNy

4. Andlogamente, se obtiene que:

P(A1U(A3NAy) = P(A1)+ P(AsnAg) — P(Ay N A3 Ay) =
1 1 1 7

1T T u T w

P2.6] Sean A;, Ay y As sucesos tales que A; UAy U A3 = Qy AN Ay =
Ay N As = Ay N Asz. Sabiendo que P(A4;) = 1/4 y P(As) = 1/2 hallar
P(A3).
Solucion
Sabemos que P (2) = 1, y ademés podemos expresar esta probabilidad
en funcion de los tres sucesos que se definen en el enunciado. Asi, desarro-
llando esta expresion y sustituyendo los datos que nos da el problema, se

tiene que:
P(Q) 1=P(A1 UAyU A3) = P(Ay) + P(As) + P(A3)
—P(A1NAs) — P(Ai N A3) — P(A2 N As)

+P(A; N Ay N Ag) =

1 1
= Z+§+P(A3)—2~P(A1QA2),

usando, para la tltima igualdad, que:

P(A1 N (A2 N As)) = P(Ay N (A1 N Ao)) = P(A1 N A).
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Finalmente, despejando, obtenemos:
1
P2.7] Tres caballos A, B y C participan en una carrera. El suceso “A vence a

B” se designa por AB, el suceso “A vence a B, el cual vence a C” como
ABC, y asf sucesivamente. Se sabe que P(AB) = 2/3, P(AC) = 2/3
y P(BC) = 1/2. Ademés P(ABC) = P(ACB), P(BAC) = P(BCA)
y P(CAB) = P(CBA). Calcular P(A venza), P(B venza), P(C venza).
iSon AB, AC y CB independientes?

Solucion

En este problema se asume que no existen los empates. Por ello, los
sucesos elementales son las permutaciones de las letras A, B y C, y un
simple espacio muestral es:

Q = {ABC, ACB, BAC,BCA,CAB,CBA};|Q| =31 =6

Dicho espacio tiene |Q2] = 3! = 6 elementos, pero no es necesariamente
equiprobable. Adem4s:

AB = {ABC, ACB,CAB}

AC = {ABC, ACB, BAC}
BC = {ABC, BAC, BCA}.

Denotemos las probabilidades de los sucesos elementales:

P({ABC}) = P({ACB}) = p1, P({BAC}) = P ({BCA}) = p,
P({CAB)) = P({CBA)) = ps.

y resolvamos:

P(AB)=2/3=2-p; +ps = 2/3
P(AC) =2/3=2-p; +p2 = 2/3
P(BC)=1/2=p1+2-p2=1/2

Se obtiene asi que p1 = 5/18,p2 = 1/9 y ps = 1/9. Por tanto, las proba-
bilidades que pide el problema son:

P(A venza) = P ({ABC}) + P ({ACB}) =2 p; = 5/9

P(B venza) = P ({BAC})+ P ({BCA}) =2-ps =2/9
P(C venza) = P ({CAB}) + P({CBA}) =2 -p3 =2/9.
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Por ultimo, para ver si AB, AC' y C'B son independientes, calculemos:

P(ABN AC) = P({ABC, ACB)) = P({ABCY) + P ({ACB)) =
P(AB) - P(AC) = % . ; _ %

Dado que P(ABN AC) # P(AB) - P(AC), se concluye que no son inde-
pendientes.

P2.8] Siendo A, B y C tres sucesos pertenecientes a un determinado espacio
muestral, se consideran los dos sucesos M = ANB°NC°y N = AN(BUC).
Calcular las probabilidades de M y N sabiendo que P(A) = 0,7, P(B) =
0,6, P(C)=0,5, P(ANB) =0,45, P(ANnC)=0,35 P(BNC) =025y
P(ANnBNC)=0,15.

Solucion

= Se puede usar la diferencia de sucesos, y asf:

P(M) = PANB°NC% =PAN(BUQC)Y)
P(A|(BUC))=P(A)—P(ANn(BUCQ))
P(A)—P((ANB)U(ANCQ))
P(A)—P(ANB)—P(ANC)+P((ANB)N(ANCQ))
= 0,7-0,45-0,35+ 0,15 = 0,05.

Otro modo de calcular P(M) consiste en usar la expresién equiva-
lente a la unién de los sucesos A, By C"

AUBUC =(AN(BUCO))YUBUC=(ANnB°NC°)UBUC.
Se tiene entonces que:

P(AUBUC) = P(ANnB°NCYUBUC)
= PANB°NC° +P(B)+ P(C)
—P(ANB°NC°NB) - P(ANB°NC°NC)
—P(BNC)+P((ANnB°NnC°)NnBNQC),
siendo
ANB‘NC°NB=ANB‘NC°‘NC =10
y

(ANB°NC)N(BUC) = (ANB°NC°NB)UANB°NC°NC) =0.
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Por tanto:

P(AUBUC) = P(ANB°NC%) + P(B) + P(C) — P(BNC). (1)

Hemos logrado expresar la probabilidad pedida en funcién de las
probabilidades conocidas P(B),P(C),P(BNC)y P(AUBUCQC),

siendo el valor de esta tltima:

P(AUBUC)

= P(A)+P(B)+ P(C)—-P(ANB)
—P(ANC)-P(BNC)+ P(ANBNC)

= 0,740,6+05—0,45— 0,35 — 0,25 + 0,15 = 0,9

Finalmente, despejamos en 2.1 el resultado:

s Para calcular P (IV), expresamos N como unién de sucesos disjuntos,

P(M) = P(ANB°NC°) =0,05

utilizando la diferencia de sucesos:

P(N) =

verificindose la tercera igualdad debido a que los sucesos AN By

AN(BUC))=P(ANB)U((ANC)|(ANnBNCQ)))

P
P(ANB)+P((ANC)|(AnBNC(C))
PANB)+P(ANC)—P((ANnC)N(ANBNCQC))
P(ANnB)+P(ANC)—P(ANBNC)

0,45

+0,35 — 0,15 = 0,65,

(ANC)| (AN BNC) son disjuntos.

Otra forma de obtener la probabilidad pedida seria, directamente:

P(N)

P2.9] Siendo Aj, Ay y B tres sucesos tales que A; N Ay = ), demostrar que

P(AN(BUC))=P(ANnB)U(ANQC))
P(ANB)+ P(ANC)—P(ANnBNCQC).

P(A1 U Ao|B) = P(Ay|B) + P(As|B).

Solucion

Aplicamos la definicién de probabilidad condicionada y se obtiene:

P(A; U A5 |B)

P((ALUA)NB)  P((A\NB)U (AN B))

P(B) P(B)
P(Ai1NnB)+P(A3NB)—P(A1NA2NB)
P(B)

P(A,NB) P(AyNB)
P(B) | P(B)
P(A;|B) + P(A3|B).
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33

La tercera igualdad se verifica debidoaque P (41 N Ay NB) =P (0N B) =

P(0) =0.

P2.10] Demostrar que si Ay, Ay y Az son independientes, entonces también lo
son Af, A5y AS. Y quesi A;, As y A3 son independientes, entonces son
independientes por pares, pero que lo reciproco no es cierto.

Solucion

= “Si A;, Ay y As son independientes, entonces Af, A y A§ son

independientes”.

Supongamos A;, As y Az independientes. Esto quiere decir que:

P(A1NAs) = P(A;)-P(As)

P(AiNA3) = P(A;)-P(A3)

P(AsnNA3) = P(A)- P(A3)
P(A1 NAs N Ag) = P(Al) . P(Ag) .

Veamos que esto se verifica también para A, A§ y AS§, pues:

P(Az) =
(A7) - P (A35).

P(ANAS) = P((AUA))=1-P(A1UAy) =
= 1—P(A;))—P(A2)+P(A1NAy) =
— 1 P(4) = P (4s) + P (4))
— (1= P(4) (1= P(42) = P
Anélogamente:
P(ATNA5) = P(A])- P(43)
PASNAS) = P(A3)-P(45).

Por dltimo, tenemos que:

P(ASNASNAS) = P((AAUAUA) ) =1-
= 1- > PA)+ >
1<i<3 1<i<j<3

—-P (Al NAsN Ag)

= 1- Y PA)+ >

1<i<3 1<i<j<3
—P (A1) P(A2)- P(43)
= P(A])-P(A3)- P(A3).

P (A1 UAs U A3)
P(A;NA;j)

P(A;)- P(4))

= “Si Ay, Ay y A3z son independientes, entonces son independientes por

pares”.
El resultado es consecuencia de la definicion.
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“Si Ay, Ay y As son independientes por pares, esto no implica que
necesariamente sean independientes”.

Supongamos que se realiza un experimento aleatorio que consiste en
lanzar dos dados distinguibles (1 y 2). Un espacio muestral es

Q={(i,j) 4,7 =1,2,3,4,5,6},

donde 7 representa el resultado del dado 1 y j el resultado del dado
2 (1,7 =1,2,3,4,5,6). Este espacio es equiprobable, y su cardinal
es Q] = 62 = 36. Por tanto,

1> 1
P((i,j5)) = <> =gg Dara todo i,j =1,2,3,4,5,6.

Definamos los sucesos:

A = “El resultado del dado 1 es un n° par”,
B = “El resultado del dado 2 es un n° par”,
C = “Los dos dados dan el mismo resultado”.

Entonces:

18 1 1 6 1

P =3=73

Son independientes por pares ya que

P(ANB) = o =1=P(4) P(B),
P(ANC) = ;—6:1—12:P(A)~P(C),
P(BNC) = ;—6:1—12:P(B)~P(C),

pero, sin embargo, no se cumple la Ultima condiciéon para la inde-
pendencia, ya que las probabilidades:

P(AnBNC) = %:%,
P(A)-P(B)-P(C) = i

son diferentes:

P(ANBNC)#P(A)-P(B) P(C)
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P2.11] Sea A; y As dos sucesos con A; N A = ). Dar una condicién necesaria
y suficiente para que A; y As sean independientes.

Solucion

Aj, Ay independientes < P (A;)-P(A2)=P(A1NA)=P(0)=0

& P(A)=06P(4)=0

P2.12] Dado que P(A) =1/3, P(BJA) = 1/3; determinar si se cumple que:

1. Ay B son independientes.
2. AnB=0.
3. ACB.
4. P(A€|B°) =2/3.
Solucion
1. Supongamos que se realiza un experimento aleatorio que consiste en
extraer una bola de una urna con nueve bolas numeradas del 1 al 9.
Entonces, un espacio muestral es
0=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Dicho espacio es equiprobable y P ({i}) = 1/9, para todo i =
1,...,9.
Definimos A como el suceso “el nimero extraido es menor que cua-
tro”, es decir, A = {1,2,3}, y sea B el suceso “el nimero extraido
es mayor que dos”, es decir, B = {3,4,5,6,7,8,9} . Entonces:
7
P(B) = =
(B) = o
P(BNA P ({3 1/9 1
P(A) 1/3 1/3 3
P(B) # P(B|A), por lo que se concluye que los dos sucesos no son
independientes.
2. Por definicién de probabilidad condicionada, se tiene que:
P(BnA) P(BnA)
P(B|A) = = =1/3
(BIA) = =575 Ty =
obteniéndose asi que P(BN A) =1/9. Por lo tanto, AN B # (.
3. En el mismo contraejemplo utilizado en el primer apartado del pro-

blema se observa que A Z B.
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4.

Obsérvese, en el contraejemplo del apartado (a), que:

e PLCNE) PO
PAIB) == = Py =

P2.13] ;Son ciertas las igualdades:

1. P(A|B) = P(A¢|B°);
2. P(A|B)+ P(A°|B°) =1,
3. P(A|B)+ P(A|B°) =17
Solucion
1. Para ver que la igualdad P(A|B) = P(A€|B¢) es falsa, definimos
un espacio muestral Q = {1,2,3,4,5,6}, con P ({i}) = 1/6, para
todo ¢ = 1,...,6, pudiendo pensarse que cada suceso elemental
se corresponde con la cara que sale al lanzar un dado. Definimos
también los sucesos A = {1,2} y B = {3,4}, que verifican:
ANB =10,
BC = {]"25576}7
A°NB¢=(AUB)" = {5,6}.
Sustituyendo en las correspondientes expresiones, se obtiene:
P(AnB)  P(0)
e R
P(A°nN B°)
P(A%|BY) = ———= =
(A1) S
_ _P{56p)  2/6 1
P({1,2,5,6}) 4/6 2’
Luego la igualdad P(A|B) = P(A°|B€) no es cierta.
2. La igualdad P(A|B) + P(A°|B°) = 1 tampoco se verifica, pues, si
utilizamos los datos del ejemplo del apartado anterior, resulta:
P(A|B)+ P(A°|B°)=0+1/2=1/2 # 1.
3. La igualdad P(A|B) + P(A|B¢) = 1 no es cierta, pues, utilizando

nuevamente el ejemplo del primer apartado, se obtiene:

ANB® = {1,2},
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y sustituyendo:

P(AIB) = 0

. P(AQBC) B P({152})
P(A|B°) = P(B)  P({1,2,5,6})
2/6
6=

1
5"

Luego
P(A|B)+ P(A|B°)=0+1/2=1/2#1.

P2.14] Demostrar que si dos sucesos A y B son independientes, entonces A° y
B¢ son independientes.
Solucion
Comprobemos que P (AN B) = P(A)- P (B) implica que P (A°N B¢) =
P (A°) - P(B°). En efecto,
P(A°NB°) = P((AUB))=1-P(AUB)
= 1-P(A)—P(B)+P(ANB)
= 1-P(A)-PB)+P(A)-P(B)
= (1-P(4)-(1-P(B)) =P(A%)-P(B),

concluyéndose asi que A¢ y B¢ son independientes.

P2.15] Sean A y B dos sucesos tales que P(A) = 1/4, P(BJA) = 1/2 y
P(A|B) = 1/4. Decir si son ciertas o falsas las siguientes relaciones:

AC B;

A 'y B son independientes;

A€y B¢ son independientes;

Ay B son incompatibles;

P(A°|B°) =1/2;

P(A|B) + P(A°|B°) = 1.

A A

Solucion

1. Notese que si A C B entonces AN B = A, y se verificaria:

P(ANB) P(A)
PEN="pay “pm 7

1
9’

por lo que no es posible que A C B.
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Es cierto. En efecto, A y B son independientes, pues:

P(ANB)=P(B|A)-P(A) =

Luego P(ANB)=P(A)-P(B).

Habiendo demostrado ya la independencia de A y B, y teniendo en
cuenta el ejercicio 14, se concluye que Ay B¢ son independientes.

No es cierto que A y B sean incompatibles, ya que:

Lo

P(ANB) = P(BA)-P(A) =5 = :

DN | =

Tampoco se cumple que P(A¢|B¢) = 1/2, pues:

I P(A°N B°) B P (A°) - P(B°) 3
PAIB) =5y = Py 4

Se verifica que P(A|B) + P(A°|B¢) = 1. En efecto,

1 3

P2.16] Demostrar los siguientes resultados: Dado (2,.4, P) un espacio proba-
bilistico, un subconjunto de sucesos A, ..., Ay disjuntos dos a dos, y otro
suceso B tal que B C UleAi;

1. Teorema de la probabilidad total:

k

P(B) =Y P(B|A;)P(4).

i=1

2. Teorema de Bayes: para cada j € {1,...,k},
P(B|A;)P(A;
P(AJ|B): k( |]) (]) .
> im1 P(BlA)P(A)
Solucion:
1. Dado que B es la unién disjunta de los conjuntos BN A;, el resultado
es trivial.

2. Consecuencia inmediata de aplicar la definicién de probabilidad con-

dicionada y del apartado anterior.
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P2.17] Supuesto que los sucesos A1, Ay y As son independientes y asumiendo
que 7 = 0,1,2,3, obtener expresiones en términos de P(A;), P(42) y
P(Aj3) para las probabilidades de los sucesos:

1. ocurren exactamente r sucesos;

2. al menos ocurren r sucesos;

3. como maximo ocurren 7 Sucesos.
Solucion

1. Veamos la probabilidad de que ocurran exactamente r sucesos para

cada valor de r:

= Sir =0, por el gjercicio 10: “Si Ay, As y A3 son independientes,
entonces Af, A y A§ son independientes”, luego
P(ASNASNAS) = P(AS)-P(A5)- P(AS) =

(1-P (A1) (1-P(A2)) (1 - P(43)).
= Sir =1 entonces
P((A1NASNAS) U (AT N A N AS) U (AT N A5 N As))

=P(AINASNAS)+ P(A{N AN AS) + P(AT N ASN As) .

Esta igualdad se verifica porque los sucesos son disjuntos. Ademds,
por el ejercicio P2.8:

P(AiNASNAS) = P(A;)— P(AinA;) = P(A;NA)
+P(A;NA;NAg)
= P(A) - P(A)- P(4;) = P(A) - P (Ag)
+P(4i) - P (4;)- P (Ax),
para todo 4,7,k =1,2,3;1 # j,i # k,j # k.

Continuando con las igualdades anteriores

3 3
ZP(Ai)—Q' Y (P(A)- P(A)))+3-P(A1)-P(A2) P (43),

que estd expresado en términos de las probabilidades pedidas.
= Sir =2, entonces:

P((A1NAsNASU (AT NASN AU (AT N AN Az)) =
=P((AiNA)NAS)+ P((A1NAs)NAS) + P (AN (A2 N A3))
=P(A1NAy))—P(AiNAyNA;z)+ P (A1 N A;3)
—P(A;NAyNA3)+ P(AyNA3) — P(A; N Ay N A3),
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donde la primera igualdad se verifica por ser sucesos disjuntos.
Ademas, por el ejercicio 10: “Si Ay, As y As son independientes,
entonces A1, As vy As son independientes por pares”, luego, el
altimo término de esta tltima expresién es equivalente a:

P(A))-P(A3)+ P (A1) -P(A3)+ P(Ay) - P(A;s)
—3-P (A1) P(A2)- P (As).
= Sir =3, se tiene que:
P(AiNAsNAs)=P (A1) P(As)- P(A;s),

por ser sucesos independientes.
2. La probabilidad de que ocurran al menos r sucesos es:
= Sir =0, esta probabilidad es P (2) = 1.
= Sir =1, entonces:
P(AT]UAUA3)=1-P(A]NASNAS) =
=1-(1-P(A))-(1-P(A))-(1-P(43)).

= Sir =2, tenemos

P((A;NA2) U (A1 NA3)U (AN As))
=P(A1NAy)+P(A1NA;)+ P (A2 A3)
—2.-P(A1NAxN As)

=P (A1) P(Az) + P (A1) P(A3) + P (Az) - P (43)
—2- P (A1) P(Az)- P (As),

donde la segunda igualdad se verifica por ser A1, Ay y A3 sucesos
independientes.

= Si r = 3, la probabilidad es:
P(A1NAsNAz)=P(A;)- P(As) - P(A3),

verificandose esta igualdad por ser A, As y As sucesos indepen-
dientes.

3. Calculemos la probabilidad de que al maximo ocurran r sucesos.

= Sir =0, se tiene que

P(ATNA3NA3) = (1 - P (A1) - (1= P(A2))- (1 - P(43)).
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= Sir =1, entonces

1— P((A1NA2) U (A1 NA3) U (Az N Ag))
=1—P (A1) P(Az) — P (A1) P(As) — P(Az) P(As)
+2- P (A1) P(As)- P(A3),

por ser Ay, Ay v As sucesos independientes.
= Sir =2, la probabilidad que nos interesa obtener es

1-P(AiNAyNA3)=1—-P(A)-P(As)- P(As),

por ser Ay, Ay v Az sucesos independientes.
= Sir =3, el resultado es P (Q2) = 1.

P2.18] Dilema del concurso televisivo. En un concurso de television se le ofrece
al concursante la posibilidad de elegir una entre 3 puertas (A, B, C') para
quedarse lo que hay tras ella. El presentador le informa de que sélo una
de ellas tiene un buen regalo (un apartamento en Torrevieja, Alicante),
mientras que las otras dos estdn vacias. El concursante opta por una y
tras decirlo, el presentador (que conoce exactamente dénde esté el regalo)
le abre una de las otras dos puertas no elegidas por el concursante donde
no estd el regalo. Luego le ofrece al concursante la opcién de cambiar su
decisién inicial eligiendo la otra puerta atin no abierta. ; Qué debe hacer el
concursante? Es decir, jdebe el concursante aceptar la nueva posibilidad
cambiando la puerta que eligi6é originalmente, o no?

Solucion

En el momento original donde el concursante debe tomar su primera
decisién, es evidente que la probabilidad de que escoja la puerta tras la que
se oculta el regalo es igual a 1/3. Supuesto que opta por una, se encuentra
con que el presentador le ofrece una nueva informacion: le reduce las tres
posibilidades iniciales a dos. Esto cambia por tanto las probabilidades,
ya que la puerta abierta por el presentador pasa a tener probabilidad 0,
mientras que las otras dos se reparten el 1/3 que esa puerta pierde. Pero,
;de qué manera? Desde luego, no equitativamente, puesto que la puerta
elegida por el concursante sigue teniendo probabilidad 1/3 y la otra que
no abrié el presentador pasa a tener probabilidad 2/3.

Por tanto, el concursante si deberia cambiar su eleccién original, ya que
con ello duplica la probabilidad de obtener el regalo. Obviamente, este
consejo se basa unicamente en consideraciones matematicas y no tiene
presente de ninguna forma la aficién o aversion al riesgo del concursante.
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P2.19] Dilema del prisionero. En una carcel hay 3 prisioneros (A, B,C) con
historiales similares. En un momento dado, los tres solicitan el indulto a
un tribunal, y sin conocerse méas detalles llega la informacion al prisionero
A de que han concedido el indulto a 2 de los 3 prisioneros. El prisionero
A conoce a uno de los miembros del tribunal y puede intentar hacerle una
pregunta para obtener algo de informacién. Sabe que no puede preguntar
si él es uno de los dos indultados, pero si puede pedir que le den el nombre
de uno de los otros dos (nunca él) que esté indultado. Pensando un poco
concluye que si no hace tal pregunta, entonces la probabilidad de ser uno
de los dos indultados es 2/3, mientras que si la hace obtendrd respuesta y
entonces la probabilidad de ser el otro indultado es 1/2. Por ello, concluye
que es mejor no hacer tal pregunta, porque sea cual sea la respuesta, sélo
le servird para disminuir la probabilidad de ser uno de los dos indultados.
;Donde estd el error de su razonamiento?

Solucion

Si no hace la pregunta, entonces un espacio muestral es

Q={w={wy,ws}:w; € {A, B,C},ws #ws} ={{A,B},{A,C},{B,C}},

que es un espacio equiprobable. Dado que el suceso “A es indultado”
coincide con {{A, B},{A,C}}, entonces su probabilidad es 2/3, y por
tanto ese cédlculo del prisionero es correcto.

Sin embargo, si hace la pregunta, un espacio muestral seria

Q = {w= ({w,wa},ws) : w; € {A, B,C},wy # wy, w3 € {wy, ws}\ {A}},

donde w; y wo representan los dos presos indultados, y w3 es el nombre de
uno de los indultados que el miembro del tribunal da al preso A. Nétese
que:

P(({4,B},B)) = P(({A,C},0)) =

)

o= Wl

P(({B.C},B)) =P (({B,C},0)) =

)

donde se asume que A no es indultado con probabilidad 1/3 y en tal caso
la respuesta puede ser B 6 C con igual probabilidad. En consecuencia el
suceso “A es indultado” coincide con {({A, B},B),({A,C},C)} y por
tanto la probabilidad sigue siendo 2/3. Aqui esta su error. En efecto, era
de esperar que conocer la respuesta a su pregunta no le diera informacién
sobre la probabilidad de que él mismo fuera indultado, debido al propio
enunciado de la pregunta.
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P2.20] Supongamos que entramos en un casino con 20 euros y deseariamos salir
con 40 euros. Se nos ofrecen dos posibilidades para aumentar el capital
en una ruleta:

1. apostar los 20 euros sobre “pares” en una unica jugada;

2. apostar un euro sobre “pares” en cada jugada durante una secuencia
de jugadas hasta que pierda sus 20 euros o gane lo deseado.

Analizar mateméaticamente ambas alternativas.
Solucion

Recurriendo a la primera opcién, propia de jugadores mas arriesgados,
hay una probabilidad de ganar igual a 18/38 = 0,474.

Sin embargo, con la segunda opcidén, propia de jugadores mas cautelosos,
la probabilidad de ganar es:

20)20 _ 4
(;3470:0.1084.
() -1

Es decir, con la segunda opcién tiene un 25 % menos de posibilidades de
ganar que con la primera opcion.

P2.21] {Cudl es el minimo nimero de alumnos que debe tener una clase para
garantizar una probabilidad 0.5 de que el dia de cumpleanos de algin
alumno coincida con el dia de cumpleanos del rector de la universidad?
Se asume que los afios son de 365 dias.

Solucion

La probabilidad de que entre n alumnos no haya ninguno con el mismo
dia de cumpleafios que el rector es 364™ /365", y por tanto la probabilidad
de que en una clase con n alumnos haya al menos uno con el cumpleanos
deseado es 1 — 364™/365™.

Ahora obtengamos el menor valor n natural tal que:
364\" _ 1
1-(—=) >,
365) T 2

—n - (In364 — In365) > Inl — In2,

es decir,

concluyendo asi que n > 252,652, luego la clase debe tener al menos 253
alumnos.
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P2.22] ;Cudl es el menor nimero de alumnos que debe tener una clase para
garantizar con probabilidad 0.5 que haya al menos dos alumnos con igual
dia de cumpleanos?

Solucion

Sea n el nimero de alumnos de una clase. Claramente, si n > 365, enton-

ces seguro que hay alguna coincidencia. Asumamos por tanto que n < 365.

La probabilidad de que en el aula no haya ninguna coincidencia es:
365-364-...-(365 —n+1) 365!

365™ (365 —n)! - 3657

Por tanto, se trata de encontrar el menor n tal que:

365! 1
l1- > -
(365 —n)!- 365" — 2
es decir:
In365! — In (365 — n)! — nIn365 < In2.

Si n = 22 la probabilidad de que haya al menos una coincidencia es
0,4757, es decir, no cumple lo deseado. Sin embargo, para n = 23 tal
probabilidad es 0,5073, es decir, si cumple la desigualdad anterior, y por
lo tanto el menor ntimero de alumnos es 23.

P2.23] Un joven tiene un pleito sobre el que cree firmemente que él tiene la
razén. Sabe que hay dos tribunales:

1. Tribunal A: formado por 3 personas que, con independencia, tienen
probabilidad p,p,1/2 respectivamente de emitir un informe indivi-
dual correcto. El informe colectivo se obtiene mediante la regla de
la mayoria entre los tres informes individuales.

2. Tribunal B: formado por 1 persona que tiene probabilidad p de emi-
tir un informe correcto.

;Por cudl de los dos tribunales deberfa optar el joven? Razonar la res-
puesta matematicamente.

Solucion

El tribunal A emite un informe conjunto acertado cuando se da uno de
los siguientes sucesos:

= A; = “los dos miembros con probabilidad p aciertan”.
(Esto ocurre debido a que por la regla de la mayoria esto implica
que el informe conjunto serd acertado, sin importar el informe del
miembro con probabilidad 1/2.)
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= A; = “uno de los dos miembros de probabilidad p acierta y el otro
no, y el miembro con probabilidad 1/2 acierta”.

Puesto que ambos sucesos son disjuntos, la probabilidad de que el tribunal
acierte es:

P(A)+P(A)=p*+2-p-(1—p)-==p.

DN | =

Es decir, los dos tribunales tienen la misma probabilidad de emitir un
informe acertado sobre un pleito.

P2.24] Una mano de pdker consiste en cinco cartas seleccionadas sin reemplaza-
miento de una baraja de 52 (sin comodines). Determinar la probabilidad
de obtener las siguientes combinaciones:

1. Escalera de color: las cinco cartas consecutivas y del mismo palo.

2. Escalera de color real: escalera de color con el As como carta mayor,
detras de la K.

3. Pdker: cuatro cartas con la misma numeracion.
4. Poker de ases.
5. Full: tres cartas con una numeracion y las otras dos con otra.
6. Escalera: las cinco cartas consecutivas (el As puede ir al comienzo o
al final).
7. Color: las cinco cartas del mismo palo.
Dobles parejas.
Trio.
10. Pareja.
Solucion

Para introducir un espacio muestral denotemos cada carta mediante un
par (n,e), donde n representa el nimero en la carta (es decir, n €
{1,2,...,13}) y l representa el palo (es decir, | € {4, B,C, D}). Entonces
el espacio muestral es:

Q = {w = {w1, we, w3, wy,ws} : para todo i # j;w; = (n,e),
ne{l,2,...,13},e € {4,B,C,D},w; # w;}.

Claramente este espacio es equiprobable y:

52
|Q| :C52,5 = <5>
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Definamos el suceso A = “Se obtiene una escalera de color”. Cada
palo de la baraja tiene 52/4 = 13 cartas, con las que se pueden
formar 13 — 5+ 1 = 9 escaleras de color. Por tanto, ya que hay
cuatro palos distintos, se tiene que:

4
A|<1)~94~936.

Luego:
_ Al _ 36

P =5 =

5

Sea el suceso B = “Se obtiene una escalera de color real”. Por cada
palo de la baraja s6lo hay una escalera de color real posible. Por

tanto: (4)
1Bl _
e (%)
Sea C' el suceso “Se obtiene un péker”. Hay 13 numeraciones dife-
rentes. Una vez escogidas 4 cartas con la misma numeracion se elige
entre las 52 — 4 = 48 restantes la que falta para completar la mano,

obteniéndose que

_lop_ ()-8
= = T 52
e (%)
Definamos el suceso D =“Se obtiene un péker de ases”. Hay 52—4 =
48 cartas posibles para anadir a los 4 ases y completar la mano, por
lo que la probabilidad deseada es:

| D] 48
e (%)
Sea el suceso F = “Se obtiene un full”. Fijada una numeracién,

pueden formarse C4 3 = 4 conjuntos de tres cartas, ya que hay 4
palos distintos. Por lo tanto, como hay 13 posibles numeraciones
distintas, en total se tienen 13-4 = 52 posibilidades para escoger las
tres cartas iguales del full.

Para las dos cartas restantes hay que tener en cuenta que no pueden
ser de la misma numeracién anterior, luego, procediendo analoga-
mente al caso anterior, hay en total 12-Cy 2 = 126 = 72 combina-
ciones posibles. Finalmente, se calcula:

B2 ()

Cler e (®)

P(E)
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6. Sea el suceso F' =“Se obtiene una escalera”. Hay 13—5+1 = 9 nume-
raciones posibles de las escaleras, a las que hay que anadir una mas
que corresponde a la escalera con el As al final. Si fijamos una nume-
racion 4,7+ 1,i+2,i+3,i+4,coni=1,...,9,10, tendremos, para
cada valor de i, 45 escaleras (incluyendo las de color, y las de color
real si ¢ = 10). Si eliminamos las 4 escaleras de color correspondien-
tes a esa numeracién (una por cada palo), quedan 4° —4 = 4-(4* —1)
escaleras y, dado que hay 10 numeraciones posibles. Entonces:

(F) |F| 4-(4*—1)-10
€ (5)

7. Representemos por G al suceso “Se obtiene color”. Para cada palo,
hay C}3 5 combinaciones posibles de 5 cartas. De ellas, como vimos
en los apartados (a) y (b), 9+1=10 corresponden a escaleras de color
y a escaleras de color reales. Por lo tanto se eliminan, resultando:

4 13

P16 _ (- ((9)-10)
= = 52 :
it (5)

8. Definamos el suceso H =“Se obtienen dobles parejas”. Hay Ci32
formas distintas de elegir los palos con los que se forman las dos
parejas, y Cy o de crear la pareja para cada uno de esos palos. Para
la quinta carta quedan 52 —4 — 2 — 2 = 44 posibilidades, puesto que
se restan, ademads de las cuatro cartas ya escogidas, las cuatro cartas
que quedan con la misma numeracién que cada una de las parejas.
De este modo se evita obtener un full. Asi, la probabilidad buscada

es
poany 11 ()04

it (5)

9. Denotemos por I al suceso “Se obtiene un trio”. Hay Ci3,;-Cy 3 com-
binaciones posibles de tres cartas con la misma numeracién. Para las

dos que completan la mano se debe tener en cuenta que ninguna de
ellas puede tener la misma numeracion que las tres cartas anterio-
res, ya que se obtendria un pdker, y ademas ambas no pueden ser

de la misma numeracién, pues se formaria un full. Luego, una vez
fijadas las 3 primeras, se escoge la cuarta carta de un conjunto de

52 — 4 = 48 cartas (se descartan las 4 cartas que hay con la nume-
racién de las tres ya elegidas), y para la dltima quedan, finalmente,

48 — 4 = 44 posibilidades (se descartan las de la misma numeracién
que la cuarta carta). Ademds, como no se tiene en cuenta el orden

en que se elijan estas dos tultimas cartas, dividimos 48 - 44 por 2! y

resulta: 13\ 4\  48.44
pay= 1 G

it (5)
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10. Sea J el suceso “Se obtiene una pareja”. Las dos cartas que forman la
pareja pueden escogerse de un total de 13-C4y 2 parejas posibles. Para
las tres que faltan deben descartarse aquellas combinaciones que,
junto a las dos primeras cartas, formarian un trio, un péker o un full.
Por lo tanto, y procediendo de forma similar al caso del trio, fijadas
las dos primeras hay 52 — 4 = 48 posibilidades para la tercera carta,
48—4 = 44 para la cuarta y 44—4 = 40 para la iltima. Andlogamente
al apartado anterior, se dividen las 48 - 44 - 40 combinaciones de las
tres ultimas cartas por 3! = 6, ya que no importa el orden en que
éstas se elijan. Asf:

W (F) () 484440

e (5)

P(J)

P2.25] Un banco ha comprobado que la probabilidad de que un cliente con
fondos extienda un cheque con fecha equivocada es de 0.001. En cambio,
todo cliente sin fondos pone una fecha errénea en sus cheques. El 90 %
de los clientes del banco tienen fondos. Se recibe hoy en caja un cheque
con fecha equivocada. ;Qué probabilidad hay de que sea de un cliente sin
fondos?

Solucion

Representemos un suceso elemental como w = (wq,ws), donde w; repre-
senta si el cliente tiene o no fondos (wy € con, sin) y ws representa si el
cheque tiene o no fecha equivocada (wq € {corr, equiv}). El espacio 2 no
es equiprobable y tiene 4 elementos. Los datos que se dan son:

P (wg = equivlwy = con) = 0,001,
P (wy = corr|lw; = con) = 0,999,
P (we = equiv|wy = sin) = 1,
P (wgy = corr|lwy = sin) = 0,
P(w; =con) = 09,
P(wy =sin) = 0,1.

La probabilidad pedida es:

. . P (wy = sin Nwy = equiv
P (101 = sinfuy = equiv) = T\ F(ws = cquiv) -

P (w2 = equiv|wy = sin) - P (w1 = sin)

- P (wa = equiv|wy = sin) - P (w1 = sin) + P (w2 = equiv|wy = con) - P (w1 = con)

B 1-0,1
~1-0,1+0,001-0,9

= 0,99108.
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P2.26] En una bolsa hay cinco bolas, blancas o negras. Se extrae una bola y
es blanca. Héllese la probabilidad de que en la bolsa haya dos blancas y
tres negras si para formar la urna se tiraron cinco monedas y se metieron
tantas blancas como caras resultaron y tantas negras como cruces.

Solucion

Representemos un suceso elemental como:

w = (wla w27w37w47w5,w6) )

donde w1, ws, w3, ws y ws representan los resultados de los lanzamientos
de la moneda, y por tanto también la composicién de la urna. Adicional-
mente, wg representa el color de la bola extraida de la urna. Denotemos
por C; (i =0,1,2,3,4,5) el suceso de obtener i caras en los 5 lanzamien-
tos de la moneda, es decir, que la urna contenga ¢ bolas blancas y 5 — ¢
bolas negras, y sea B el suceso “extraer una bola blanca de la urna”.
Entonces el problema se resuelve mediante los siguientes céalculos:
_ P(C:nB)  P(B|Cy)-P(Cs)
ZOP (B|C) - P (C5)
i=

1=0 i=1
44
TS . (14Dt 4

s Y

P2.27] Una urna contiene cinco dados con sus caras de color blanco o rojo.
El dado ntmero ¢ (i = 1,2, 3,4,5) tiene i de sus caras blancas y el resto
rojas. Se selecciona al azar un dado de la urna, se lanza y sale cara roja.
;Cual es la probabilidad de que el dado seleccionado sea el 77

Solucion

Representemos un suceso elemental como w = (wq,ws), donde w; es el
nimero de caras blancas del dado (y por tanto el nimero del dado), y ws
es el color que se obtiene al lanzar el dado. Asi:

Q={w= (w1, ws) : w1 €{1,2,3,4,5} ,wy € {B,R}}.

Este espacio muestral no es equiprobable, pues P ({(1, R)}) # P ({(5, R)}) .
La probabilidad pedida es:

P(wlziﬂwng)
P(UJQ:R)

P(w1 :i|WQ :R) =
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P(wy = Rlwy =14) - P(wy =1)

S P (wy = Ry = ) - P (wy = )

j=1
6—7 1 6—1 6—1
— 6 5 _ 6 _ 6
Sl 1 LS. 5-—1.56
—J ; 6 2
255 952
Jj=1 Jj=1
6—1 6 .
61 —i
= 2 = i=1,...,5.
2 15
2

P2.28] Dos personas lanzan una moneda n veces cada una. ;Cudl es la proba-
bilidad de que obtengan el mismo numero de caras?

Solucion

Representemos un suceso elemental como
w = (w17"-7wn>wn+17"'7w2n)7

con w; € {C, X}, donde wy,...,w, son los resultados de los n lanza-
mientos de una de las dos personas, y wy41, ..., Ws, los resultados de la
otra. Denotamos por Cy,k =0,1,...,n al suceso “ambas obtienen exac-
tamente k caras”. Dado que estos sucesos son disjuntos, la probabilidad
de obtener el mismo nimero de caras viene dada por:

P(CoUCy...UCy)=> P(Cy)
k=0

n N\* /n 1" _ " /n\? 1\%*
k 2 k 2) k 2)
0 k=0
P2.29] En un pueblo de n + 1 habitantes, una persona le rumorea algo a una
segunda persona, quien lo repite a una tercera, etc. En cada paso se elige

aleatoriamente al receptor del rumor de entre n personas. Encontrar la
probabilidad de que el rumor pase r veces sin:

n

[
NE

>
Il

1. regresar al que lo origing;

2. repetirsele a una persona.

Solucion

Numeremos a los habitantes desde 0 hasta n, y supongamos que el rumor
parte inicialmente del habitante 0. Para introducir un espacio muestral,
vamos a representar cada suceso elemental como

w = (wy,Wa, ..., W),
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donde w;,i = 0,...,n son las personas por las que pasa el rumor tras
transmitirlo el habitante 0. Asi:

QO ={w= (w1, wa,...,w,) :w; €{0,1,...,n},wy #0,w; # w;—1}.
Este espacio es equiprobable y |Q = n".

1. Sea el suceso A = “El rumor pasa r veces sin regresar al habitante
0"={w € Q: w; #0, para todo i}. Entonces:

pay= Al _nn-1 (n_ly_l'

Q) n’ n
2. Sea el suceso B = “El rumor pasa r veces sin repetirse a ninguna
persona’= {w € O : w; # w;, para todo ¢ # j}. Por lo tanto:
P(B):@:n~(nfl)-(n—2)~...~(n—r+1): n! .
Y] n" (n—r)-n"

P2.30] Un ropero contiene n pares de zapatos. Si se escogen al azar 2r zapatos
(con 2r < n) {Cudl es la probabilidad de que:

1. no haya ningin par completo;
2. haya exactamente un par completo;

3. haya exactamente dos pares completos?

Solucion

Representemos cada zapato mediante un par (y, z), donde y representa el
nimero del par (es decir, y € {1,2,...,n}) y =z representa el pie (es decir,
z € {D,I}). Entonces, un espacio muestral es:

Q={w={wy,...,wo}:w; = (yi,2:),y: € {1,...,n},z; € {D, I}
;w; # wj, para todo i # j}.
Claramente este espacio es equiprobable, y
2n
Q| = .
it <2r>
1. Definimos el suceso A = “No hay ningun par completo”:

A={weQ:y #vy;, paratodoi # j;i,j=1,...,n}.

Entonces,
4] _ () -2
P(A) = = 45—
TR T

(Si 2r > n, entonces P (A) = 0).

“libroult”
2001/8/30
page 51

e



52 EJERCICIOS RESUELTOS DE PROBABILIDAD

2. Definimos el suceso B = “Hay exactamente un par completo”:

B={weQ:3i+#j/yi=yj A\Vk#1i,j:yx # y, VI # k},

luego,
n -1 2r—2
_ B _ (1) ) (27«72) -2
P (B)= @ = 5 .
(2r)
3. Definimos el suceso C = “Hay exactamente dos pares completos”:

C={weQ:3i#j/yi=y; \Vk#14,j :yx # y, VI # k}.

Asi, se tiene que

o)) o
o AN

P(0)

P2.31] Un examen de oposicién consta de 14 temas. Se debe escoger un te-
ma de entre dos tomados al azar. Calcular la probabilidad de que a un
alumno que ha preparado 5 temas le toque al menos uno que sabe. ; Cuél
es el nimero minimo de temas que debe preparar para que tenga una
probabilidad superior a 1/2 de superar el examen?

Solucion
Representemos cada suceso elemental como w = {wy,ws}, donde wy, ws €
{1,2,...,14}. Asf

Q ={w={wr,ws};wi,wy € {1,2,...,14} ,wq # wa},

que es claramente un espacio muestral equiprobable.

Definimos el suceso A = “Le toca al menos un tema que ha preparado”.
Entonces:

14-5
P(A):lfP(AC):lf( Z ):1516:@.
91 91

que es la probabilidad que se pide calcular.

Finalmente, supongamos que ¢ = “nimero de temas preparados por el
alumno”. Para superar el examen le debe tocar al menos un tema que
haya preparado. Por lo tanto, la probabilidad de aprobar el examen seria
P (A), e imponiendo la condicién del enunciado:

P(A):l_P(AC):l_<142—i)/<124> >%7
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(14—d)-(13—4) _ 1
! 14-13 )

Efectuando las operaciones correspondientes, la inecuacién se puede ex-
presar como:
i? —27i 4+ 91 < 0,

y resolviéndola se concluye que el alumno debe preparar como minimo 4
temas.

P2.32] Obtener la probabilidad p de que al lanzar n veces dos dados se ob-
tenga al menos un 6 doble. ;Cudntas partidas habra que jugar para que
tengamos p = 1/2 de obtener un 6 doble?

Solucion

Un espacio muestral para este problema es:
Q= {w = (w1, wa; W3, W45 .. .; Wan_1,Wan) : w; € {1,2,3,4,5,6}},
donde wy; 1 y wai, 2 = 1,2,...,n son los resultados respectivos de ambos

dados en el i-ésimo lanzamiento. Entonces, sea el suceso A = “se obtiene
al menos un 6 doble”,

A:{weQ:er{1,27...,n},w2k,1:wgk:()’},

luego
A ={w € Q: (wop—1,war) # (6,6), paratodo k€ {1,2,...,n}}.
Luego, dado que los resultados de los lanzamientos del par de dados son

independientes entre si, y ademads la probabilidad de obtener un 6 doble
es 1/62 = 1/36, se tiene que:

P(A)=1-P(A%) = 1_H 1 — P {(wap—1,war) = (6,6)}] = 1— {1 — 316}
k=1

Por 1ltimo, veamos cudntas partidas necesitamos jugar para obtener un
6 doble con probabilidad p = 1/2 . Tgualando:

11" 1

1-(1—-—=| ==

[ 36] 2’
—In2

= M 94605.
" in35/36

Por tanto, tras aproximar el resultado, se concluye que necesitamos jugar
25 partidas.
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P2.33] Problema de Bertrand. Dos arqueros de la misma destreza tiran al blan-
co, el primero dos flechas y el segundo una. Si gana el que tire la flecha
més cercana al centro de la diana, jcudl es la probabilidad de que gane
el primero?

Solucion

Un espacio muestral para este problema consiste en considerar cada su-
ceso elemental como la posicién en proximidad al centro que ocupa cada
lanzamiento. Asi, por ejemplo, se puede considerar que los dos primeros
lanzamientos son del primer arquero y el tercer lanzamiento es del segun-
do. Ademss, la probabilidad de que dos lanzamientos queden exactamente
a igual distancia del centro se asume que es cero, con lo que el espacio
muestral equivale a las distintas formas de reordenar las tres calificaciones
“mas cercano”, “intermedio” y “mas alejado” entre los tres lanzamientos.
Claramente se trata de un espacio con 3! = 6 sucesos elementales, todos
ellos equiprobables.

Si cada elemento de dicho espacio se representa por w = (wi,ws,ws),
siendo wy y wy el primer y segundo lanzamiento, respectivamente, del
primer arquero, ws es el tinico lanzamiento del segundo arquero, entonces
el suceso que nos interesa es

A={w:w; = “méas cercano” } U {w : we = “mds cercano”

Dado que estos sucesos son disjuntos y contienen dos sucesos elementales
cada uno de ellos, entonces P (A) =2/6 4+ 2/6 = 2/3.

P2.34] Problema de Galton. Se lanzan tres monedas al aire, jcudl es la proba-
bilidad de que las tres sean caras o las tres cruces?
Solucion
Asumiendo que las monedas son distintas, representemos el espacio mues-

tral como:

Q:{w: (wlan,U)S):wi S {C,X},Z: 132a3}

donde w; , i+ = 1,2,3 son los resultados respectivos de las tres mone-

das, siendo C = “cara” y X = “cruz” los resultados posibles de cada
lanzamiento. Entonces, sean los sucesos A = “se obtienen tres caras”
y B = “se obtienen tres cruces”. Puesto que estos sucesos son disjun-

tos, se tiene que la probabilidad de obtener tres caras o tres cruces es
P(AUB)=P(A)+P(B)=(1/2)* + (1/2)* = 1/4.

P2.35] Una loterfa vende n? boletos y da n premios. Si una persona compra n
boletos, jcudl es la probabilidad de que gane al menos un premio?
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Solucion

Resolver este problema es equivalente a calcular la probabilidad de que,
al extraer n bolas diferentes simultdneamente de una urna con n? bolas
(numeradas de 1 a n), de las cuales n son negras y el resto blancas, al
menos una de las bolas que se saquen sea negra. Un espacio muestral es:

Q:{w:{wl,...,wn}:wiE{1,...,712};11%;aféwj,Vi;zféj;i,j:1,...,71}7

que es claramente equiprobable. Si definimos el suceso A = “se extrae al
menos una bola negra”, entonces la probabilidad pedida seria:

P(A)=1-P(A%) =1- ")

P2.36] Cierto profesor lleva siempre en el bolsillo dos cajas de N fésforos; cada
vez que necesita un fésforo toma al azar una de las cajas. Al cabo de
cierto tiempo una de las cajas estd vacia. Calcular las correspondientes
probabilidades de que en ese momento la otra contenga r = 0,1,..., N
fésforos suponiendo que:

1. la caja esta vacia al tomar el dltimo fésforo;

2. descubre la caja vacia cuando por primera vez la saca y no hay ya
fésforos.

Solucion

Supongamos que las dos cajas, que representaremos por A y B, tienen la
misma probabilidad de ser tomadas. Para cada apartado del problema se
definird un espacio muestral.

1. Supongamos que la caja estd vacia al tomar el ultimo fésforo. Esto
significa que el profesor ha tomado 2N — r fésforos en total: N —r
de una de las cajas y N de la otra (la que queda vacia), y una vez
que deja vacia una caja, para. Por lo tanto, podemos definir como
espacio muestral:

Q={w=(wy,wa,...,won_p) :w; € {0,1},4=1,...,2N —r},

donde cada w;, (i = 1,...,2N — r) representa la caja que se escoge
en i—ésimo lugar (pudiéndose tomar o no fésforos de ella, ya que
puede estar vacia). Se supone que w; = 1 si se escoge la caja Ay
w; = 0 si se escoge la B, para cada valor dei (i =1,2,...,2N — 7).
Este espacio es claramente equiprobable, con |Q| = Q2N -1
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Definamos el suceso A =“la caja A queda vacia y en la B quedan r

fésforos”.
w = (wy,w,...,wan_r—1,1): w; € {0,1},
i=1,....,2N —r —1;
A= 2N—r—1

Z ’LUi:N—l
i=1

Por lo tanto, la probabilidad de que la caja A quede vacia y en
la B queden r fésforos es |M|/|Q| = Con_r_1.n-1/2°N"". Esta
probabilidad es igual a la del otro caso posible: que la caja B quede
vacia y en la A queden r fésforos. De este modo, se obtiene finalmente
que la probabilidad pedida es 2 - Coy—p—1 y—1/22V 7",

2. Supongamos que descubre la caja vacia cuando por primera vez la
saca y no hay ya fésforos. Por lo tanto, tras coger 2N — r fésforos
(de los que N corresponden a la caja que queda vaciay N —r a la
otra) mediante el procedimiento de tomar una caja al azar y tomar
un fésforo de ella, el profesor coge una tltima caja antes de parar:
la caja que estd vacia. Por lo tanto, se define como espacio muestral:

Q:{w: (w17"'aw2N—T7w2N—7‘+1):wi € {071}7Z: 1,...,2N—7"},

donde los w; (i =1,2,...,2N —r) se definen igual que en el apar-
tado anterior. En este caso, | = 22N+,

Sea el suceso B =“la caja A queda vaciay en la B quedan r fésforos”.

w; €{0,1},i=1,...,2N —r
2N—r

B=<w=(w,...,wan_p,1):
> w;=N
=

Por lo tanto, la probabilidad de que la caja A quede vacia y en la B
queden 7 fésforos es | M|/ |Q = Con—p /22N ="+, Esta probabili-
dad es igual a la del otro caso posible: que la caja B quede vacia y
en la A queden r fésforos. De este modo, se obtiene finalmente que
la probabilidad pedida es 2 - Con _,. n /22N F1

P2.37] Problema de Buffon. Se tiene una mesa rayada con lineas paralelas
separadas una distancia 2b. Se lanza una aguja de longitud 2a para que
caiga sobre la mesa. Hallar la probabilidad de que la aguja corte a alguna
linea si a < b.

Solucion

Un suceso elemental de este problema puede describirse mediante un par
de ntimeros, w = (w1, ws), donde el primero wy representa la distancia
del centro de la aguja (tras caer sobre la mesa) a la linea més préxima,
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y el segundo wsy representa el angulo que la inclinacién de la aguja tiene
respecto de las lineas en la mesa. Ndtese que por tanto wy € [0,b] y que
wy € [0,7[. En efecto, dado el objetivo que se persigue en el problema,
es suficiente mirar sélo la posicién respecto a la linea en la mesa mas
préxima y no interesa distinguir entre los dos extremos de la aguja (da
igual la punta que el ojo de la aguja).

El conjunto de todos los sucesos elementales anteriores configura un es-
pacio muestral © = [0,b[x[0,n[ claramente equiprobable. Por ello, la
probabilidad de cualquier suceso A C €2 se obtiene dividiendo la integral
sobre A entre br. En concreto, si A es el suceso que representa “la aguja
toca una linea” y, asumiendo que a < b, entonces

A:={w e Q:w €[0,acos(wsy)| para cada wy € [0, 7[}.

Consecuentemente

1 T acos(y) 2
P(A):%/o (/o 8x>8y:lm

P2.38] Se consideran dos nimeros aleatorios elegidos uniformemente y con in-
dependencia dentro del intervalo [0, 1].

1. Calcular la probabilidad de que su diferencia sea mayor que 1/6.
2. Calcular la probabilidad de que su suma sea mayor que 1.

3. Calcular la probabilidad de que su producto sea mayor que 1/7.

Solucion:

Un espacio muestral viene dado por
Q={w=(w,wz):0<w; <1y0<wy<1}.

Segun la hipétesis del enunciado, se trata de un espacio equiprobable y
por tanto se aplica la Ley de Laplace. Consecuentemente, el calculo de la
probabilidad de un suceso se limita al calculo del area del correspondiente
trozo en €2, ya que el area del total es la unidad.

1. Sea A el suceso “su diferencia es mayor que 1/6”, es decir:
A={weQ:w; —ws >1/6 0wy —w; >1/6}

Graficamente es facil ver que el area de A es la de un cuadrado con
lado 5/6, es decir, P(A) = (5/6)% = 0,69444.
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2. Sea B el suceso “su suma es mayor que 17, es decir:
B={weN:w +ws >1}.

Gréficamente se deduce que el area coincide con la de medio cua-
drado, es decir:

3. Sea C el suceso “su producto es mayor que 1/7”, es decir:
C={weQ:w -w2>1/7}.

Concretamente:

1 ! ! 1
7 17 \J1/(7w1) 7

P2.39] Problema de encuentro. Se conoce que en un intervalo de tiempo de 30

minutos llegan a un mismo punto de encuentro y de forma aleatoria dos
personas. {Qué probabilidad existe de que una de las personas espere por
la otra al menos 10 minutos?

Solucion:

Este clasico problema en cualquier asignatura relacionada con las Proba-
bilidades es una mera reformulacién del problema anterior. En efecto, un
espacio muestral equiprobable es Q = {w = (w1, w2) : 0 <w; <30y 0 <
we < 30}. Si A representa los sucesos en los que “el encuentro sucede
después de 10 minutos de espera por parte de algunas de las personas”,
es decir:

A={weQ:w —wz > 10 0 wy —w;y > 10},

y de forma andloga a como se hizo en el problema anterior:

P2.40] Dos personas acuden a un punto de encuentro aleatoriamente entre las

18:00 y las 19:00 horas, pero sélo permanecen en dicho punto 5 minutos.
1, Qué probabilidad hay de que efectivamente coincidan?

Solucion:

A efectos practicos, no es relevante la hora en que acuden las personas
al punto de encuentro, sino la fracciéon de una hora que ha transcurrido
desde las 18:00 horas. Por lo tanto, y considerando que las 18:00 horas
son el origen, sea [x,z 4 5/60] = [z, + 1/12] el intervalo de tiempo,
entre las 18:00 y 19:00 horas, que una de las personas permanece en el
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Y
y=ux+11/12
1
y=x—11/12
1 x

FI1GURA 2.1: Regidén de casos favorables sobre casos posibles del problema P2.40.

punto de encuentro, e igualmente [y, y + 1/12] el correspondiente a la otra
persona. Notese que en consecuencia = e y estaran comprendidos entre 0
y 1 —11/12, pues ambos representan la parte de una hora que transcurre
hasta que las dos personas llegan respectivamente al punto de encuentro.
Para que ambas coincidan debe verificarse que z —1/12 <y < x + 1/12.
La figura 2.1 muestra que el drea comprendida entre estas dos rectas es
12 — (11/12)*, luego la probabilidad de coincidir seré aproximadamente
igual a 1/6.

P2.41] Un punto se mueve en el plano partiendo del origen por saltos de unida-
des enteras. Cuando estd en la posicién (m, n), para cualesquiera niimeros
enteros m y m, tiene una probabilidad p de pasar a la posicién (m+1,n)y
una probabilidad 1—p de pasar a la (m,n+1). Determinar la probabilidad
de que el punto pase por la posicién (a, b).

Solucion:

Supongamos que el punto estd inicialmente en la posicién (0,0), por lo
que para pasar por (a,b) debe realizar a desplazamientos a la derecha y b
desplazamientos hacia arriba, es decir, un total de a + b desplazamientos.
Podemos representar cada suceso elemental como w = (w1,..., Watp),
con w; € {D,A},i = 1,...,a + b, donde cada w; es la direccién del
i—ésimo movimiento: D =“derecha” y A =“arriba”. Por lo tanto, un
espacio muestral seria

Q={w= (w1, wa,...,Watp) :w; € {D,A},i=1,...,a+b}.

Este espacio no es equiprobable si p # 1/2. La probabilidad de un

suceso elemental con s movimientos a la derecha, por ejemplo, es p°® -
+b—s
(1-p)"7.
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Definamos el suceso A =“el punto realiza a desplazamientos hacia la
derecha y b hacia la izquierda”. Cualquier suceso elemental de A tiene
la misma probabilidad de ocurrir, y esta probabilidad es p® - (1 — p)b.
Por lo tanto, ya que hay Cy4p,, combinaciones posibles de estos a + b
movimientos, finalmente se tiene que

a+b
a

Pay=("1")

P2.42] Ocho personas se suben en un ascensor en el piso 0 de un edificio de

once plantas (0,1,2,...,10,11). Cada persona selecciona el piso en el que
se bajardn, entre el 1 y el 11, con igual probabilidad. Nadie mas se subira.

1. Calcular la probabilidad de que todas las personas se bajen antes
del quinto piso. Calcular la probabilidad de que el ascensor llegue
hasta el piso octavo y alli se bajen las tultimas personas que queden.

2. Calcular la probabilidad de que en ningin piso se baje méas de una
persona. Calcular la probabilidad de que sélo dos personas viajen
entre el piso sexto y el séptimo.

Solucion:

Un modelo matemético para este problema puede consistir en considerar
cada suceso elemental como la planta donde decide bajarse cada perso-
na asumiendo, por ejemplo, que todas las personas son distinguibles. Es
decir,

Q={w=(wy,...,ws) :w; € {1,...,11} paracadai=1,...,8}.

Este espacio muestral tiene |[2] = 11% sucesos elementales, y ademés
todos ellos son igualmente probables. Como consecuencia de esto iltimo,
la probabilidad de cualquier suceso se calcula dividiendo el ntimero de
sucesos elementales que contiene entre |(2|.

Noétese que otro espacio muestral alternativo podria desarrollarse no dis-
tinguiendo entre las personas, es decir, identificando cada suceso elemen-
tal con el niimero de personas que se bajan en cada planta. Sin embargo,
en este caso el calculo de la probabilidad de un suceso no se reduce a con-
tar cudntos sucesos elementales contiene ya que el nuevo espacio muestral
no seria equiprobable.

1. Continuando con el espacio muestral 2, sea A el suceso “todas las
personas se bajan antes del quinto piso”, es decir:

A={weQ:w; <bparacadai=1,...,8}.
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Entonces P(A) = |A|/|2| donde |A| = 48, ya que cada componente
de un suceso en A sélo puede asumir valores en {1, 2,3, 4}. Por tanto,

A\S
PA=—=] = .
(4) ( 11 > 0,0003
En general, para k =1,...,11, si Sy representa el suceso “todas las

personas se bajan antes del k-ésimo piso”, es decir:
Sk ={weN:w; <kparacadai=1,...,8},

entonces P(Sy) = |Sk|/|Q|, donde |Sk| = (k—1)® ya que cada compo-
nente de un suceso en Sy, sélo puede asumir valores en {1,...,k—1}.
Notese que ademas Si_1 C Sk para todo k=1,...,11.

Consideremos ahora el suceso B definido por “el ascensor llega hasta
el piso octavo y alli se bajan las ultimas personas que quedan”; es
decir:

B={weQ:w, <9paracadai=1,...,8y existe un j : w; = 8}.

Entonces B = Sy \ Sg y |B| = |Sg \ Ss| = |S9| — |Ss|. Consecuente-

mente,
88 _ =8
2. Sea C el suceso “en ningun piso se baja mas de una persona’, es
decir:

C={we Q:w; #w,; para todo i ~j}.
Entonces P(C) = |C|/|?| donde

a- ()

El primer factor son las distintas formas de elegir las 8 plantas di-
ferentes donde se bajaran las personas, y el segundo las distintas
asignaciones porque estamos trabajando con un espacio muestral
donde distinguimos entre personas.

Sea D el suceso “solo dos personas viajan entre el piso sexto y el
séptimo”, es decir:

D = {w cN: w; € {1’2737435;6} para seis indices i7 vy }

wj € {7,8,9,10, 11} para los otros indices j
Entonces P(D) = |D|/|Q2| donde

8
D| = .65 . 52
D) (6)65
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El primer factor son las posibilidades de elegir las 6 personas que se
bajaran antes de la planta séptima, quedando al tiempo fijas también
las que se bajaran después de la sexta. El segundo factor son las
posibilidades de que las 6 personas elegidas se bajen antes de la
séptima, y el tercer factor las posibilidades de que las 2 personas
restantes se bajen después de la sexta.

P2.43] A y B juegan 12 partidas de ajedrez. A gana seis, B gana cuatro y en

dos quedan en tablas. Otro dia acuerdan jugar un torneo de 3 partidas.
Hallar la probabilidad de que

1. A gane las tres;

2. en dos partidas queden en tablas;
3. A y B ganen alternadamente;
4.

B gane al menos una partida.

Solucion:

Un posible espacio muestral es
Q= {w = (wlaw27w3) Tw; € {A7B7X}77’ = 15273}5

donde cada w; (i = 1,2, 3) representa el resultado de la i-ésima partida
del torneo, siendo este resultado A o B si la partida la gana el jugador A
o el B, respectivamente, o bien X si quedan en tablas. Ademds, los re-
sultados de las partidas son independientes. Por otra parte, a la vista de
los resultados obtenidos en 12 partidas, se asume que las respectivas pro-
babilidades de obtener cada uno de los resultados anteriores son 1/2,1/3
y 1/6. Asi, el espacio muestral dado no es equiprobable, puesto que, por
ejemplo, P ({(A, B,A)}) =1/12, pero P ({(A,B,B)}) = 1/18.

1. Sea M el suceso “A gana las tres partidas”. Luego, M = {(4, A, A)}
y la correspondiente probabilidad es P (M) = (1/2)% = 1/8.

2. Definimos el suceso N = “En dos partidas del torneo A y B quedan
en tablas”. Se tiene entonces que

N = Ny U Ny U N3,
siendo
N; = {w = (wl,w27w3) Tw; € {A,B};wj =X,

para todo j =1,2,3, j#i},i=1,2,3.
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Noétese que los sucesos elementales que son permutaciones de un
mismo conjunto de resultados individuales, tienen la misma proba-
bilidad de ocurrir. Por lo tanto:

P(N)=3-P{(4,X,X)})+3-P{(B, X, X)})

! 12+31 1\ 5
7 2 \6 3 \6/) 72

3. Sea el suceso S = “A y B ganan alternadamente”. Asi, como cada
torneo consta de 3 partidas, se obtiene que

2 2
P8 = PUAB AP (B ADD = 3-(3) +5(5) =5

4. Representemos por T el suceso “B gana al menos una partida”. La
probabilidad deseada es

P(T) = 1-P(T°)=1-P{(4,4,4)}) - Cs1-P({(A X, X)})
—Cs1- P({(A, 4, X)}) - P{(X, X, X)})

1 1+3 1+3 1+1 _ b
8 72 24 216) 27

P2.44] Una bolsa contiene dos bolas blancas y tres bolas negras. Cada una de
cuatro personas, A, B, C y D, en ese orden, saca una bola y no la repone.
El primero que la saque blanca gana. Determinar las probabilidades de
ganar de A, B, C y D.

Solucion:

Representemos cada suceso elemental como w = (wy, we, w3, wy), donde
cada w;,i =1,2,3,4 es el color de la bola que extrae la i-ésima persona,
siendo w; = U si la bola es blanca y w; = V si es negra, para: = 1,2, 3, 4.
Asi, un espacio muestral seria

Q ={w = (wy,wy, w3, wy) Jw; € {U,V},i=1,2,3,4},

que no es equiprobable.

Por otra parte, sean los sucesos A; = “La i-ésima persona gana’= “La
primera bola blanca aparece en el i-ésimo lugar”. Supondremos que las
personas estdn ordenadas de A a D. Las probabilidades de ganar son, por
tanto:

P(A) =

P(4s) =
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P(43) =

P(Ag) = -7 55 =

P2.45] Una caja contiene ocho bolas rojas, tres blancas y nueve azules. Si se
sacan tres bolas al azar, determinar la probabilidad de que:

1
2.
3.
4

Ut

6.

las tres sean rojas;

las tres sean blancas;

dos sean rojas y una blanca;
al menos una sea blanca;
sean una de cada color;

salgan en el orden roja, blanca, azul.

Solucion:

Asumiendo que las bolas se extraen de forma simultianea, consideremos
el espacio muestral

Q= {w = {wi, w2, w3} : w; € {r,b,a}},

donde w;, 1 = 1,2, 3 representa el color de cada bola que se extrae, siendo r
si la bola es roja, b si es blanca y a si es azul. Este espacio no es equiproba-
ble. Sin embargo, si se numeran las bolas del 1 al 20 (es decir, se consideran
las bolas de un mismo color distinguibles entre si) y se considera como es-
pacio muestral Q = {w = {wy, wo, w3} 1 w; = 1,2,...,20;i = 1,2,3}, sl se
tendrd un espacio equiprobable,

siendo|Q2| = Cy 3, ¥ podremos usar la regla de Laplace.

1.

Sea el suceso A = “Se extraen tres bolas rojas”. La probabilidad
pedida es entonces:

08,3 _ 14

P(A) = =
A Cas 285

Representemos por B al suceso “Se extraen tres bolas blancas”. Se

tiene que:
P(B) = ==
(B) Co,3 1140

Definamos el suceso C' = “Se extraen dos bolas rojas y una blanca”.
Teniendo en cuenta que hay 8 bolas rojas y 3 blancas, se obtiene:
 Cg2-C3) 7

P === =
(©) Ca,3 95
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4.

Sea D el suceso “Al menos una de las bolas extraidas es blanca”.
Entonces,
Ci7,3 1 34 23

P(D)=1-P(D)=1- ot
() ( ) 02073 57 57

Definamos el suceso E = “Se extraen 3 bolas de diferente color”.

Por lo tanto,
Cg1-Cs1 - C 18
P(E) = 81-C31-Co1 _ 16
02073 95
Para calcular la probabilidad pedida, dado que las bolas se extraen
una a una y sin reemplazamiento, debemos definir un nuevo espacio
muestral en el que se tenga en cuenta el orden de extraccion. Si nu-
meramos las bolas del 1 al 20 (para asf distinguir entre s{ a las bolas
de un mismo color, al igual que se hizo al comienzo del ejercicio), se
tiene que un espacio muestral es:

0 — w = (w1, ws, ws) : w; =1,2,...,20 i=1,2,3
= = 1, W2, W3 ) - rwl7éu)7 paratodoi#j '

Este espacio es claramente equiprobable, con ‘Q/‘ = Voo 3.

Sea el suceso F' = “Las tres bolas se extraen en el orden roja, blanca,
azul”. Se tiene entonces, dado que hay 8 bolas rojas, 3 blancas y 9

azules, que:
8:-3-9 3
P(F)= = —.
(F) V0,3 95

Obsérvese que este nuevo espacio muestral €’ podria haberse usado
desde el comienzo del problema para calcular también las probabi-
lidades de los cinco primeros apartados. Sin embargo, para ello se
recurrié al espacio muestral €, que es mucho maés sencillo que Q' y
no tiene en cuenta el orden de aparicién de las bolas. No obstante,
si se realizaran todos los calculos sélo con este espacio se obtendria:

Vss 14
P((A) = =
(4) Vao,z 285
Va3 1
P (B) = =
B) =75~ 1m0

Teniendo en cuenta que hay V3 o formas de ordenar dos bolas rojas
tomadas de las 8 que existen, y V5 ; formas de tomar las bolas blan-
cas, hay, para cada distribucién de éstas, C'3; formas de combinar
esas 3 bolas de forma ordenada, manteniendo las dos bolas rojas en
su posicién relativa, obteniéndose que:

C31-Vao- Va1 7
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Del mismo modo que antes, también se tiene que:

V173 34 23
PD)=1-P(D)=1- =1 == —.
(D) (D) =1- g2 =1 =

Finalmente, si han de ser de tres colores diferentes, se debe tener
en cuenta que, fijadas las tres bolas, hay 3! maneras posibles de
ordenarlas. Por lo tanto,

- Vg1-Vai-Vo1 18

P(FE) = = —.
(E) Va0,3 95

P2.46] De una baraja de 52 naipes se sacan 5. Hallar la probabilidad de que:

1. cuatro sean Ases;

2. cuatro sean Ases y uno Rey;

3. tres sean Dieces y dos Sotas;

4. salgan Nueve, Diez, Sota, Caballo y Rey en cualquier orden;

tres sean de un palo y dos de otro; y

ot

6. al menos uno sea un As.

Solucion:

Para introducir un espacio muestral denotemos cada carta mediante un
par de ntimeros (n, ), donde n representa el niimero en la carta (es decir,
n € {1,2,...,13}) y I representa el palo (es decir, | € {4, B,C, D}).
Entonces el espacio muestral es:

QO = {w = {w1,wz, w3, ws, ws} : w; # wj, para todo i # j;w; = (n,1),

ne{l,2,...,13} 1 € {A, B,C,D}}.

Claramente este espacio es equiprobable y:

52
Q| = (5) = 2598960.

1. Sea A el suceso “Cuatro de las cinco cartas escogidas son Ases”. Una
vez fijados los 4 Ases, hay un total de 52 — 4 = 48 posibilidades para
la quinta carta. Aplicando la regla de Laplace, se obtiene que:

1-48 1
PA) ==
(552) 54145
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2. Representemos por B al suceso “Cuatro cartas son Ases y una Rey”.
En este caso, una vez fijados los 4 Ases, hay 4 posibilidades para la
quinta carta: los 4 Reyes. Asi, se tiene que

1-4 1
PB)= w5 = ——.
(B) (552) 649740
3. Sea el suceso C' = “Hay tres Dieces y dos Sotas”. Se tienen Cy 3

formas de escoger tres Dieces, que han de combinarse con el total de
Cy,2 formas de elegir las dos Sotas. Por lo tanto:

(552) T 108290°

per- OO

4. Definamos el suceso D = “Salen Nueve, Diez, Sota, Caballo y Rey en
cualquier orden”. Nétese que no importa el orden en que aparezcan
las cartas, por lo que podemos continuar usando el espacio muestral
definido al principio del ejercicio. Se obtiene que:

4\ D
64
P(D)= —(g = .
( ) 162435
5
5. Sea F el suceso “Tres cartas son de un palo y dos de otro”. La baraja
tiene 4 palos, por lo que hay C4 2 formas de escoger los dos palos.
Para cada una de éstas, ya que cada palo consta de 13 cartas, se
tiene un total de C13 3 y C32 posibilidades para elegir las tres y dos
cartas, respectivamente, de cada uno de los dos palos, resultando:

pm = @ (G) () _ 42

52 = :

( . ) 8330
6. Sea el suceso F' = “Al menos una de las cartas es un As”. Asi, el
suceso F'¢ = “Ninguna carta es un As”, y es més sencillo recurrir a

éste para el calculo de la probabilidad de F'. Nétese que hay 4 Ases
en la baraja, por lo hay C52_4 5 formas de escoger cinco cartas sin
que ninguna de ellas sea un As. De esta forma se tiene que:

() 35673 18472
P(F)=1-P(F)=1—~3, =122 =2
) () () 54145 54145

P2.47] En una urna que contiene n bolas se echa una bola roja, extrayendo
posteriormente una bola. Hallar la probabilidad de que la bola extraida
sea roja, si son igualmente probables todas las suposiciones posibles sobre
el color inicial (rojo/no rojo) de las n bolas que contiene la urna.
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Solucion:

Representemos cada suceso elemental como w = (¢, r,7), donde ¢ repre-
senta el color de la bola extraida, y r y 7 son el nimero de bolas rojas y
no rojas, respectivamente, que hay en la urna después de introducir una
bola roja en la urna inicial. Un espacio muestral viene dado por

Q={w=(e,r,P):ce{RR};r=1,....n+L7=0,....,ms7r+T=n+1},

donde el color de la bola que se saca, ¢, es R si la bola es rojay R si es de
otro color. Este espacio no es equiprobable, como se vera a continuacién.

Definamos el suceso A = “Se extrae una bola roja”, que es el conjunto
de sucesos elementales:

A={w=(R,r,7) : r=1,...,n+1:7=0,...,n;r+7=n+1}.

Sean también los sucesos B;; = “Después de introducir una bola roja, la
urna tiene i bolas rojas y j bolas de otro color’= {w = (¢,4,5) / c € {R, R} },
cont=1,....n+1;7=0,...,n; i+ j = n+ 1. Por el enunciado del
problema, las suposiciones para los colores de las n bolas de la urna inicial
son equiprobables, por lo que también lo seran las urnas que resultan de
anadir una bola roja a las iniciales. Por lo tanto, ya que se tiene un total
de n + 1 urnas posibles, se verifica que P (B;;) = 1/ (n+ 1), para todo
i=1,...,n+1;57=0,...,n, con i+ j = n+ 1. Se comprueba que, por
ejemplo:

1
n+l n+l  (n+1)%

P{(R,1,n)}) = P(A|B1n) - P(Bin) =

pero

2 11
n+ln+l (n4+1)%

P({(R,2,n—1)}) = P(A|Ba,—1)-P (B2jn-1) =

por lo que el espacio muestral definido no es equiprobable.

Para calcular P(A), nétese que se han de tener en cuenta todas las posi-
bles combinaciones para la urna. Los sucesos B;; (coni =1,...,n+1;j =
0,...,n; i+j = n+1) constituyen una particién de Q2. Por lo tanto, apli-
cando el teorema de la probabilidad total, se tiene que:

P(A) = P(A|Bin)-P(Bin)+P(ABap—1) - P(Ban-1)
+...+ P(A|Bn+t1,0) - P(Bny1,0) =

S Lo, ntl
T on+1 \n+1 n+l1 77 n4+1

1 (n+1)-(n+2) n+2

(n+1)° 2 T 2-(n+1)
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P2.48] Considérese el intervalo de la recta real [0,a] con a > 0.

1.

Calcular la probabilidad de que el producto de dos niimeros tomados
al azar sobre tal intervalo sea menor que una constante b. Cuantificar
tal probabilidad suponiendo b =2 y a = 4.

Para los valores de a y b del apartado anterior, calcular la proba-
bilidad de que el producto de los dos niimeros tomados al azar sea
menor que b, sabiendo que su suma es mayor que b.

Solucion:

Un posible espacio muestral es Q = {w = (z,y) : 0<z,y <a, }, donde
x e y son dos numeros tomados al azar sobre el intervalo [0,a]. Este
espacio es claramente equiprobable, ya que los ntimeros se eligen de forma
uniforme e independiente.

1.

Sea el suceso A = “El producto de dos niimeros tomados al azar en
el intervalo [0, a] es menor que b’= {w € Q: z -y < b}. Nétese que
el espacio muestral tomado es equiprobable, por lo que el cédlculo de
P (A) se reduce, aplicando la ley de Laplace, a obtener el drea A,
que es una parte de la superficie de un cuadrado de lado a, para
dividirla por el area de este cuadrado, que corresponde al espacio ().
Ademis, se deben distinguir dos casos:

s Si b < a?, debemos dividir el drea deseada en dos partes. Pa-
ra la primera de ellas el area es inmediata, puesto que es un
rectangulo de lados b/a y a. Sin embargo, para la segunda de-
bemos calcular la correspondiente integral, y la figura 2.2 ayuda
a ello. El resultado final es:

b—i—/bja (/Ob/way> am] = $~(b+b-ln (a®/b)) .

= Si b > a?, se tiene que b/a > a, por lo que P (A) = a%/a® = 1.

En el caso particular b = 2 y a = 4 resulta: P (A) =1/8-(1 + L,8) &
0,38.

Definamos el suceso B = “La suma de dos ntmeros tomados al
azar en el intervalo [0, a] es mayor que b= {w € Q/wy + wq > b}.
El 4drea deseada es la intersecciéon de A y B, para b = 2 y a =
4. Obsérvese que si utilizamos el area correspondiente obtenida en
el apartado anterior, todo se reduce a restar a ésta el area de un
tridngulo rectangulo de base 2 y altura 2. Por lo tanto, el resultado
es:

P(A):%~

1
P(AmB):E-(2+2~Ln8—2)%0,26.

“libroult”
2001/8/30
page 69

e



70

EJERCICIOS RESUELTOS DE PROBABILIDAD

Y

y=>b/z

FIGURA 2.2: Regidén para integrar en el problema P2.48.

P2.49] Se eligen dos puntos aleatoria e independientemente de un segmento de
longitud unidad, resultando dividido en tres nuevos segmentos. Hallar la
probabilidad de que

1. cada uno de ellos tenga una longitud mayor o igual que 1/4;
2. se pueda formar un tridngulo con ellos como lados.
Solucion:

Un posible espacio muestral es Q = {w = (w1, wsy) : wy,wy € [0, 1]}, don-
de w1 y wsy son las distancias del primero y segundo punto, respectiva-
mente, al extremo inferior del segmento. Por lo tanto, los segmentos que
se forman tienen longitudes wi,ws — wy y 1 — wo. Ademas, este espacio
es claramente equiprobable, pues los puntos se eligen de forma aleatoria
e independiente.

1.

Representemos por A al suceso “Cada uno de los segmentos que se
forman tiene una longitud mayor o igual que 1/4”, que es el conjunto

A={w=(w1,w) €Q : wy >1/4,wy —wy >1/4,1 —ws > 1/4}.

Procediendo andlogamente al ejercicio anterior, el cdlculo de P (A)
se reduce a obtener el drea del tridngulo que forman las tres rectas
correspondientes a las desigualdades anteriores. Por lo tanto:

Representemos por a,b y c a las longitudes de los segmentos que se
forman con los tres puntos elegidos aleatoriamente. Para dos valores
de a y b (dentro de los posibles), con a < b, nétese que sélo con un

“libroult”
2001/8/30
page 70

e



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS DE PROBABILIDADES 71

segmento de longitud ¢ que verifique b—a < ¢ < b+a podra formarse
un tridngulo.
Sea el suceso B = “Podemos formar un tridngulo con los segmentos

obtenidos (a < b)”. Teniendo en cuenta lo anterior, se tiene que
B = By U Bsy, con:

By ={w=(wi,w2) : wa—2-w; <1—ws < wa;

Wy — 2 Swp > O,wl,wg S [0, 1}},

que corresponde al caso a < b, y
By :{w: (wl,wg) 12w —we < 1 —wy < wo;

wo — 2wy < 0,wy,ws € [O, 1}},

para a > b. Ademés, By N By = ().

Procediendo analogamente al primer apartado de este ejercicio, se
tiene que el area deseada corresponde a dos tridngulos que forman
un tridngulo rectdngulo de base 1/2 y altura 1/2. Por lo tanto, el
resultado es P (B) = 1/8. Anédlogamente, cuando a > b, la probabi-
lidad de poder formar un tridngulo con los segmentos obtenidos es
1/8, por lo que se concluye que la probabilidad de poder formar un
tridngulo es 1/4.

P2.50] Un inversor tiene la posibilidad de invertir en dos tipos de valores V; y
V5. Si invierte en V; tiene una probabilidad de 0.6 de obtener 16 millones
de beneficio, y si invierte en V5 tiene una probabilidad de 0.8 de conseguir
12 millones. Si en tal inversién obtiene beneficios, esta dispuesto a volver
a invertir en el mismo tipo de valor. En cambio, si no obtiene beneficios,
invertira en el otro tipo.

1. jCuadl es la probabilidad de que obtenga beneficios en la segunda
inversion?

2. Si finalmente obtiene beneficios, ;cudl es la probabilidad de que la
primera inversién la hubiera efectuado en V17

Solucion:

Un espacio muestral para este problema viene dado por

Q= {w = (w1, wa) : w; = (wi1, wiz) ;win € {Vi, Va},wig € {Bvﬁ} = 172}7

donde w;; representa el tipo de valor en el que invierte la i-ésima vez,
siendo V; o V5 si es del tipo 1 o del tipo 2 respectivamente, y w;s el
resultado de esa inversion, que serd B si obtiene beneficios o B si no los
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obtiene. Ademds, dado que si el inversor no obtiene beneficios con un
tipo de valor entonces no vuelve a invertir en él, un suceso elemental del
tipo w = (w1, ws), con wy = (Vl,E) ,wa = (V1, B), por ejemplo, tendria
probabilidad cero. Si, por el contrario, obtiene beneficios, entonces repite
con el tipo de valor. Por tanto, el espacio {2 no es equiprobable.

1.

Sean M, 5 y My p los sucesos “No obtiene beneficios con una primera
inversién en Vi,” y “Obtiene beneficios con una primera inversién en
V&7, respectivamente, con k = 1, 2. Se tiene que

Mkﬁz {wEQ Dowl :Vk7w12:§},

MkB:{’UJEQ Wi :VkawIQZB}’

con k = 1,2. Estos sucesos constituyen una particién del espacio €.
Definamos también los sucesos N,z = “No obtiene beneficios con
una segunda inversién en Vi” y Nip = “Obtiene beneficios con una
segunda inversion en V}”, que son el conjunto de sucesos elementales:

NkEZ{UJGQ 1wy = Vi, wos :E},

NkB:{’IUEQ T Woq :Vk,w22:B},

respectivamente. Estos sucesos constituyen también una particién
del espacio §2. De acuerdo con los datos que proporciona el problema
y suponiendo que elegir el tipo de valor 1 en la primera inversiéon o
elegir el 2 son igualmente probables, se verifica que

P(Myp) = P (Myg|Myp UM,5) - P(MypUM,z5)=06-05=0,3,

P(M,5)=05-0,3=02.

Se procede de forma andloga con los dos sucesos restantes, obte-
niéndose que
P (Msp)=0,8-0,5=0,4,
P(My5)=0,5—04=0,1.
Para que obtenga beneficios en la segunda inversién hay que tener

en cuenta dos posibilidades: que los obtenga invirtiendo en el primer
tipo o bien en el segundo. De esta forma, resulta

P(Nig) = P(Nig|Mig)- P (M) + P (Nig|Myg) - P(Myg) =
— 0,6-05-0,6+06-0,5-0,2=0,24,

P(Nyg) = P (Nayg|Myp)- P (Myg)+ P (Nap|M,5)-P(M5) =
= 08-0,5-0,8+08-050,4=0,48,
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por lo que finalmente:
P (N1pUN3p) =P (Nig)+ P (N2p) =0,72.

2. Utilizando los sucesos definidos en el apartado anterior, la probabi-
lidad deseada es

P(MlB U M1§|N1B U NQB)
= P(M;5|N1ip U N2p) + P (M,5|N1p U Nap),
con

P (Myp|N1p U Nap)

= P (N1ip U Nap|Mig) - P(Mig) /P (N1p U Nap)

=[P (N1g|Myg) + P (N2p|Mip)] - P (Mig) /P (N1ip UN2p) =
— (0,6 +0) - 0,3/0,72 = 0,25,

y también

P (M1§|N13 U NQB)

= P (N1p U N2p|M,5) - P (M5) /P (N1p U N2p) =
= [P (N1|M,5) + P (N2p|M,5)] - P (M5) /P (N1p U Nap) =
— (0+0,8)-0,2/0,72 = 0,2222,

por lo que la probabilidad de que la primera inversiéon la hubiera
efectuado en V7 habiendo obtenido beneficios en la segunda inversién
es aproximadamente 0.472.

P2.51] Una urna contiene 10 bolas numeradas del 0 al 9. Se extraen 4 bolas una
a una con reemplazamiento. ; Cudntos elementos tiene el espacio muestral
de este experimento? Supuesto que se cumple la regla de Laplace, calcular
la probabilidad de los siguientes sucesos:

1. La primera bola extraida estd numerada con 3 y la segunda con 0.
2. El nimero que se forma con las bolas acaba en 380.

3. El ntmero que se forma con las bolas es mayor que 3571.

Supongamos una loterfa, en la que cada boleto cuesta 1.000 ptas., cuyo
sorteo consiste en extraer 4 bolas, segtin el experimento previo. Obtienen
premios todos los boletos cuyos ntimeros coincidan con las 4, 3, 2 6 1
dltimas cifras del ntmero extraido. La cuantia (no acumulable) de los
premios es de: 2.000.000 ptas. si coinciden las 4 cifras; 200.000 ptas. si
coinciden sélo las tres tltimas cifras; 20.000 ptas. si coinciden las 2 tltimas
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cifras; y 2.000 ptas. si coincide la ultima cifra. ;Seria rentable jugar a esta
loteria?

Solucion:

Un espacio muestral viene dado por

Q ={w = (wy,wy, w3, wy) : w; =0,1,...,9; para todo i # j},

donde w; representa el nimero de la bola que aparece en la i-ésima ex-
traccién, para ¢ = 1,2,3,4. Nétese que las bolas se extraen con reem-
plazamiento y son todas diferentes entre si, por lo que este espacio es
equiprobable y tiene un total de |©2| = 10* elementos.

1. Sea el suceso A = “La primera bola es un tres y la segunda un cero”.
A={weQ : w =3,we =0}.
Aplicando la regla de Laplace se obtiene que P(A) = |A]/|Q] =
102/10% = 0,01.

2. Definamos el suceso B = “El ntimero que se forma con las bolas
acaba en 380”.

B={we : wy=3,ws =8 wy =0}.

La probabilidad deseada es P (B) = |B|/|Q2| = 10/10* = 0,001.

3. Representemos por C al suceso “El nimero que se forma con las
bolas es mayor que 3571”7, que es el conjunto:

0101U02U03UC4:{UJEQ:U)1>3}
U{we : wy =3,wy >5}U{we : wy =3,wy=5w3>7}
U{w e : wy =3,wy =5,w3 =7, wg > 1},

donde los sucesos C; son disjuntos, ¢ = 1,2, 3, 4. Por lo tanto:
|C| = |C1| + |Ca| + |Cs| + |C4| = 6-10% +4-10% +2-10 + 8 = 6428.
Finalmente se obtiene que P (C) = 6428/10* = 0,6428.

Si suponemos una loteria con boletos de 1000 pesetas en la que se obtie-
nen premios de diferente cuantia segin el niimero de cifras que coinciden
con el nimero extraido en el sorteo, necesitamos definir una variable
aleatoria que mida el premio que gana el jugador con el boleto que ha
adquirido. Para ello, supongamos que ¥y es el niimero del boleto compra-
do, y consta de las cifras siguientes: y1,y2,y3 € y4. Sean los sucesos A; =
“Las 7 ultimas cifras del boleto coinciden con las del niimero premiado” =
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{lwe : wj=y;,Vj=4—i+1,... 4wy #yp,Vk # j},coni=1,2,3,4.
Por otra parte, definamos sobre el espacio muestral dado al principio del
ejercicio una variable aleatoria £ que representa la ganancia del jugador,
con el boleto que ha comprado, para el nimero premiado en el sorteo. Se
tiene que

P(e=2-10) = P (fwe® : £(w) =210}

B |A’L| - 94—i
Q1047
para i = 1,2, 3,4. De aqui se deduce que

= P(4))

%

=0,918.

4 94,
PE=0)=1-Y T
=1

Finalmente, utilizaremos estas probabilidades calculadas para ver la ga-
nancia esperada del jugador, obteniéndose:

947i

T = 6878,

4
Elg=) 2 10°".
=1

Por lo tanto, no es rentable jugar a esta loteria, puesto que el dinero que
se invierte en un boleto es mucho mayor que la ganancia que se espera
conseguir.

P2.52] Una urna contiene cinco bolas numeradas del 1 al 5. Se extraen dos
bolas una a una sin reemplazamiento, y se supone que existe aleatoriedad
uniforme. Hallar la probabilidad de los siguientes sucesos:

1. Se selecciona una bola con nimero impar la primera vez.
2. Se selecciona una bola con nimero impar la segunda vez.

3. Se seleccionan las dos bolas con ntmero impar.

Generalizar el problema al caso de que la urna contenga n bolas, nume-
radas de 1 a n. {Se obtienen los mismos resultados cuando n es par que
cuando es impar?

Solucion:

Consideremos el espacio muestral
Q={w=(wy,ws2) : w; €{1,2,3,4,5}, w1 # wa},

donde w; representa el nimero de la bola de la i-ésima extraccién, para
i = 1,2. Este espacio es equiprobable, con || = 20.
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Sea el suceso A = “Se selecciona una bola con niimero impar la
primera vez”:

A={weQ : wy €{1,3,5}}.
Aplicando la regla de Laplace se obtiene que

3-4 3

Representemos por B al suceso “Se selecciona una bola con nimero
impar la segunda vez”:

B = {weQ : we{l,3,5}}={we : w,wye{1,3,5}}
U{weQ : wy €{2,4},wy € {1,3,5}}.
Andlogamente al apartado anterior, resulta

3-2+2-3 3

Definamos el suceso C' = {w € Q: wy,ws € {1,3,5}}. Se tiene por
tanto: 3.9 3
P(O)=""=—.

©) 20 10

En el caso general de que la urna contenga n bolas, numeradas de 1
a n, utilizaremos el espacio muestral

Q={w=(w,we) : w; €{l,...,n}, w1 #wa},
con | =n-(n—1), y se han de distinguir dos casos:
Si n es par:

Sea el suceso A = “Se selecciona una bola con nimero impar la
primera vez”:

A:{weﬂ Pwp =21 —1, paratodoizl,...,%}.

Aplicando la regla de Laplace se obtiene que

Representemos por B al suceso “Se selecciona una bola con nimero
impar la segunda vez”. De forma andloga resulta
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3. Definamos el suceso
C={weQ:w,wy=2-i—1, paratodoi=1,...,n/2}.

La probabilidad pedida es

P(C) =

3 ™IS

= Si n es impar:
1. En este caso, el suceso
A={weQ : wy=2-i—1, paratodoi=1,...,(n+1)/2},
obteniéndose por lo tanto que

ndl g, n
P(4)= 721-(751)1) - 2J-Fn1‘

2. Andlogamente

() (nH — 1) pt1
n-(n—1)  4-n’

A la vista de los resultados obtenidos, se puede concluir que para calcular
estas probabilidades se ha de distinguir si el nimero de bolas es par o
impar, puesto que de un caso a otro las probabilidades difieren.

P2.53] Se dispone de tres cajas idénticas y cada caja contiene dos cajones.
Una caja contiene una moneda de oro en cada cajén, otra contiene una
moneda de plata en cada cajon, y la tercera una moneda de oro en un
cajon, y una moneda de plata en el otro cajén.

1. Se selecciona aleatoriamente una caja, jcudl es la probabilidad de
que la caja seleccionada contenga monedas de diferentes metales?

2. Se selecciona aleatoriamente una caja, y al abrir aleatoriamente un
cajon, nos encontramos con una moneda de oro. ;Cuél es la proba-
bilidad de que el otro cajon contenga una moneda de plata?

Solucion:

Numeremos las cajas: la caja 1 es aquella caja con 2 monedas de oro,
la 2 es la que tiene 2 monedas de plata y, finalmente, las monedas de
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diferente metal (una de oro y otra de plata) se encuentran en la caja 3.
Sea entonces el espacio muestral

Q={w=(w,w2) : w1 €{1,2,3};we € {O, P}},

donde w; representa la caja escogida y ws el metal de la moneda que
contiene un cajén de esa caja escogido de forma aleatoria. Este espacio
muestral no es equiprobable, pues, por ejemplo,

P({(1,P)}) =0, pero P({(1,0)}) =1/3.

1. Sea el suceso A; = “Se selecciona la caja i”, ¢ = 1,2,3. En nuestro
caso, i = 3, por lo que el suceso A3 es equivalente a “La caja se-
leccionada tiene monedas de diferentes metales”. Sean también los
sucesos B, = “La moneda en el cajon escogido de forma aleatoria en
la caja seleccionada es de oro”y B, el correspondiente a una moneda
de plata. Se tiene entonces que:

P(A3) = P{B.0)}H+PHB,P)})
= P(B,|As) - P(As3) + P (Bp|As) - P (A3) =
_ o L 11
2 3 3
2. Si uno de los cajones contiene una moneda de oro y el otro una
de plata, la caja en la que se encuentran es la B. Por lo tanto, la
probabilidad pedida, es:

P (Bo|As3) - P (As) _
P (B,)
P (B,|As) - P (As3)

P (A3]B,)

Ll [go—
—

—_
W=
+
O [ol—
+
N
W=
w

; P(B,JA)- P(A)

P2.54] Una urna contiene 8 bolas blancas y 4 bolas negras. Se sacan dos bolas

una a una con reemplazamiento. Sea A el suceso: “la primera bola extraida
es blanca”; y B el suceso: “al menos una de las dos bolas extraidas es
blanca”. Calcular P(A N B), P(AN B°), P(A°N B), P(A°N B°) y las
probabilidades condicionadas P(A|B), P(A|B°), P(B|A) y P(B|A°).

Solucion:
Un espacio muestral para este problema es

Q={w=(w,ws) : w; €{b,n},i=1,2},

donde cada w; representa el color de la bola extraida en - ésimo lugar,
con ¢ = 1,2, siendo igual a b si la bola es blanca y n si es negra. Este
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espacio no es equiprobable, ya que, por ejemplo, P ({(b,b)}) = (8/12)2,
pero P ({(b,n)}) = 8/12-4/12. Se tiene que:

ANB=A={(bb),(bn)},
ANB® =0, A°NB={(n,b)},
A°NB®=B°={(n,n)}.

Por lo tanto, se calculan las probabilidades correspondientes, y resulta:

P(ANB) = P({(b,bmw({(b,n)})(§)2+(§.§)§,
P(ANnB¢) = 0,

PUATNB) = P({(mh) =1,

P(A°NB°) = é

Una vez visto esto, las probabilidades condicionadas son:

P(AnB) PANnB) 3

PAB) = P(B) 1-P(B°) &4
P(A|B?) = ]D(If(;gc)zo,
P(B|A) = P(}il(z)B):L
P(BJA®) = W;

P2.55] Se lanza una moneda tres veces y en una urna vacia se ponen tantas
bolas blancas como ntmero de caras obtenidas y tantas negras como el
numero de lanzamiento en que se obtiene cruz por primera vez, si es que
se obtiene alguna.

1. ;Son independientes el nimero de bolas blancas y el nimero de bolas
negras? ;Son condicionalmente independientes dado que en la urna
hay mas de tres bolas?

2. Se sacan dos bolas de la urna. ;Cudl es la probabilidad de que sean
de distinto color? Si son de distinto color, jcual es la probabilidad
de que la urna quede vacia?

Solucion:
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Un espacio muestral para este problema es
Q={w= (w1, wa,w3) : w; € {C,X},i=1,2,3},

donde w; representa el resultado del i-ésimo lanzamiento de la moneda: C'
sies “cara”y X sies “cruz”, parai = 1,2, 3. Este espacio es equiprobable,
con || = 2% = 8. Definamos los sucesos Aj; = “En la urna hay j bolas
blancas y k negras”, para j,k = 0,1,2,3. Se tiene asi que los tnicos
sucesos distintos del vacio seran:

Az = {(C,C,C)}, A = {(X,C,O)},
Agy ={(C,X,C)}, Az = {(C,C, X)},
Ay ={(X,X,0),(X,C,X)},

A ={(C, X, X))}, A = {(X, X, X)}.

Definamos también los sucesos A;. = “En la urna hay [ bolas blancas”,
paral =0,1,2,3 y A,, = “En la urna hay m bolas negras”, para m =
0,1,2,3.

1. Se tiene, por ejemplo, que P(As. NAjs) = P(A23) = 1/8, pero
P(AQ) = 3/8 y P(A3) = 1/8, por lo que P(A2 ﬂAg) 7é P(AQ) .
P (A.3). Se concluye asi que el nimero de bolas blancas y el nimero
de bolas negras no son independientes.

Por otra parte, sea el suceso B = “La urna tiene mas de 3 bolas”=
Ago U Ags. Veamos todos los casos posibles. Supongamos que j #
2, luego P (A;. N Ay|B) = P(Ajx|B) = 0, y ademéas P (A,.|B) =
0, por lo que P(A;. NAx|B) = P(A;.|B)- P(Ak|B) = 0, para
cualquier valor de k, con k£ = 0,1,2,3. En el caso de que j = 2, se
tiene que

1/2 sik=2,3
0 en caso contrario

)

P (Ay. N Ag|B) = P (Ay|B) = {

y ademds P (42.|B) =1y

1/2 sik=2,3
P(AklB)=1= { 0  en caso contrario
Por lo tanto, P (As. N A.x|B) = P (A2.|B)-P (A.x|B) , para cualquier
valor de £k = 0,1,2,3. De esto y de lo obtenido anteriormente para
j # 2 se tiene que el nimero de bolas blancas y el nimero de bolas
negras en la urna son condicionalmente independientes dado que en
la urna hay mas de tres bolas.
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2. Suponiendo que las dos bolas se extraen sin reemplazamiento, y dado
que no importa el orden en que éstas se extraigan, podemos definir
el espacio muestral

Q/:{w:(wl,wg,wg,x) cw; e {C,X},i=1,2,3; x=0,1,2},

donde x representa el niimero de bolas blancas en una extraccién de
dos bolas de una urna formada segun el resultado de las 3 tiradas.
Este espacio no es equiprobable.

Sea el suceso A = “Las dos bolas extraidas son de distinto color”.
Sean también los sucesos B; = “De las dos bolas extraidas, i son
blancas”, para ¢ = 0,1, 2. Por lo tanto:

P(A)=1-P(A%) =1-[P(Bo) + P (B)],

y utilizando los sucesos definidos en el apartado anterior para aplicar
el teorema de las probabilidades totales, se tiene que:

P(Bo) = P(Bo|lAso)- P(As0) + P (Bo|Az21) - P (A21)
+P (By|Aaz) - P (Azz) + P (Boy|Aas) - P (Ass)
+P (Bo|A11) - P (A11) + P (Bo|A12) - P (A1z)
+P (BolAo1) - P (Ao1),

G, 6, 6

resultando una probabilidad
Ty T sy

P -3 (@80 @) w

Procediendo de manera andloga se llega a que P (Bz2) = 1/5. De este

modo
7

P(A)=1-[P(By) + P (B2)] = 10
Si las dos bolas extraidas son de distinto color, la urna quedara vacia
solo si antes de las extracciones tenia 1 bola blanca y 1 negra. Por
lo tanto, y usando los sucesos definidos anteriormente, se tiene que
la probabilidad de que la urna quede vacia después de extraer una
bola blanca y una negra es:

Bi|An)-P(A;)  1-% 10

P (By) By

P(An|By) = 2L

donde P (Bj) se ha calculado de forma andloga a P (By) .
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P2.56] Cuatro tiradores disparan independientemente sobre cuatro objetivos,
cada uno sobre uno. Cada tirador dispone de seis balas. La probabilidad
de acertar en el objetivo con cada tiro es de 0.8. Un tirador deja de
disparar al alcanzar el blanco.

1. Probabilidad de que alguno de los tiradores consuma toda su muni-
cién.

2. Sitodos los tiradores consumen la municién, ;cuél es la probabilidad
de que todos los objetivos hayan sido alcanzados?

3. Calcular la probabilidad de que sobren dos balas en total.

Solucion:

Un espacio muestral es
Q={w = (wi,we, w3, wy) : w; = (Wi1,Ws2);
wij =0,1,2,3,4,5;,w;2 € {a, f}; para todo i =1,2,3,4},

donde cada w;; representa el nimero de balas que le sobran al tirador
i tras acertar en el objetivo, y w;o es el resultado que ha obtenido, que
serd a si acierta y f si falla, para todo i = 1,2, 3,4. Nétese que si a un
tirador le sobra alguna bala, significa que ha acertado. Sin embargo, si
no le sobra ninguna, puede que haya acertado al disparar la ultima bala
o bien que éste tiro también lo haya fallado. Nétese también que desde
que un jugador falle los 5 primeros tiros, ya no le sobrara ninguna bala,
sea cual sea el resultado para esta tltima.

1. Sea A el suceso “Alguno de los tiradores consume toda su municién”.
Definamos también los sucesos A;; = “Al tirador ¢ le sobran j balas”,
parat=1,2,3,4y j=0,1,2,3,4,5. Por lo tanto:

4
P(A):l—P(AC)zl—P<ﬂA§0>,

y yva que los tiradores disparan independientemente y su probabili-
dad de acierto es 0.8, se tiene que

P(A) = 1—HP(A§0):1_H[1—P(A1'0)]
4

= 1-J][1-(02°-08+02°-02)] =
i=1
4
1-J[[1-02°] =1.2794-107°

=1
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2.

Definamos los sucesos B; = “El tirador ¢ acierta”, para ¢ = 1,2, 3, 4.
Los tiradores disparan de manera independiente, por lo que la pro-
babilidad pedida es:

4 4 4
P (ﬂ B nAw) = HP(Bz'|A¢o) = [P (B1]Aw)]*

 [P(BinAig)]t [(0,2°-08)"
B P (Ay) N 0,25

= 0,8* =0,4096.

Noétese que para que entre los cuatro tiradores sobren dos balas
tiene que suceder que, o bien ambas le sobran al mismo tirador o
bien a dos tiradores diferentes. Todos los tiradores tienen la misma
probabilidad de acertar, por lo que si vemos estos dos casos para
dos tiradores concretos, podemos luego extenderlo a todos. Por lo
tanto, y teniendo en cuenta, como siempre, que disparan de forma
independiente, se tiene que:

P (Au N (ﬂ Am)) =(0,2)°-0,8- [(0,2)5]3 =(0,2)"®-08,

y por otra parte

P <A11 NAs N (m Az())) = [(072)4 . 0,8:| 2_ [(072)5}2 _ (0’2)18'(0,8)2 .
i=3

Si denotamos por C' al suceso “Sobran dos balas en total”, entonces,
teniendo en cuenta todos los casos posibles, resulta:

P(C) = Cu1-(0,2)"®-08+ Cua-(0,2)"-(0,8)° =
= 4-(02)"®-08+6-(02)"®-(0,8)° =1.8455-10"'2.
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CAPITULO 3

Distribuciones de probabilidad

Dado un espacio probabilistico (€2, A, P), una variable aleatoria & sobre Q
es una funcién real que actiia como un “aparato de medida” sobre los sucesos
elementales:

& Q — R
w — {(w)

Se llama funcion de distribucion de £ a otra funcion real, ahora con dominio
también real, tal que:

Fg: R — R
r — Fe(z)=P({weQ:&(w) <z}

En general, dada una funcién real F' cualquiera tal que:

1. lim F(x)=0, lim F(z)=1,

T——00 T— 00

2. F no decreciente,

3. F continua por la derecha,

se dice funcion de distribucion, ya que siempre es posible disenar un espacio
muestral con una probabilidad y una variable aleatoria cuya funcién de distri-
bucién sea F.

Atendiendo a la forma de su funcién de distribucion, las variables aleatorias
reales pueden ser clasificadas en tres tipos:

85
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Discretas: Pueden tomar un nimero discreto (finito o numerable) de valores
reales.

Continuas: Pueden tomar todos los valores de uno o varios intervalos de la
recta real, que pueden ser acotados o no acotados.

Mixtas: Son combinaciones de las dos anteriores.
Dada una variable aleatoria discreta &, se llama funcion de probabilidad a:

Pe(k)=P({weQ:¢(w)=k}), para todo k € IN.

Dada una variable aleatoria continua &, se llama funcidn de densidad a:

fe(x) tal que Fe(z) = / fe (t) - Ot, para todo z € IR.

Se llama esperanza de una variable aleatoria & a:

» E¢]= Y k- P:(k),sila variable aleatoria es discreta.
keg()

» Elf] = fteg(ﬂ) t- fe (t) - Ot, sila variable aleatoria es continua.

Se llama varianza de una variable aleatoria £ a:
VI =E[(-E)’] =E[¢%] - (B[]’
Dada una variable aleatoria &, se define:
1. Funcién caracteristica de £ (esta funcién siempre existe):
pe (1) = E [¢%€] .

2. Funcién generatriz de probabilidades (o funcién generatriz de momentos
factoriales) de & discreta:

d¢ (1) = B [t].
3. Funcién generatriz de momentos de &:

Ge () = E [¢'€].

Denotaremos por F(y~) al limite de F(z) cuando x se aproxima a y por la
derecha.
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Ejercicios Resueltos

P3.1] En una universidad se ha observado que el 60 % de los estudiantes que se
matriculan lo hacen en una carrera de Ciencias, mientras que el otro 40 %
lo hacen en carreras de Humanidades. Si un determinado dia se realizan
20 matriculas, calcular la probabilidad de que:

1. haya igual nimero de matriculas en Ciencias y en Humanidades;
2. el nimero de matriculas en Ciencias sea menor que en Humanidades;
3. haya al menos 8 matriculas en Ciencias;
4. no haya mas de 12 matriculas en Ciencias.
5. Si las cinco primeras matriculas son de Humanidades, calcular la
probabilidad de que:
a) en total haya igual niimero de matriculas en Ciencias y en Hu-
manidades;
b) en total haya al menos 6 en Ciencias mas que en Humanidades.
Solucion

Sea £ una variable aleatoria que mide el nimero de matriculas en Hu-
manidades de un total de 20 matriculas. Suponiendo que los estudiantes
eligen su carrera de forma independiente entre ellos, y teniendo presente
(segtn el enunciado) que la probabilidad de que alguien se matricule en
Humanidades es 1 — 0,6 = 0,4, se tiene que esta variable es una binomial
de pardmetros n = 20 y p = 0,4, siendo:

1.

2 _
P(=k)= <k0) 0,45 . (1 —0,4)* """ para todo k =0,..., 20.

La probabilidad de que haya igual nimero de matriculas es:

20

P(£=10) = <10> 0,410 (1 —0,4)°71 = 0,11714.

Para calcular la probabilidad de que el niimero de matriculas en
Ciencias sea menor que el nimero de matriculas en Humanidades
debe obtenerse:

P(£>10)=1— F (10) = 1 — 0,8725 = 0,1275.

La probabilidad de que haya al menos 8 matriculas en Ciencias es
equivalente a la probabilidad de que haya como maximo 12 matricu-
las en Humanidades. Por lo tanto:

P (£ <12) = Fe (12) = 0,9790.
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4. La probabilidad de que no haya més de 12 matriculas en Ciencias
es:
P((>8)=1—F:(7)=1-0,4159 = 0,5851.

5. Notese que las matriculas son independientes entre si, por lo que si
las cinco primeras son en Humanidades, podemos definir una nueva
variable 77, también binomial, pero con pardmetros n =20 —5 =15
y p = 0,4, que determina el nimero de matriculas en Humanidades
de un total de 15 matriculas. De esta forma:

a) La probabilidad de que en total haya igual ntimero de matriculas
en Ciencias que de matriculas en Humanidades es:

P(n=5)=F,(5)—F, (5" ) =0,4032.

b) La probabilidad de que en total haya al menos 6 matriculas en
Ciencias mas que en Humanidades es:

P(n<2)=F,(2) = 0,0271.

P3.2] Determinar k para que la siguiente funcién sea de distribucién:

0, r <0
Flz)=< 1-k(1—-2), 0< z <k
1, k< =z

Calcular la probabilidad de [1/2, 1] condicionada por [1/2,2].
Solucion

Las tres primeras condiciones vistas en el ejercicio anterior para tener una
funcién de distribucién se verifican para cualquier valor de k. Sin embar-
go, para que se verifiquen las dos tdltimas condiciones deben descartarse
ciertos valores de k. Ya que k > 0, se tiene que

OF (x)

—=k>0,0<z<k.
Ox s

Ademsds, debe verificarse que F'(x) > 0, para todo x. En particular, 1 —
k(l—z)>0,0 <z <kcuando k < 1. Se comprueba que para 0 < k <1
la funcién es monotona creciente y positiva, por lo que se tiene que, en
ese caso, F' es funcién de distribucion.

Bajo la condicion 0 < k < 1, calculemos la probabilidad pedida:

P21 1/2.2)  P(1/2.1])
PO2LIEZ = = phmay ~ P(i/22)

_ FM-FQ/2) FMO-F(/2)
F@ -F(/2) FO)-F(2)
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P3.3] Sea la probabilidad en IR dada por
0, z < —4
P ) (z+4)/186, —4< z <2
(Fooa) =3 - vatays, V2< 2 <4442
1, 4+2< 2
Calcular la probabilidad de los siguientes conjuntos: [0, 1], [0, v'2], [v/2, 4],
(v2,4), {0,1}, {4+ v2}, {V2}, [0,5), [2.8], N, @N [0, 1], [-2,2] - @
Solucion
Noétese que esta funcién es continua en todo IR, excepto en el punto v/2.
Teniendo eso en cuenta, calculemos las probabilidades que se piden:
= P([0,1]) = P((—00,1]) = P((—0,0)) =5/16 — 4/16 = 1/16.
= P ([0,v2]) = P((—00,v2]) — P((—00,0)) = 4/8 — 4/16 = 1/4.
e P([V2,4)) = P((~00, 4}~ P((~00,V3)) = (8 = V) /8~ (V2 + 1) /16 =
3/4 — 3v/2/16.
- P((v2,4)) = P((~00,4)) — P((~00,2)) = (8 — v2) /8 — 4/8 =
1/2 —V2/8.
= P({0,1})=0.
= P({4++v2})=0
 P({v2)) = P ((=00.v8) ~ P (o0, VD) = 4/8— (V2 +4) /16 =
1/4 —/2/16.
= P([0,5)) = P((=00,5)) =P ((=00,0)) = P ((—00,5])—P ((—o0,0]) =
(9—Vv2)/8—4/16 = (T—V2) /8.
o P([2.8)) = P((~o0,8]) — P((~0,2)) = 1 — (6= V2) /3.
= P(IN)=0
= P(@N[0,1]) =0
» P([-2,2]-@) = P ({V2}) =1/4—V2/16.
P3.4] Sea la probabilidad en IR dada por
e*/2, —oc0o< x <0
P((=o0,a]) = { 1-e®/2, 0< z
Calcular las probabilidades de: [0, 1], [-2,2), {0}, {1,2,3},[1, 3].
Solucion
Las probabilidades que se piden son:
4@
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- g[?ém = P((~00,1]) = P((~00,0) = 1 —¢7}/2 = 1/2 = 1/2 —

P([-2,2)) = P((-00,2)) = P((-00,-2)) = 1 —e?/2 —e7?/2 =
1—-2e72/2=1-1/¢%

P{0}) = P((—00,0]) — P((—00,0)) = 1/2— 1/2 =0
P{1,2,3}) = 0.
P([1,3)) = P((—00,3]) — P((—00, 1)) = 1 — e=3/2— (1 - ¢=1/2) =
(—e®+et) /2.

P3.5] Sea la probabilidad en IR*:
P((—o00,z] x (—o0,y]) =zy(lz+y)/2s1 0 < z,y < 1.
Calcular las probabilidades de
(0,0,5) x (0,5,1) , [0,2,0,8] x {0,5} , [0,4,1]?
(0,3,0,4) x [0,4,0,5] , [0,2,0,6]>U[0,4,0,8> , {(z,y):x+y<1}.

Solucion

Procedemos a calcular las probabilidades correspondientes, teniendo en
cuenta que:

P([a,b] X [¢,d]) = P((—00,b] x (—00,d]) — P((—00,b] x (—o0,])
—P((—00,a] x (—o0,d]) + P((—00,a] x (—oo,c]).

En caso de que el intervalo sea abierto o semiabierto, estas probabilidades
se calculan de manera analoga, puesto que:

P (=00, 2] x (=00,y]) = P (=00, 2] x (=00,y))

= P ((—00,z) x (—00,y]) = P ((—00,z) x (=00,y)).
De esta forma se obtiene que:

= P((0,0,5) x (0,5,1)) =0,5-1-(0,5+1) /2—0,5-0,5-(0,5+0,5) /2 —
0=,25.

= P(]0,2,0,8] x {0,5}) =0.

] P([0,4,1]2) =1-1-(1+1)/2—-2-[1-04-(1+04)/2]4+0,4-04 -
(0,44 0,4) /2 = 0,504.

= P((0,3,0,4) x [0,4,0,5]) = 0,4-0,5:(0,4 + 0,5) /2 —0,4%-(0,4 + 0,4) /2—
0,3-0,5-(0,3+0,5)/2+0,3-0,4-(0,3+0,4)/2=,008.
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£(x)

0 t 1/2 t+1/2 .

FIGURA 3.1: Puntos de [0, 1] con imdgenes a través de & en (—oo, t].

= P([0,2,0,6]> U[0,4,0,8]?) = P ([0,2,0,6]?) + P ([0,4,0,8]%)
—P ([0,2,0,61>N[0,4,0,8]%) = P ([0,2,0,6]*) + P ([0,4,0,8]%)
—P([0,4,0,6]*) = 0,6*- (0,6 + 0,6) /2—0,2-0,6 - (0,2 + 0,6) +0,2 -
(0,2+0,2) /2 +0,8%-(0,8+0,8)/2—0,4-08-(0,4+0,8) + 0,42 -
(0,4+04)/2+0,6%-(0,6+0,6)/2—04-06-(0,4+0,6) + 0,42 -
(0,4 +0,4) /2 =0,28.

« P({(z,y) iz +y<1}) :P([o,1]2) /2=1-1-(1+1)/4=1/2.
P3.6] Sea ¢ una variable aleatoria definida sobre el intervalo [0, 1] como sigue:
f =z siz <1/2
¢@) = { x—1/2 siz>1/2
Hallar la funcién de distribucion de € y su funcién de densidad.
Solucion
La funcién de distribucién de una variable aleatoria viene dada por:

Fe()=P@E<t)=P({z€[0.1]: () <1}).

Teniendo en cuenta la definicién de la variable aleatoria £, representada
en la figura 3.1, conviene distinguir varios casos:

= Sit <0, entonces Fe (t) = P (¢) = 0.

= Si0<t<1/2, entonces F¢ (t) = P ([0,t] U [1/2,t +1/2]) = 2t.
= Sit>1/2, entonces F¢ (t) =1

Por lo tanto, se tiene que:

0, sit<0
Fe(t)=4 2t, si0<t<1/2
0, sit>1/2.
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y por lo tanto:

0, sit<O
fey =4 2, sio<t<1/2
1, sit>1/2

P3.7] Un dado es lanzado 5 veces. Sea { la variable aleatoria que nos indica
la suma de los valores de sus caras. Hallar los siguientes conjuntos: {w :

{(w) = 4}; {w : {(w) = 6}; {w : {(w) = 30}; {w: {(w) = 29}.

Solucion

Antes de hallar los conjuntos que se piden, es conveniente definir un
espacio para la variable que se va a utilizar. Definamos:

Q:{U): (wlva,w37w4aw5):wi € {1727374a5a6}3Vi: 17"'75}7

donde cada w; representa el resultado del i-ésimo lanzamiento del dado,
con i = 1,...,5. Sea el espacio de probabilidad (Q, QQ,P), cuyos suce-
sos elementales son equiprobables. Sobre dicho espacio se considera la
variable &, definida como:

5
E(w) = w,
i=1
para todo w € €). Hallemos los conjuntos que se piden:

= Evidentemente, {w : £(w) = 4} = ¢.

{w: &(w) =6} = {w!', w?, w?, w!, w®}, donde los elementos

k kok ok ok .k
w z(wl,wQ,w3,w4,w5), k=1,...,5,

son aquellos elementos de  tales que wf = 1, para todo i €

{1,2,3,4,5} \ {k} y wj = 2.
{w: {(w) =30} ={(6,6,6,6,6)} .
{w: &(w) > 29} = {w: {(w) =29} U {w : £(w) = 30}, donde

{w: £(w) = 30} = {(6,6,6,6,6)}

{w: &(w) =29} = {w',w? w? w w}.
Los elementos

k kEok ko kok
w :(wl,w2,w37w4,w5), k=1,...,5,

k

%

son aquellos elementos de ) tales que: w
{1,2,3,4,5}\ {k} y wf =5.

= 6, para todo i €
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P3.8] Supongamos que la duracién en minutos de las llamadas telefénicas sigue
una distribucién dada por la funcién

o—/3 o le/3]
Fg(a:):l—< 5 >—< 5 >, para todo = > 0.

Calcular la probabilidad de que la duracién de una llamada cualquiera
sea:

1. superior a 6 minutos;

2. igual a 6 minutos.

Solucion

Sea £ una variable aleatoria con la distribucién indicada en el enunciado
que mide la duracién (en minutos) de una llamada telefénica.

1. Se tiene que:

e—6/3  o—16/3] o2
P =1-F = =92.—— =¢7 2
(£>6) £ (6) 7t 5 =€
2. Por otra parte:
P(§=6) = P((<6)—P((<6)=F(6)—Fc(67) =
—z/3  —|z/3]
= 1—-¢2- lim 1—e _ ¢ —
x—6— 2 2
o2 el el _ o2
= l—-e?-14+—+-—=
€ Tt 2

z
P3.9] Demostrar que F(z) = LZJ: 1/2", para todo & > 1, es funcién de distri-
bucién. "
Solucion
Comprobemos las condiciones que debe verificar toda funcién de distri-
bucién:

1. Se supone, ya que no se indica nada al respecto, que F (z) = 0 para
todo z < 1, por lo que lim F (z)=0.
Tr— —00

L] 0
2. lim F(z)= lim Y 1/2"=73 1/2"= 1.
n=1

r——+00 Tr—+00 n—1
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[z+h]
3. hm F(x—l—h)—hm E 1/2n= Z 1/2"=F (z), para todo x >

1 Por lo tanto, F es contlnua por la derecha en todo punto de la
recta real

4. F(zy) = Z 1/2"< F(z,y) = E 1/2" paratodo 1 < x1 < x5. Ademds,

ya que F( ) = 0, para todo = < 1, se concluye que F' es monoétona.
5. Es claro que F (z) > 0, para todo z.
P3.10] Determinar el valor k para que cada una de las siguientes funciones sean
funcién de densidad:
1. f(x) = kxe **  para todo z >0

2. f(x) =k//T—z, paratodo x € (0,v2/2)
3. f(x)=k/(1+2?), paratodoz € IR

Solucion

Notese que para las tres funciones se verifica f(z) > 0 para k > 0.
Comprobemos en cada caso la segunda condicion.

1. fooo f(2) 0z = fooo kre **0r = 1/k-T'(2) = 1/k,loquees 1 si k = 1.
2. foﬂ/z f(x)dx = 0\/5/2 k(1 —z)" 20z

=k [= (1=v2/2)"* / (1/2) + 2], 1o que es uno si k = 10895,
3. [T f(@)or= [T k(1 +a?) 0x

= k- (arctan (—o0) — arctan (+00)) = k [r/2 — (—7/2)] = k=, lo que
eslsik=1/m.

P3.11] Sea & una variable aleatoria con funcién de densidad fe(z) = ka +
1/2, para todo z € [—1,1].

1. Determinar los valores de k para los cuales f¢(z) es ciertamente una
funcién de densidad.
Calcular la esperanza, la moda y la mediana de &.

3. ;Para qué valores de k se minimiza la varianza de £7
Solucion
1. Debe verificarse que f¢(x) > 0, para todo z € [—1,1]. Se han de

distinguir dos casos:

a) Sik > 0, la funcién de densidad es una recta con pendiente
positiva. Por lo tanto, tiene que imponerse que fe(—1) = —k +
1/2 > 0, es decir, k < 1/2.
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b) Sik <0, larecta tiene ahora pendiente negativa, por lo que es
necesario que fe(1) =k +1/2 >0, luego k > —1/2.

Se comprueba ademds que f_ll fe(z) - 0x = 1, para cualquier valor
de k, asi que, de acuerdo con esto y lo visto anteriormente, para
que fe(x) sea funcién de densidad, k debe pertenecer al intervalo

[~1/2,1/2].

2. Calculemos la esperanza de la variable &:

1 1
E[{]:/lm-fg(x)~8x:/ x'(kx—l—l/Z)-ax:%.

-1

Por otra parte, para calcular la moda debemos tener en cuenta, al
igual que en el primer apartado, el signo de la constante k. La moda
es el valor que maximiza la funcién de densidad f¢(z). Ya que ésta
es una funcién derivable en el intervalo [—1, 1], y ademds su derivada
es igual a k, se obtiene que:

a) Sik >0, entonces la moda de la variable £ es 1.

b) Sik =0, lamoda es cualquier punto en el intervalo [—1,1].

¢) Sik<0,lamodaes —1.

Por otra parte, la mediana es un valor Me tal que P (£ > Me) > 1/2
y P (£ < Me) <1/2. En el caso que nos ocupa:

P (£> Me) = y fg(x)-(?x:/M (kx+1/2)-0x

ko1 (Me)*  Me
= — _— k . -
2 73 2 2

y esta probabilidad es igual a 1/2 si Me = (—1 + v/1+ 4k?) /2k, en
el caso de que k # 0. Nétese que si k = 0, entonces Me = 0.

3. La varianza de la variable £ es V (&) = E [¢?] — (E [€])%. Se tiene

que
E[ﬁ:/l 902']%(96)'396:/1 x2-<kx+;)-8x:;.

De este modo, y conociendo, por el segundo apartado del problema,
que E [¢] = 2k/3, obtenemos que:

1 (26N> 1 4k?
vo-5-(3) =55

y se comprueba que esto se maximiza cuando k = 0.
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P3.12] La densidad de cierta caracteristica quimica de algunos compuestos vie-
ne dada por la funcién siguiente:

0 <0

% 0<az<08
@) =93 072 o0s<z<13

0 r>1,3

Calcular:

1. los tres primeros momentos ordinarios;
2. esperanza matematica y varianza;
3. E[2¢ +5¢% —¢3).
Solucion
1. Los tres primeros momentos ordinarios son E [¢], E [¢*] y E [¢3].
« B[¢] = [)°22% 0+ [ 0,722 - O = 0.71933.
« B[] = [ 22 0x + [} 0,722% - 0w = 0.6092.
= B[] = [ 200 0x + [ 07207 - 0w = 0.57144.

2. Calculamos la varianza y se obtiene:
V(€)= E[¢?] - (E[€)® = 0,6092 — (0.71933)% = 9.1764 - 1072,
3. Teniendo en cuenta las propiedades de la esperanza, el resultado es:
E[2¢ +5¢% — &% =2 E[¢] +5- B[¢?] — E[¢%] = 3,9132.
P3.13] La funcién de densidad de una variable aleatoria £ viene determinada
por:
1—16966_’/ 4 x>0

0, para cualquier otro valor

1. Determinar la funcién generatriz de momentos de £.

2. Utilizar (1) para encontrar la media y la varianza de &.
Solucion

1. La funcién generatriz de momentos de una variable aleatoria es:

Ge(t) = E [¢"] = / et L e/t gy =
. 16

Parat < 1/4 es:

1 T 1 w=teo 1
= L a-1/4) _ - -
Gelt) = 15¢ t—1/4 (t—1/4)2] _, (1— 41)?




“libroult”
2001/8/30
page 97

e

CAPITULO 3. DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD 97

2. Se verifica que:

oG
i @ | =0 =FEl.
092Gy
ot2 (t) | t=0 — E [52] .
Por lo tanto, la media y la varianza de la variable £ son:
El] = 8,
V() = E[E] - (B]) =96—64 =32

P3.14] Bajo las tapas de yogur de una determinada marca comercial hay 6
tipos diferentes de simbolos. Bajo cada tapa hay exactamente uno, y se
asume que en el mercado todos han sido distribuidos aleatoriamente de
manera uniforme. Si nos ofrecen un premio regalo por enviar un sobre
con los 6 sfmbolos diferentes (una tapa con cada uno), jcudntos yogures
hay que comprar en media?

Solucion

En general, si un simbolo determinado aparece con probabilidad p al rea-
lizar una extraccién, entonces el ntimero medio de extracciones necesario
hasta que aparece por primera vez ese simbolo es:

m=1p+2-(1—p)-p+3-(1-p)° p+...
Para sumar esta serie nétese que:
(1-p)-m=0-p)-p+2-(1=p)°-p+3-(1-p)° -p+...,

y restando ambas series:
o0
k
m—(1—=p)-m=p-> (1-p)=p-
k=0

y por tanto m = 1/p. Dicho esto, volvamos a nuestro problema origi-
nal. Evidentemente, el nimero medio de extracciones hasta que apa-
rezca un resultado cualquiera es 1. En el caso de dos, este nimero es
14+1/(5/6) = 1+6/5,y, en general, el nimero medio de extracciones
hasta que aparezcan n simbolos distintos (n =1,...,6) es

SN |
pBE =z
k=1 6
Por lo tanto, hay que comprar una media de

6-(1/6+1/5+1/4+1/3+1/241) =147

yogures para conseguir los seis simbolos distintos.
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P3.15] Una caja contiene dos monedas legales y una con dos caras. Se selecciona
una moneda al azar.

1. Si se lanza la moneda y sale cara, ;cudl es la probabilidad de que
la moneda sea legal? ;Y si en otros tres lanzamientos vuelve a salir
cara?

2. Se selecciona una moneda, se lanza y se devuelve a la caja. ;Cudl

serd el numero medio de veces que tendremos que repetir el proceso
hasta que se obtenga una cruz?

Solucion:

Un espacio muestral para este problema es

mG{l1,127Z} }

2= {w = (m, w1, w2, w3, wa) w; € {C, X}, para todoi=1,2,3,4

donde m representa la moneda escogida al azar. Denotamos por Iy v Iy
a las dos monedas legales y por [ a la moneda con dos caras. Por otra
parte, cada w; es el resultado del i- ésimo lanzamiento, para i = 1,2, 3,4,
siendo C' si es “cara”y X si es “cruz”.

1. Sean los sucesos A = “La moneda escogida es legal’y B; = “El i-
ésimo lanzamiento de la moneda es cara”, para i = 1,2,3,4. Si se
lanza una moneda escogida al azar y sale cara, la probabilidad de
que la moneda sea legal es:

P(A|B1) = P(Bi|A)-P(A)/P(By) =
P (B1|A) - P (A) _
P(B1|A)- P (A) + P (Bi|A°) - P(A°)

2 3 71
1 2 1 = 9
3 3tl-g 2

La probabilidad de que la moneda sea legal conociendo lo anterior
y que ademds en otros tres lanzamientos vuelve a salir cara, es,
teniendo en cuenta que todos los lanzamientos efectuados con la
moneda son independientes entre si:

P(Aé&) - <ﬂ fZﬁAl? (4) )

hgErIRgey

i=1

P (01 Bi|A> ‘P(A)+P (rj BiAC> - P (Ac)
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PP

2

1 P (Bil4) - P(A) + [1 P(BAe)- P (4°)
=1 i=1
ORS N

CREFTOra)

Definimos el espacio muestral

k=1,2,...
w; = (wi1, wiz)
Q= w:(wl,...,wk): wﬂe{ll,lgj},wigz(? ,
paratodoi=1,...,k—1
W1 € {lhlz},ka =X

donde w;; es la moneda escogida al repetir el proceso por i- ésima
vez, para i # k y wy es la moneda con la que sale una cruz y detene-
mos el proceso, para i =1,2,..., k. Nétese que esta tltima moneda
debe ser legal, pues debe dar una cruz, y que, por otra parte, las
k —1 primeras tiradas deben ser cara, para que se necesite continuar
el proceso. Sobre este espacio definimos la variable aleatoria & que
representa el nimero de veces que hay que repetir el proceso hasta
que sale cruz, incluyendo el tltimo lanzamiento.

Sean D; los sucesos “En el i- ésimo lanzamiento sale una cara’y E; =
“En el i- ésimo lanzamiento sale una cruz”, para i = 1,2,3,...,k.
Sean también L; = “La moneda del i- ésimo lanzamiento es legal”y
L; = “La moneda del i -ésimo lanzamiento no es legal”. Usando los
sucesos definidos en el apartado anterior, se tiene que:

k—1
P=k =P{weQ:¢{(w)=k}) = |[[ P(D)|-P(EL,
1=1
donde
— — 1 2 1 2
P(D,;):P(D7;|L¢)~P(L7;)+P(D7;|Li)-P(L,;):§~§+1-§:§,
paratodoi=1,2,...,k— 1,y
P(Ey) = P (EulLi) - P (L) + P (Ee[Ty) - P (L) = % . ; - %

pues la moneda del ltimo lanzamiento debe ser legal para que pueda
salir una cruz. Por lo tanto:

re=n=(2)" L
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FicurA 3.2: Ejemplo para el ejercicio P3.16 con n =2 y m = 3.

luego, el nimero medio de lanzamientos hasta que salga cruz es

E[ﬂ:;.gk.(gy“zg.

P3.16] Consideremos lineas que unen n + m puntos del plano

(L,z1),(2,22) .., (R + M, Tppm) ,

donde los valores x1,x2,...,Zp4+m SOn n ceros y m unos distribuidos de
forma totalmente aleatoria. Por ejemplo, para n = 2 y m = 3, la figura
3.2 muestra una recta con 3 saltos. ;Cudl es el nimero medio de saltos
de una linea?

Solucion

Dado que la media de una suma es siempre la suma de las medias, entonces
lo pedido se limita a calcular la probabilidad de que entre dos puntos
consecutivos haya un salto, y multiplicar dicho valor por el nimero de
puntos consecutivos (parejas de puntos) que hay. Mientras que el segundo
valor es claramente n + m — 1, el primero es

n m m n

ntm n+tm—1 " ntm ntm—1

Para calcular este ultimo valor se ha tenido presente que hay dos probabi-
lidades disjuntas: o salto de 0 a 1, o salto de 1 a 0. Ademas, la probabilidad
de que haya un 0 en el primer punto de la pareja es n/ (n+ m), y lue-
go la probabilidad de que haya un 1 en el segundo es m/ (n+m — 1).
Andlogamente, la probabilidad de que haya un 1 en el primer punto es
m/ (n+m), y de que haya un 0 en el segundo es n/ (n+m — 1).

Como conclusién, el nimero medio solicitado es
n m m n 2nm

n+m-—1)- . + . = .
n+m n+m-—-1 n+m n+m-—1 m+n
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Como se observa en este ejemplo, no siempre el mejor camino para cal-
cular la media de una variable aleatoria consiste en pasar primero por el
célculo de su distribucién de probabilidad, ya que en algunos problemas
(como éste) tal distribucién puede ser dificil de obtener, mientras que la
media es facil.

P3.17] Un jugador comienza un juego de azar con k euros. En cada partida
el juego le permite ganar o perder 1 euro, independientemente de lo que
tenga, hasta que no tenga nada. La probabilidad de ganar el euro de cada
partida es p y la de perder el euro es 1 — p. ; Qué probabilidad hay de que
lo pierda todo alguna vez?

Solucion

Si P, representa la probabilidad buscada, entonces
P, =(1~p)Pi1+pPry1,
donde se asume Py = 1. Asi, por ejemplo:

Py =1—-p+phs,

y puesto que P, = P2, ya que perder 2 euros es perder primero uno y
luego otro de forma independiente, entonces:

P =1-p+pPL,

por lo que, o bien P, = 1, 6 P, = (1 —p) /p, ya que éstas son las dos
soluciones de la ecuacién cuadréitica anterior. Ahora bien, si p < 1/2
entonces P; = 1y si p > 1/2 entonces P; = (1 — p) /p.

De igual forma se concluye que

P
P, =1 ,81 p<1/2

pk:(l;P) siop>1/2

P3.18] Un jugador A tiene m euros y otro B tiene n euros. En cada partida
un jugador gana 1 euro y el otro pierde 1 euro. La probabilidad de que
A gane una partida es p y la de que gane B es 1 — p. El juego continta
hasta que uno pierda todo. ;Qué probabilidad tiene A de perder?

Solucion

Observemos que plantear este problema es equivalente al problema ante-
rior cuando uno de los jugadores (B) tiene un enorme capital (n — +00),
y que en tal caso la probabilidad de que A pierda es [(1 —p) /p]™, si
p>1/2.
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Cuando n es finito, la situacién cambia, pero el problema se puede resolver
de forma analoga porque, si Q,, representa la probabilidad que tiene A
de pasar de m a @, sin haber alcanzado nunca n + m, entonces:

1 p m 1_ p m—+n
(122" g (122)
p p

Por tanto, la probabilidad pedida es:

1— [ —p)/p"
1— [(1 _p) /p]’rn—i-n’

szl*

siempre que p > 1/2.

Cuando p = 1/2, la expresién anterior es la indeterminacién 0/0, que se
resuelve aplicando la regla de L’Hospital, obteniéndose

Qu=n/(n+m).

P3.19] En una eleccién hay dos candidatos, y en la urna de votacién hay n

papeletas a favor de uno y m a favor del otro, con n > m. Si se asume
que los votos en la urna han sido suficientemente mezclados, ;qué proba-
bilidad hay de de que al menos suceda un empate durante el conteo de
los votos?

Solucion

Es importante observar que, por cada sucesiéon que produzca un empate
comenzando con un candidato, existe otra secuencia que lleva también
a empate y comienza con el otro candidato. En efecto, si representamos
por N y M a los dos candidatos, entonces una secuencia tal como

NNMNNMMM

tiene asociada otra secuencia que da empate y que comienza en M:

MMNMMNNN.

La correspondencia consiste s6lo en cambiar las letras.

Esta importante observacion demuestra que el nimero de casos favorables
que comienzan con un candidato es igual al nimero de casos favorables
que comienzan con el otro candidato. O, dicho en otras palabras, que la
probabilidad de que exista al menos un empate es el doble de la proba-
bilidad de que haya empate empezando por el candidato M. Ahora bien,
esta ultima probabilidad es simplemente la probabilidad de que el primer
voto sea de M, ya que luego es seguro que habra empate porque n > m.
Consecuentemente la probabilidad buscada es:
m

2- .
n-+m
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F1cura 3.3: Esfera que circunscribe los bordes de la moneda.

P3.20] ;{Cudn gruesa debe de ser una moneda para que tenga probabilidad 1/3
de caer de canto?

Solucion

Evidentemente, si tenemos presentes las caracteristicas fisicas de los ma-
teriales, es decir, la elasticidad de la moneda, la fuerza y direccién con
que se lanza, las caracteristicas de la superficie sobre la que cae, etc.,
entonces este problema no est4a matematicamente bien definido y su res-
puesta debe proceder méas de experimentos fisicos que de la Teoria de
Probabilidades. Sin embargo, para dar una respuesta con esta segunda
herramienta, asumamos las siguientes hipotesis: veamos la moneda como
la esfera circunscrita por sus dos bordes circulares (véase figura 3.3), y
entendamos que la moneda “cae de canto” cuando el polo inferior de la
esfera estd entre los dos circulos (véase figura 3.4). Con esta notacién es
claro que el problema pide la distancia que debe separar a los dos circulos
para que el drea sobre la esfera que limitan sus dos circulos sea la mitad
del area restante.

Dada la simetria, concentrémonos en una seccién de la esfera. Por ejem-
plo, en su seccién central (figura 3.5). Para que la longitud de la circun-
ferencia entre un canto sea la mitad de la longitud de la circunferencia
entre un lado, debe cumplirse que oo = 27 /6. Puesto que tana = r/g con
r el radio de la moneda y g la mitad de su grueso, entonces

r

——— = 0,354r.
arctan (7/3) e

g:

En otras palabras, el grueso de la moneda debe ser 35.4 % el didmetro de
la moneda para que tenga probabilidad 1/3 de caer de canto.
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suelo

FI1GURA 3.4: Moneda cayendo de canto.

F1GURA 3.5: Seccién central de la esfera.
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R

F1GURA 3.6: Transformacion de variables aleatorias.

P3.21] Dos de los lados de un tridngulo isésceles tienen una longitud L cada
uno y el angulo x entre ellos es el valor de una variable aleatoria &£ con
funcién de densidad proporcional a x(m — ) en cada punto z € (0,7/2).
Calcular la funcién de densidad del area del triangulo y su esperanza.

Solucion

Consideremos un espacio muestral €2 donde los sucesos elementales w que
lo configuran son los tridngulos iséceles cuyos dos lados iguales miden
L, y se distinguen por el dngulo que ambos forman. Sobre el espacio
muestral ) se asume una probabilidad P. Sea ¢ la variable que mide
dicho angulo. Entonces en el enunciado nos informan que se trata de una
variable aleatoria sobre {2 con funcién de densidad:

folw) = { kx(m —x), x € (0,7/2)

0, para cualquier otro valor,
donde k debe ser una constante tal que se verifica que:

fe(x) > 0, para todo ,

/+Oof5(x)8a: _

—00
De estas dos condiciones resulta que k es igual a 12/73.

Definamos ahora una segunda variable 1 que mide el drea de cada tridngu-
lo en ). Esta variable es claramente obtenible a partir de la variable &.
En efecto, conociendo el angulo x entre los dos lados de tridngulo w, se
tiene que su base es 2Lsen (x/2) y su altura es Lcos (z/2). Por tanto, el
area y de un triangulo con dngulo x es

_ 2Lsen(x/2) - Leos (x/2)  L?sen(2x/2)  L?senx

y=g(x) 5 5 5
Es decir, la variable 7 se calcula totalmente componiendo £ con la funcién
g segun la expresién (véase la figura 3.6):

L?%sen¢

n=gof=—5—-
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Una primera idea para calcular la funcién de densidad del area f,, es la
de comenzar calculando su funcién de distribucién F),. Para esto consi-
deremos cualquier valor y € IR:

Fy(y) = Plw € Q:n(w) <y} = Plw € Q: g({(w)) <y}

Claramente, si y < 0 entonces F,(y) = 0, mientras que si y > L?/2
entonces F,(y) = 1. Sélo nos queda ver cémo queda F,(y) cuando 0 <
y < L?/2, y para ello sustituyamos el valor de la funcién g en la expresion

anterior:
2
P {w cq: M < y}

P {w € Q: {(w) < arcsen (ZZ)}

21

/arcsen(Lé) fg(x)ax _ /arcsen(Lz) ng(’]r o :C)al'
0

— 00

Fn(y)

<

Resolviendo esta integral se obtiene la funcién de distribucién de 7. Luego
derivando en y se concluye su funcién de densidad:

12 2y 2y 2
faly) = 3 arcsen 72 )" T — arcsen 72 . \/ﬁ.

para y € (0,L2/2), y 0 en otro caso.

Obviamente, también es posible realizar un calculo directo de la funcién
de densidad de 7 = g o £ conociendo la férmula general que acorta el
proceso:

hnly) = felg™ @) | (57 W)

Finalmente, la esperanza de la variable ) se puede calcular o bien direc-
tamente aprovechando que hemos calculado su funcién de densidad:

L?/2
Eln) = / fa(y)0y
0
o indirectamente usando que n = g o &:

/2 /% [2senz 12 1212
Bl = [ g fewyor= [ ESE R  ry or = 2
0 0

73 T

P3.22] En funcién de un estudio realizado en varios establecimientos, se conoce

que la demanda ¢ de determinado producto es una variable aleatoria con
funcién de densidad f¢(x) = e~*, cuando « > 0. La venta de una cantidad
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x produce una ganancia de ax y el sobrante y no vendido produce una
pérdida by, con a y b constantes positivas. Calcular la cantidad conve-
niente de aprovisionamiento para que la ganancia esperada sea maxima.
Apliquese al caso particular de a =1y b= 2.

Solucion

Sea ¢ la cantidad de aprovisionamiento. Para una demanda z, la ganancia
g (x) viene definida por:

_Jar—b(c—z) ,0<z<c
g(x)_{ac ,T > c

A partir de esto se tiene la variable aleatoria ganancia n = g o £(véase la
figura 3.6), resultando:

+o00
Elgog] = 9(x) fe(x)0z =

— 0o

/ (ax —b(c—x))e " 0x + / ace”*0x =
0 c
= —(a+bce “+(a+b—bc)(l—e ) +ace*

En]

El valor de ¢ que maximiza la ganancia esperada se obtiene derivando la
expresién anterior respecto de ¢, resultando que ¢ = In (1 + a/b) .

En el caso particular a = 1,b = 2 se tiene que ¢ = In (3/2).

P3.23] Se dispone de 7 huchas, cada una con 10 billetes de 1000 pts., 6 billetes
de 2000 pts., 4 billetes de 5000 pts. y 1 billete de 10000 pts. Nos dan 7
billetes, extraidos aleatoriamente uno de cada hucha.

1. ;Cuadl es el numero esperado de pesetas que recibimos?

2. ;Qué probabilidad hay de recibir 17000 pesetas? (Ayuda: calcular
la funcién generatriz de probabilidades).

Solucion

Consideremos como espacio muestral el conjunto de 7- uplas de billetes,
uno procedente de cada urna. Ademads, sea £; una variable aleatoria que
representa el valor (en miles de pesetas) de un billete extraido de la
hucha i- ésima. Esta variable puede tomar los valores 1, 2, 5 y 10 con
probabilidades P(& = 1) = 10/21, P(&§ = 2) = 6/21, P(& = 5) = 4/21
y P(& =10) =1/21,i=1,...,7, respectivamente. Suponiendo que las 7
huchas de las que se dispone son independientes (en cuanto al resultado

7
de una extraccién), sea n = Y &; la variable aleatoria que representa el

=1
valor total de los billetes extraidos
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El ntimero esperado de pesetas (en miles) recibidas es:

Za] = ZE[@-]

En=FE

7
:ﬁ~(10-1+6~2+4-5+1-10):17.333.

Para calcular P (n = 17) usando la funcién generatriz de probabili-
dades

on (t) = E[t"],
sucede que:

o0 (W) _ =k-PO=F).

En el caso de este problema, esta funcion es:

7 7
oy ()= B 155 | = T[ B[] = (B [1])" =

i=1
1\’ 7
(m) 10+ 826+ 1744110 1)

Queda pendiente calcular la derivada 17-ésima, evaluarla en t =0y
dividirla por 17!.
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Principales variables aleatorias

= Entre las variables aleatorias discretas destacan:

Variable Aleatoria Uniforme: Dado un ntmero natural n, se llama
variable aleatoria uniforme £ y se denota por £ ~ U [n] a una va-

riable que toma valores en {1,2,...,n}, cada uno con igual proba-
bilidad. Es decir, es una variable aleatoria discreta con funcién de
probabilidad:

_f 1/n st ke{l,2,...,n}
Pe (k) = { 0 , resto

Algunas caracteristicas son:

Bl = (n+1)/2
V() (n®—1) /12
Gel) = ¢k
k=1
e
o) = T

Variable Aleatoria de Bernoulli: Dado p € [0,1], se llama variable
aleatoria de Bernoulli de pardmetro p a una variable aleatoria que

109
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toma sélo dos valores posibles, uno con probabilidad p y el otro con
probabilidad 1 — p. Los experimentos de este tipo se llaman “prue-
bas de Bernoulli”, sus dos resultados se suelen denominar “éxito”
y “fracaso” (o “blanco” y “negro”,...), y la variable les asocia los
valores 1 y 0, respectivamente. La funcién de probabilidad de esta

variable es:
I , i k=1
Pf(k){1—p st k=0

Se denota por £ ~ B (p), y algunas caracteristicas suyas son:

El§l = p

V() = p(1-p)
pe(t) = (1—p)+p-t
Ge(t) = (1—p)+p-e
pe(t) = (1—p)+p-e

Variable Aleatoria Binomial: Dados dos nimeros n y p, con n natu-

ral y p perteneciente al intervalo [0, 1], se llama wvariable aleatoria
Binomial de pardmetros n y p a una variable aleatoria que toma
valores en {0,1,...,n} y tiene como funcién de probabilidad:

n

P (k) = <k> -pk-(l—p)"_k,para todo k € {0,1,...,n}.

Se denota por £ ~ Bi(n,p), y representa una variable aleatoria que
mide el nimero de veces que ocurre el suceso “éxito” en n pruebas de
Bernoulli de pardmetro p e independientes. Algunas caracteristicas
de esta distribucion son:

El§] = n-p

V(€ = n-p-(1-p)
pe(t) = (1—p+p-t)"
Ge(t) = (1-p+p-e)”
pe(t) = (L—p+p-e)

Variable Aleatoria Hipergeométrica: Dados N, A y B numeros na-

turales, se llama wvariable aleatoria Hipergeométrica de pardmetros
(n, A, B) a una variable que trata de medir el nimero de “éxi-
tos” (bolas azules, por ejemplo) cuando se extrae una muestra de
tamano n sin reemplazamiento, de una urna con N = A + B bo-
las, de las que A son azules y el resto blancas. Esta distribucién es

“libroult”
2001/8/30
page 110

e



CAPITULO 4. PRINCIPALES VARIABLES ALEATORIAS 111

analoga a la Binomial, pero se basa en un muestreo realizado sin
reemplazamiento. Su funcién de probabilidad es:

(2) - (%)
()

y se denota por & ~ H (n, A, B). Se tiene que:

Pe (k) = , paratodo k =0,1,...,n,

Bl = n-
B N-n

V) = nh e

zl ==

Variable Aleatoria Binomial Negativa: Dados dos ntimeros n y p,

con n natural y p perteneciente al intervalo [0, 1], se llama variable
aleatoria Binomial Negativa de pardmetros n y p a una variable
aleatoria que toma valores k = 0,1,... y tiene como funcién de
probabilidad:

k-1
Pg(k:)(nJrk )~p"~(1p)k,paratodokO,l,...

Se denota por & ~ BN (n,p), y representa una variable aleatoria
que mide el nimero de fracasos que ocurren antes de obtener n
éxitos con una secuencia de pruebas independientes de Bernoulli con
probabilidad de éxito p. Algunas caracteristicas de esta distribucién
son:

R

vig - L=

o) = (1olr) P <
Ge(t) = (W)n, para (1—p)et <1.

w0 = (i)

Variable Aleatoria de Poisson: Consideremos la variable que mide el

nimero de sucesos que ocurren en un intervalo de amplitud fija,
siendo A el promedio de sucesos en dicho intervalo. Esta variable
sigue una distribucién de Poisson de parametro A, y se denota & ~
P (\), con A > 0. Su funcién de probabilidad es:

)\lc

Pe (k) = 77

e, parak=0,1,...
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112 EJERCICIOS RESUELTOS DE PROBABILIDAD

Las principales caracteristicas de esta distribucion son:

Bl =
V(e = A
g (t) = M0
Gelt) = M)
pe(t) = ("

La distribucién de Poisson se obtiene también como limite de la dis-
tribucién Binomial de pardmetros n y A/n cuando n — co. Ademsds,
la suma de dos variables de Poisson independientes de parametros Aq
v Ao, respectivamente, es a su vez una Poisson de pardmetro A1 + As.

Variable Aleatoria Geométrica: Dado p € [0, 1], la variable aleatoria
que cuenta el nimero de fracasos que preceden al primer éxito en
una sucesion infinita de pruebas de Bernoulli sigue una distribucién
Geométrica de pardmetro p, donde p es la probabilidad de éxito, y
se denota & ~ G (p). La funcién de probabilidad de esta variable es:

Pg(k):p-(l—p)k,conk:Ql,...

Ademids:

11—
El] = —2%

p

1-p
V() = e

_ p 1
de (t) = T—G-p para |t|<17p.
GE (t) = ﬁ7 para (1 7p) ~6t < 1
p

Es importante destacar que la suma de variables independientes e
idénticamente distribuidas segin una Geométrica de parametro p es
una Binomial Negativa.

= Entre las variables aleatorias continuas destacan:

Variable Aleatoria Uniforme: Se llama variable aleatoria Uniforme
en un intervalo [a,b], con a < by a,b € IR, y se denota por § ~
U [a,b], a una variable aleatoria & con funcién de densidad

1
fg(x)zm,paraaga:gb.
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CAPITULO 4. PRINCIPALES VARIABLES ALEATORIAS 113

Sus principales caracteristicas son:

plg = 42

vig - Lol

Ge(t) = m, para t # 0.
pel) = ot i #0

Variable Aleatoria Triangular: Dados dos pardmetros a y b tales que
a < b, se llama wvariable aleatoria Triangular de pardmetros a y b
y se denota por T (a,b), a una variable aleatoria £ cuya funcién de
densidad viene descrita por:

1(1159:132) ,sia§m<“7+b
fex) =4 3550 sitgb<a<b
0 , en el resto

Claramente E'[{] = (a +b) /2.

Variable Aleatoria Exponencial: Se llama wvariable aleatoria FExpo-
nencial con pardmetro A, con A > 0, y se denota por & ~ Exp (\), a
una variable aleatoria £ con funcion de densidad

fe(x)=X- e N para z > 0.

Sus principales caracteristicas son:

1
1
A
Ge(t) = Pt para t < A.
A

Esta variable aparece, por ejemplo, cuando se estudia la distancia
entre dos sucesos consecutivos que sigan una distribucién de Poisson.

Variable Aleatoria Gamma: Se llama wvariable aleatoria Gamma de

pardmetros a y p, con a,p > 0, y se denota por & ~ I' (a,p), a una
variable aleatoria £ con funcién de densidad

fe(x) = ce T gP~L para x> 0.
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Sus principales caracteristicas son:

a
Ve = o
P
Ge(t) = (aa—t> , para |t| < a.

a P
eclt) = ()

Ademas, se verifica que la suma de variables aleatorias independien-
tes e idénticamente distribuidas segin una Exponencial sigue una
distribucién Gamma. Por ello, la distribucién Gamma es la que apa-
rece cuando se estudia la distancia entre p sucesos que sigan una
variable de Poisson de parametro a.

Variable Aleatoria Normal: Se llama wvariable aleatoria Normal de
media p y varianza o2 y se denota por £ ~ N (,u702), a una va-
riable aleatoria £ con funcién de densidad:

o) = oo e S
r) = —]m - € 2.0 .
¢ V2. 102
Sus principales caracteristicas son:

ElE] = nu

V(e = o

Ge(t) = emho,

pelt) = ekt

Es importante destacar la importancia de la variable aleatoria con
distribucién N (0, 1), denominada “distribucién normal tipificada”.

Variable Aleatoria y? de Pearson: Se llama asf a la variable aleato-
ria resultante de sumar los cuadrados de d variables aleatorias in-
dependientes con distribucién N (0,1). Se dice que d (d > 0) es el
ntimero de grados de libertad, y la variable se denota £ ~ x3. Su
funcién de densidad es:

27d/2 . xd/Zfl . efx/Q

fe(z) = T (d2)

para todo z > 0. Su media es d y su varianza es 2d. La funcién
generatriz de momentos es:

_ 1
Ge(t)=(1—2t)"%? parat < 5
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Variable Aleatoria t de Student: La variable aleatoria £ tiene distri-
bucién ¢ de Student con d grados de libertad, y se denota & ~ Ty, si
su funcion de densidad es:

_IY (L BT
)= 2 (1+%)

para todo z real. Su media es 0 y la varianza d/(d — 2). La fun-
cién generatriz de momentos no existe. Ademas, el cociente entre
una variable normal tipificada y una variable con distribucién Xﬁ
independientes tiene una distribucién T;.

Variable Aleatoria F' de Fisher-Snedecor: La variable aleatoria £ tie-
ne distribuciéon F' de Fisher-Snedecor con n y m grados de libertad
(n y m ndmeros naturales), si su funcién de densidad es:

I (2g) e
)

para todo z real. Se denota & ~ F}, ,,, v su media es:

n+m)/2

/21 (m+ nm)_(

fe(x) =

m
— =, param > 2,
(m—2)

y su varianza:

2m? (n+m — 2)
n(m—2)%(m —4)

, para m > 4.

La funcién generatriz de momentos no existe. Ademas, el cociente
entre dos variables aleatorias independientes con distribucién x?2,
con n 'y m grados de libertad, respectivamente, es una Fj, ,,.

Ejercicios Resueltos

P4.1] Supongamos que la probabilidad de tener una unidad defectuosa en una
linea de ensamblaje es de 0.05. Si el conjunto de unidades terminadas
constituye un conjunto de ensayos independientes

1. ;cudl es la probabilidad de que entre diez unidades dos se encuentren
defectuosas?

Ly de que a lo sumo dos se encuentren defectuosas?

3. jcudl es la probabilidad de que por lo menos una se encuentre de-
fectuosa?
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Solucion

Sea &; una variable aleatoria que representa el estado de una unidad ter-
minada en la linea de ensamblaje en el momento ¢, siendo & = 1 si la
unidad es defectuosa y & = 0 en caso contrario. La variable &; sigue una
distribucién de Bernoulli con parametro p = 0,05, de acuerdo con el dato
inicial del problema. Ademads, nétese que un conjunto de unidades ter-
minadas constituye un conjunto de ensayos independientes, por lo que
el nimero de unidades defectuoaas de un total de n unidades termina-

das (&1,...,&n), esto es, n, p, = > &, sigue una distribucién binomial de
i=1

pardmetros n y p = 0,05. Hechas estas consideraciones iniciales, procede-

mos a resolver el problema.

1. Procedemos a calcular:

10
P (no0.05 =2) = (2> -0,05% - (1 —0,05)% = 0,0746.

2. Se tiene que:

°\ (10 . ,
P (mooos <2) =) ( . ) -0,05" - (1 - 0,05)""7" = 0,9884.

=0 ¢

3. Por ultimo:

P (7710,0,05 2 1) = 1—-P (7’]1070705 = O) =
10 -

- <0) £0,05% - (1-0,05)7" =

10,5987 = 0,4013.

P4.2] El gerente de un restaurante que sélo da servicio mediante reservas sabe,
por experiencia, que el 20% de las personas que reservan una mesa no
asistirdan. Si el restaurante acepta 25 reservas pero sdlo dispone de 20
mesas, jcudl es la probabilidad de que a todas las personas que asistan
al restaurante se les asigne una mesa?

Solucion

Representemos por la variable aleatoria £ la decisién de asistir (§ = 0)
o no (£ = 1) finalmente al restaurante por parte de una persona que ha
hecho una reserva. Esta variable sigue una distribucién de Bernoulli de
parametro p = 0,2, de acuerdo con el enunciado del ejercicio. Suponiendo
que las distintas reservas son independientes entre si, se tiene que, de un
total de n reservas (&1, ...,&,), el numero de ellas que acuden finalmen-

n
te al restaurante es una variable aleatoria Y,, = >_ &;, con distribucién
i=1
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binomial de parametros n y p = 0,2. En el caso particular del problema,
n = 25. Entonces, para que aquellas personas que asistan al restaurante
de las 25 que han hecho la reserva puedan disponer de una mesa, debe
ocurrir que acudan 20 o menos. Asi, se tiene que:

20

25 , i

P(Yy5 <20) =) < . > 0,20 (1-0,2)%7" = 0,5799.
=0

P4.3] Una empresa electrénica observa que el nimero de componentes que
fallan antes de cumplir 100 horas de funcionamiento es una variable alea-
toria de Poisson. Si el nimero promedio de estos fallos es ocho,

1. jcudl es la probabilidad de que falle un componente en 25 horas?
2. {y de que fallen no mas de dos componentes en 50 horas?

3. ;cudl es la probabilidad de que fallen por lo menos diez en 125 horas?

Solucion

Sea la variable aleatoria &, con distribucién de Poisson de pardametro
Ae = E[§] = 8, que determina el nimero de componentes que fallan
antes de cumplir 100 horas de funcionamiento.

1. Considerando que se cumplen ciertas condiciones de regularidad,
podemos asumir que una variable 17 que mide el niimero de compo-
nentes que fallan antes de cumplir 25 horas de funcionamiento sigue
una distribucién de Poisson con parametro A\, = E[n] = 8/4 = 2.
Por lo tanto, la probabilidad deseada es la siguiente:

21

=1 e"2 =0.27067.

P(n=1)
2. Andlogamente, definimos una variable aleatoria U con distribucién
de Poisson de pardmetro Ay = 8/2 = 4, que mide el niimero de com-
ponentes que fallan antes de cumplir las 50 horas de funcionamiento.

Se tiene entonces que:

2 .
44y
P(U<2) = Z?! ce4=0.2381.
i=0
3. De la misma forma, definiendo una variable aleatoria V' con distri-
bucién de Poisson de parametro Ay = 10, se obtiene:

10
P(V>10)=1-P(V <10)=1-)_
=0

10°
i
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P4.4] Una gran tienda de articulos eléctricos descubre que el ntmero £ de
tostadores vendidos por semana obedece a una ley de Poisson de media
10. La ganancia de cada tostador vendido es de 500 ptas. Sin embargo,
un lunes se encuentran con que sélo les quedan 10 tostadores, y que a lo
largo de esa semana no van a poder traer mas del almacén. Determinar la
distribucién de las ganancias totales (en ptas.) en concepto de tostadores
de pan a lo largo de esa semana.

Solucion

Teniendo en cuenta los datos del problema, podemos definir una variable
aleatoria 7, que representa la ganancia total (en pesetas) en concepto de
tostadores de pan a lo largo de la semana considerada, a partir de la
variable &:

[ 500-¢ ,si 0<€E<10

{5000 ,si £€>10

En el segundo caso, si la demanda ¢ es de més de 10 tostadores, es decir,
si supera al nimero de existencias, sélo es posible vender este tltimo
numero de tostadores.

La distribucién de las ganancias totales en pesetas es, por tanto:

Ey () = P({w € Q:n(w) < t}) =

0 ,sit <0
[t/500|
=q P(00-£<t)=F¢(z55)= > P({=1i) ,si0<t<5000
=0
1 , si t > 5000.

Nétese que una vez méas n = g o & (véase la figura 3.6) para una simple
funcién real g.

P4.5] Se extraen n cartas, una a una con reemplazamiento, de una baraja
espanola (4 palos de 10 cartas cada uno). Si £ representa la suma de los
n nimeros que aparecen en las cartas,

1. calcular P(§ =k) y E[¢] ;

2. hallar la funcién generatriz de probabilidades de &.

Solucion

Definamos una variable aleatoria 7 que representa el valor de una carta
extraida del total de la baraja, con valores equiprobables 1,2,. . .,10, siendo
P(n=k)=1/10, para todo k € A = {1,...,10}. Definamos también un
conjunto B formado por los (ki,...,k,) € A™ en los que no se repite
un mismo numero mas de 4 veces. Nétese ademas que el tnico dato a
tener en cuenta en cada extraccion es el niumero de la carta, no el palo,
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puesto que en el problema se utilizara una variable £ que da la suma de
los niimeros de un total de n extracciones con reemplazamiento.

Supuesta la independencia de las extracciones, sea 1y, . .., 1, un conjunto
de n variables aleatorias independientes con la misma distribuciéon que n,
que miden el resultado en cada una de las n extracciones con reemplaza-

n
miento. Nétese que £ = > n;.
i=1

1. Las probabilidades deseadas son, dado un ntimero n =1,2,...:

P(%Zk)ZP(Zn:m:k)
>

(kl,...,k)n)EB
S ki=k S ki=k

i=1 i=1

ﬁP(mki)] :(k 3 <110>n

i=1

Ademas,

n

2. La funcién generatriz de probabilidades es:

S| & , n
e (t) = E [t=7 | = [[E["] = ()"
i=1
Se obtiene que:
1 &, 1 t—f!
n— — . P
Bl 10 Zt 10 1-—-¢t’°

y por lo tanto:
Lot—H\"
t = _—
9 (1) (10 1—t)

P4.6] Selanza consecutivamente un dado hasta que aparece por primera vez un
as. Suponiendo que en el primer lanzamiento no hemos obtenido un as,
calcular la probabilidad de que sean necesarios mas de tres lanzamientos.

Solucion

Sea £ una variable aleatoria que representa el nimero de lanzamientos
consecutivos (e independientes) que hay que efectuar con un dado hasta
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que aparezca un as por primera vez. Esta variable es una geométrica de
pardmetro p = 1/6, siendo p la probabilidad de obtener un as en un lan-
zamiento del dado. En el enunciado del problema se anade la suposicién
de que el as no se obtiene en el primer lanzamiento y, por lo tanto, la
probabilidad que se pide calcular es:

PE>3|¢E>1) =

-y (3T )

=
.
Il
—

>
PED " - ()

6

25

=22 20,6944

36

P4.7] De un paquete de n tarjetas ordenadas de forma creciente y numeradas

1,2,...,

n se selecciona aleatoriamente una tarjeta. Si estd marcada con

k, se selecciona una segunda tarjeta entre las k primeras. Sea £; el nimero
de la tarjeta seleccionada en primer lugar y &» el de la tarjeta seleccionada

en segundo lugar. Calcular:

1 P(£2 = ])a

2. E[fQL

3. P(& =kl& =),
4. E[&]

Solucion

Noétese que la variable &1, supuestas ciertas condiciones de regularidad,

puede tomar los valores 1,2,...,
n. Sin embargo, para el cilculo de las probabilidades
necesario tener en cuenta el resultado de la primera seleccion.

1,...,

1.

Se tiene que:

n, con P (£ = k) = 1/n, para todo k =
P (& =j)es

ZP(@zjlflzz')-P(&:i)

Ly rEe=ila=i.

i=1

Obsérvese que si j > i, entonces P (§3 = j | &1 =) = 0. Por lo tanto:

P(& =)

ZP (=jl&=i)=

El valor esperado de la tarjeta seleccionada en segundo lugar es:

B[] = Z] P& =j)= %Z]

7j=1

Jj=1
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3. Procediendo de forma similar al primer apartado, se calcula:

P& = jl&1 =k) - P (& =k)

P& =kléa =j) = P (& =)
. -1

(k'Zi) sij<k

A sij>k

4. Por 1ultimo, el valor esperado para la primera tarjeta seleccionada
es:
<y . 1 . n+l1
E &) :;z~P(§1 :z):ﬁ~§z: o

P4.8] Un vendedor de enciclopedias sabe que la probabilidad de obtener un
cliente en cada visita es 0.3. ;Cudl es el niimero medio de visitas diarias
si cada dia vende exactamente 10 enciclopedias? ;Cuél es la probabilidad
de que, a lo largo de un mes, no tenga que hacer mas de 50 visitas diarias?

Solucion

Definamos una variable aleatoria & que representa el ntimero de visitas
en las que no obtiene clientes que debe realizar el vendedor hasta vender
10 enciclopedias. Esta variable sigue una distribucién binomial negativa
de pardmetros n = 10 y p = 0,3, de acuerdo con los datos del problema,
y por tanto E[{] = n (1 — p) /p. Se asume que las visitas realizadas son
independientes entre si. Entonces, el niimero medio de visitas diarias que
debe hacer el vendedor es:

n(1-p)

0,7
+10=10- 0’3 +10 = 33.333.

)

E[£+10] =

Por otra parte, para calcular la probabilidad de que no tenga que hacer
més de 50 visitas diarias a lo largo de un mes (de 30 dfas), definamos un
conjunto de variables aleatorias &1, . . ., {309 independientes e idénticamen-
te distribuidas segun &£, que representan el nimero de visitas sin clientes
necesarias hasta vender 10 enciclopedias cada uno de los dias del mes. Se

tiene que:
30
P (& <40,...,&0 <40) = [[P(& <40) =[P (¢ <40)]* =
i=1
40 ) 30
1 -1 -
_ [Z < 0 +i’L > . 07310 '07711 —
i=0

= 0.9597730 = 0.29175.



“libroult”
2001/8/30
page 122

e

122 EJERCICIOS RESUELTOS DE PROBABILIDAD

P4.9] Hallar el minimo entero n tal que la probabilidad de obtener al menos
un as en n lanzamientos, sea mayor o igual que 0.9.

Solucion

Sea £, una variable aleatoria que representa el nimero de ases obtenidos
en n lanzamientos de un dado. Se debe obtener el menor entero n tal que:

P& >1)>09,
es decir,
P, =0)<0,1.

Considerando que la probabilidad de obtener un as con este dado es 1/6,
se tiene que:
5 n
-] <01,
(5) =

desigualdad que se verifica para todo n > 13.

P4.10] Demostrar las siguientes férmulas recurrentes para el célculo de la fun-
cion de probabilidad:

(n—FKp
(k+1)(1-p)
2. P(k+1)= ]4;7—)&\—1 - Pe(k), si& ~ Poiss(A).
W - Pe(k), si€&~ BiNeg(n;p).

(A—k)(n—k)
(k+1)(B—(n—k)+1)

1. Pe(k+1)= Pe(k), si&~Bi(n;p).

3. Pe(k+1)=

4. Pe(k+1)= - Pe(k), si&~ Hip(n,A,B).

Solucion

1. Si¢ ~ Bi(n;p), entonces
n ne
P (k) = (k> pF e =p)" T,
para todo k =0, ...,n. Se verifica que:

n n—k—
Pe(k+1) = <k+1>,pk+1.(1_p) k=1 _

() 53] ot 2

_ (n—k)p
= Grna-p TR
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2. Si & ~ Poiss()\), entonces
DL
Pf(k):ﬁe )\a
para todo k = 0,1, ... Se verifica que:
>\k+1 by
Pe(k+1)= ——-e "= ——" P(k).
eE =Gt T hr W
3. Si ¢ ~ BiNeg(n;p), entonces
n+k—1 "
Ps(k)=( . >'p (1-p)*,
para todo k =n,n + 1,... Se verifica que:
n+k k+1
Pe(k+1) = (1 - =
e (k+1) <k+1) p"-(1-p)

= [(n—i—l;—l)::iﬂ e (l—p) e (1—p) =
(n+ 1)1 =p)

1T

Si & ~ Hip(n, A, B), entonces

Pe (k) = (Z‘EA- fzjk) ’

para todo k = 0,...,n. Se verifica que:

AN ( B
P:(k+1) = (k—i_l)(A-i-(%Sk_I):
[t ()] |52 (2]
(A+B)
(A—k)(n—k)
(k+1)(B—(n—k)+1) Fe (k).

P4.11] Sean ¢ y n las variables aleatorias que cuentan el niimero de veces que

sale 1 y 6, respectivamente, en 5 lanzamientos de un dado. ;Son £ y 7
independientes?

Solucion
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Las variables £ y 1 siguen ambas una distribucién binomial de pardmetros
n=>5y p=1/6. Veamos, mediante un contraejemplo, que £ y 7 no son
independientes. Por un lado se tiene que:

pero

y por lo tanto

P& =0, =0) = <§)S¢P<£=0>-P<n=0>= (2)107

concluyéndose asi que las variables no son independientes.

P4.12] En la teoria de los rayos césmicos se presenta la distribucién de Pascal-
Furry, dada por los valores i = 0,1, 2, ..., con probabilidades respectivas:

pi = Hl-u(liu)i’ i > 0. Determinar el pardmetro pu.

Solucion

Se verifica que

.= ) = . =1,
;p le (ml) T+p 1= [/ (n+1)]

=0

para cualquier x> 0. Ademés, 1/ (1+p) < 1y [/ (14 p)]’ < 1, para
todo p > 0.

P4.13] Pedro y Juan dividen al azar una barra de chocolate con 4n porciones
(n > 0) en dos trozos de modo que el trozo de Pedro siempre es mayor
que el de Juan, al que siempre le toca algo.

1. Calcular el nimero esperado de porciones de Pedro.
Calcular la varianza de tal nimero.

3. Probar que si en tres ocasiones sucesivas el trozo de Pedro es mayor
que tres veces el de Juan, es razonable pensar que la particion no se
ha hecho de un modo aleatorio.
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Solucion
1. Consideremos el espacio muestral {2 formado por todas las posibles

divisiones de la tableta. Numerando las porciones podemos caracte-
rizar cada divisién mediante un nimero entre 1 y 4n — 1, donde no
vale el 2n. Es decir, cada suceso elemental w € € puede identificarse
como la cantidad de porciones que quedan a un lado (por ejemplo a
la derecha) tras la divisién, lo que a la vez determina el nimero de
porciones que quedan al otro lado. Asi:

Q={1,2,...,4n—2,4n — 1} — {2n}.

Para cada w € €0, no confundamos su valor con la cantidad de
porciones que le damos a Juan y a Pedro, ya que esto se calcula
mediante un minimo y un méximo de {w, 4n — w}, respectivamente.
Asumamos por hipétesis que §2 es equiprobable, es decir, que:

1

Pw) =1 —

para todo w € €2, o dicho en otras palabras, que la tableta se parte
en dos trozos de forma aleatoria y uniforme, pero descartando la
probabilidad de que los dos trozos sean iguales o alguno vacio.
Definamos ahora las variables aleatorias:
& Q0 —- R
w +— & (w)=mix{w,4n —w}

n: @ — IR
w +— n(w)=min{w,dn —w}
representando la primera a Pedro y la segunda a Juan. Antes de
sumergirnos en el célculo de E[¢] y V (§), como pide el enunciado,
conozcamos algo de estas variables. Claramente son discretas y n =
4dn—¢. Ademsds, € toma valoresen {2n + 1,2n 4 2,...,4n — 2,4n — 1},
todos con igual probabilidad:

21
dn—2 2m—1’

P(E=k) =P({weQ:¢(w) = k}) =

cualquiera que sea k € {2n + 1,...,4n — 1}. Por tanto:

4n—1 2n—1
1
Bl = Y kPE=h=t—> k=
k=2n+1 k=1
n(2n—1)
= 2 —_— = .
n + o — 1 3n
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2.

P4.14] Una variable aleatoria £ tiene la funcién generatriz Ge(t) = (0,2¢" +

De la misma forma, se obtiene que:

4n—1
VO =E[@]—(EE)’ = Y K PE=k-9m"=
k=2n+1
B 1 2n—1 By ) ) . -
_2n—1;( +2n)" —9n° =
1 2n—1 2n—1
=2n_1[§2W+4n§:k+Mf@n—D1—%ﬂ:
k=1 k=1
3 2
- 2n1—1 [2(2711) +3(2271) T (2n 1) +8n2(2n1)]
n(n—1)

2
-In* = ——-=.
3
Si el trozo de Pedro es mayor que tres veces el de Juan en una
particién, se verifica que:

es decir:
&> 3n.

Por lo tanto, supongamos que se realizan 3 particiones (independien-
tes) y representemos, respectivamente, por &1, y €3 al nimero de
trozos que corresponden a Pedro en cada una. Siendo las variables
£1,&5 v &3 independientes, se tiene que:

3

[[PE>3n) = [PE>3n) =

=1

4n—1 3
> P(E= z‘)]

1=3n+1

_ [(4n—1—(3n+1)+1)~2n1_1r=

_ n—1 3
o \on—-1/"

que es una probabilidad muy pequena. Por lo tanto, es razonable

pensar que la particiéon no se ha hecho de un modo aleatorio.

0,8)%. Se pide:

1.
2.

Funcién de probabilidad.
P(>0)y P(1<£<3).
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3. Esperanza y varianza.

Solucion

Podemos obtener la funcién generatriz de probabilidades de esta variable
aleatoria discreta a partir de la funcién generatriz de momentos. Notese
que la funcién generatriz de probabilidades de una variable aleatoria es la
funcién ¢¢ (t) = E [t*], mientras que su funcién generatriz de momentos

es Ge (t) = E [¢'] . Por lo tanto:

e (1) = Ge (Int) = (0,2 €™ +0,8)° = (0,21 +

0,8)°.

1. Se verifica que, si ¢¢ es derivable k veces en un entorno del origen,

entonces: *)
¢
o ()

=kl-P(=k).
t=0
En concreto, en este caso, k =0,1,2,3,4,5. Asi:
5!

PE=k=Grm

: -0,2%.0,8°7F,

para todo k = 0,1,2,3,4,5. Nétese que ésta es la funcién de pro-
babilidad de una variable aleatoria binomial de pardmetros n =5y

p=0,2.

2. Teniendo esto en cuenta, se tiene que:
5
PEl>0)=1-P(E=0)=1- (0) -0,2°.0,8°

3. De forma similar:
3

=0.67232.

PA<E<3) =) <5> -0,2F.0,8°7% = 0,6656.

k

k=1

4. Si G (t) es derivable en un entorno del origen k veces, entonces

oG (k)
= (t)

t=0 otk

G(k) (t) = Mmg.

t=0

En este caso:

E[) =m = G (t)

Y también:

V() = mgfm%:Gg(t) -1

t=0
_ {et (02-et4+08)- (16402 ef)} ’

= [(0,2 et +08)" et]

=1
t=0

—1=0
t=0

)

8
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P4.15] Una variable aleatoria £ tiene la siguiente funcién generatriz G¢(t) =

e2(e' =1 Ge pide:

1. Funcién de probabilidad.

2. PE>1)y P(E>2).

3. Esperanza y desviacion tipica.
Solucion

Procediendo de forma andloga al ejercicio anterior, la funcién generatriz

de probabilidades es:

1.

P4.16] El tiempo de reparacién de unas maquinas de escribir tiene una distri-
bucién aproximadamente exponencial, con media 22 minutos.

1.

QSE (t) = GE (|nt) = 62'(e|"t*1) _ 62'(1&71)'

Asimismo:

P=k)=—-2"¢e72

para todo k =0, 1,... Nbtese que esto se corresponde con la funcién
de probabilidad de una variable de Poisson con parametro A = 2.

Las probabilidades deseadas son:

1
1
PE>1)=1-Y" 52 k. em2 =0,59399.
k=0

y también:

2
1
P(E>2)=1-— Z — .2k .72 = 0,32332.

k!

Por ultimo, y de forma similar al anterior ejercicio:

E[g] =mi = G (t)‘t:O - [2 ' 62'(&71)“] ‘t:O
y también:
V() =mo—mi=GL ()] _ 1
_ [2 (2-et 1) e?-(e“l)ﬂ ‘t:O —4=2

Hallar la probabilidad de que el tiempo de reparacién sea menor que

diez minutos.

:2’
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2. El costo de reparacién es de 2000 pts. por cada media hora o fraccién.
. Cudl es la probabilidad de que una reparacién cueste 4000 pts.?

3. Para efectuar una programacion, ;cuanto tiempo se debe asignar a
cada reparacién para que la probabilidad de que cualquier tiempo
de reparacién mayor que el tiempo asignado sea sélo de 0.17

Solucion

Definamos una variable aleatoria £ que representa el tiempo de reparacion
(en minutos) de las mdquinas y sigue una distribucién exponencial de
pardmetro A = (E[¢])™" = 1/22. Por lo tanto, la funcién de densidad de

esta variable es:

1
fe(x) = 23 e /%2 1> 0.

1. La probabilidad de que un tiempo de reparacién sea menor que diez
minutos es:

10
1 10

P <10)= / % e~ T/229, — /22| _ 1 _ o—5/11
0 0

2. De acuerdo con el enunciado, para un tiempo de reparaciéon dado,
el costo de reparacién se obtendra a partir del nimero total de frac-
ciones de media hora y el conjunto de minutos restantes, inferiores
a 30. (Todos, este tltimo inclusive, se cobran a 2000 pesetas). Te-
niendo esto en cuenta, se observa que una reparacién costara 4000
pesetas siempre que su duracién sea superior a 30 minutos e inferior
o igual a 60 minutos (y asf cada fraccién de la segunda media hora
se cobrard como una media hora entera). Asf:

60
1 cem /2290 = _o—30/11 | —15/11

P®O<§§&D:AO§§

3. Representamos por ¢ (t > 0) el tiempo asignado a una reparacién
(en minutos). Debe verificarse:

P(>1) =01,

es decir:

/oo 1 e—/228 — _o—u/22 ~_ e t22 — 01
. 22 t

y esto se cumple para t = —22 - In0,1 = 50. 657 = 51 minutos.
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P4.17] Se supone que las plantas de una determinada especie se distribuyen de
forma aleatoria en una regién con densidad promedio de A plantas por
unidad de drea. Ademads se conoce que tal aleatoriedad sigue una distri-
bucién de Poisson, es decir, que el nimero de plantas en una regién con
area A es una variable aleatoria de Poisson de pardmetro A - A. Elegida
una planta al azar, sea £ la distancia a la planta vecina de su misma es-
pecie més préoxima. Determinar la funcién de densidad de £ y determinar
su valor medio.

Solucion

Comencemos determinando la funcién de distribucién de &, es decir,
Fe(z) = P({w: & (w) < z}) para todo € IR. Claramente F¢ (z) = 0
cuando z < 0. En cambio, si > 0 entonces {w : £ (w) < x} representa
el suceso “en un circulo de radio x, descontado el punto central, hay al
menos una planta”. Este es el suceso complementario de “en un circulo
de radio x, descontado el punto central, no hay ninguna planta”, y cuya
probabilidad viene dada por

()\7rac2)0
o

2 Ao

—Amzt e ,

ya que el drea de un circulo de radio x (incluso elimindndole el punto
central) es 7 - 2. Consecuentemente,

{O ,81 <0

F =
e (@) 1 — e Ama’ ,si x>0.

Ahora podemos facilmente conocer la funcién de densidad de & :
0 , 81 x <0
fe (@) = { \rpe AT , 1 x>0,

y su media:
1

2V
P4.18] Demostrar que si £ tiene distribucién exponencial con media A, entonces

la variable aleatoria n = |£] (parte entera de £) es una geométrica de
parametro p. Encontrar p en términos de A.

E¢] :/ Amale N g =
0

Solucion

La variable ¢ tiene funcién de densidad f¢ (z) = (1/A) - e™%/*, cuando

x > 0. Para cualquier £k =0,1,2,... se tiene que:
k+1 1

Pin=k) = P(L{j:k):P(k§§<k+l):/ X-ef‘r//\ax:
k

k+1
—  _e-T/A = e—k/X _ o= (k+1)/X _ ,—k/A (1 _ efl/)‘) ’
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es decir, P(n=k) =p- (1 —p)* con p = (1—e1/2),

P4.19] Supdngase que ¢ se distribuye como N (u, o), de manera que P(£ < 0) =
1/3y P(£<1)=2/3.

1. ;Cuales son los valores de py o?
2. [ YsiP(E<1)=3/4?
Solucion
1. A partir de estas dos condiciones, tipificando la variable £ y buscando
los correspondientes percentiles en las tablas de la variable normal
estandar, podremos obtener dos ecuaciones lineales en p y o. Debe
verificarse que:
0— 1
P(E<0) = Fy (“) =3
de donde se deduce que —u/o = zp 3333 = —0,4307, siendo Z una
variable aleatoria con distribuciéon normal de media 0 y varianza 1.
Ademas:
1—p 2
PE<1)=F ==
(g = ) zZ < = > 33
luego (1 — p) /o = 20,6667 = 0,4307.0bteniéndose finalmente que p =
0,5y o =1,16.
2. En este caso, las ecuaciones serfan —u/o = 293333 = —0,4307 ,

procediendo de modo anélogo,
1—p 3
Pe<)=F,—E)=2
(€ = ) Z < = > 4’

es decir, (1 —p) /o = 29,75 = 0,6745, de lo que se obtiene que p =
0,39y 0 =0,9.

P4.20] Encontrar la distribucién de £2 siendo £ una variable aleatoria uniforme:

1. en el intervalo [0, 1];
2. en[-1,1];

3. en[-1,2].

Solucion

Si ¢ es una variable uniforme en un intervalo [a, b] ,a < b, se tiene que su
funcién de distribucién es F¢ (u) = (v —a) / (b — a), para todo u € [a, D] .
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Por lo tanto, si se quiere ver la distribucién del cuadrado de esta variable,
que denominaremos 7, se procederd del siguiente modo:
Fy(t) = Pn<o=P (<0
= P(-Ves&sve)=Fe(Ve) - Fe (Vo) =

Ve—a —ye—a 2-\c
b—a b—a  b—a’

obteniéndose, en cada caso particular:

Si [a,b] = [0,1], F), (c) =2+ /e
Si [a,b] = [-1,1], F;, (¢) = \/c.
Si [a,b] = [—1,2], F, (c) = 2/¢/3.
P4.21] Encontrar la distribucién de ¢€, donde ¢ es una constante positiva y £
una exponencial de media 6.
Solucion

Si la variable £ sigue una distribucién exponencial de media 6, su funcién
de densidad vendra dada por

1 X
ff (37) = 5 : 6_1/975[: >0,

y su funcién de distribucién serd, por tanto

¢
1 ¢
Fe (1) :/0 §~e*‘”/98w: —em /0 Ozl—e’t/e.

La distribucion de la variable ¢X es:

Foe(t)=P(ct <t)=Fe(t/)c)=1—e V(0

que se corresponde con la distribucién de una variable aleatoria exponen-
cial de media c- 6.

P4.22] Supongamos que una particula es lanzada desde el origen del plano
zy en linea recta que forma un angulo 6 con el eje x. Sea £ la segunda
coordenada del punto cuando la particula choca con la recta x = 1.
Mostrar que si el dngulo se distribuye uniformemente en (—m/2,7/2),
entonces f¢(y) = [w(1+y*)]~!. Esta distribucién se llama distribucion de
Cauchy. Ver que es simétrica respecto al cero pero que no tiene esperanza.

Solucion

Noétese que si la linea recta forma un dngulo 6 con el eje z, la segunda
coordenada del punto donde la particula choca con la recta = 1 coincide
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con la tangente de 6, es decir, la variable £ = tanf. Teniendo en cuenta
que, ademas,  sigue una distribucién uniforme en (—x/2,7/2), fo () =
1/m, para todo ¢t € (—7/2,7/2). Se obtiene que:

i (4) = fo (arctan () - (arctan(y)) = = - (1 +?)

Ademsds, aunque es simétrica respecto al cero no tiene esperanza, puesto
que

0
/ 1/7r-y-(1—|—y2)71~0y:—oo

— 00

pero

+o0 -1
/ r-y- (1+y%) -0y = +oo.
0

P4.23] A partir de las expresiones de las distribuciones notables, di cudl es el
valor adecuado de la constante ¢ de manera que ¢ - h(x) sea funcién de
densidad, e indica su esperanza y varianza para las siguientes funciones
h(z), donde a y b son pardmetros positivos:

(a) exp(—z2/2), para todo z € R; (f) e~@=*/%" para todo = € IR;
(b)z, 0<z<2 (g) e %2 = > 0;

(¢)1, 1<z <10 (h) e~9l*l, para todo z € IR;

(d) exp( x), x> 0; (i) 27 (1—m)9, 0<z <l

(e) e~ (== @) para todo = € IR; (G) 2" (b—2)° 0 <z <b.

Solucion

La constante ¢ debe verificar que:

(z) > 0, paratodo z € A,

f
/Af(x)aw S

1. Se verifica que fj:: c-exp(—22/2)-0x = c- 21 =1sic=1/V2m.
Ademis, esta funcién es positiva para cualquier valor real, por lo
que es una funcién de densidad. Una vez determinado el valor de c,
calculamos la esperanza y la varianza de la variable, resultando:

+oo 2
E[X] :/ x~1/m~exp(7)~8x:0.

— 00

“+o00 2
V) =B - (@)= [ at o en(o) or =L
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2. Se tiene que f02 cr-0x =2c=1sic=1/2. Ademés:

3. Para que sea funcién de densidad, se ha de cumplir que | 110 cor =1,
para lo cual ¢ debe ser igual a 1/9. La esperanza y la varianza de la

variable son:
10
11
E[X]:/ L e ==
1

9 2
10 42 11)2 121 27

4. Se verifica que fooo c-exp(—5x)-0x = ¢/5 =1 si ¢ = 5. Por lo tanto:

e 1
E[X]Z/O 51"67596'813:5.

o0 N 1
V(X :/ 5x2~65z~5‘x<> = —.
(X) o 5 25

5. Lafuncién c-e~ @9 es funcién de densidad si fj;: cem @) gy =
1, condicién que se cumple para ¢ = 1/4/7. Se tiene entonces que:

+o0 e—(ac—a)2

+o0 —(z—a)? 1
V(X):/ .132'67'833—0/2:5.

6. Se verifica que fj;: coem @V g — cby/m=1sic= (b\/TT)il.
Nétese que ¢ > 0. Ademaés:

+oo 1
E[X]Z/ ﬁm-e_(m_a)z/bz-@m:a.

tee g 2 2
V(X)z/ ﬁ-mQ-ef(mfa) Y 9z — a® = b?/2.
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7. Laintegral [j~ c-e 2.9z =1si ¢ = a®/120. Ademds:

© qf 6

E[X]= —— e . g0 g = =,

X /0 120 ¢ T T
2 36 6
R R

8. Para que sea funcién de densidad, se ha de cumplir que

“+oo
2
/ c~e_a‘f”|-6a:=—czl,

a

— 00

para lo cual ¢ debe ser igual a a/2 . La esperanza y la varianza de

la variable son:
E[X]=0

+o0 )
Vi = [ gt o= 2

— 00

9. Se verifica que fol c-x’-(1—12)% 0r = /194480 = 1 si ¢ = 194480.
Una vez determinado el valor de ¢, calculamos la esperanza y la
varianza de la variable, resultando:

! 4
E[X]= [ 194480 2% (1 —)° -0z = —.
0 9

1 2
4 4 16 20
o . 9. _ 9. — p— = = — — = —
V(X)_/o 194480 - 2” - (1 — z)” - Ox (9) 19 81 1539°

10. Para que sea funcién de densidad, se ha de cumplir que

b
/ c-z’-(b—z) 0z =1,
0

para lo cual ¢ debe ser igual a 194480/b'7. La esperanza y la varianza
de la variable son:

b
194480 4

b
194480 16 4, 16 20
X)= [ 229 (h—2)? 01— — b = P = —— 2.
V(X) /0 prr ¢ (b O 19° 81 1539

P4.24] Consideremos un dado que tiene en tres de sus caras un 1, en dos tiene
un 2 y en una de ellas un 3. Tres jugadores acttian de la siguiente manera:
el primero obtiene sus puntos lanzando el dado; el segundo lo vuelve a
lanzar y sus puntos son el producto los puntos en su lanzamiento por los
puntos del primero; igualmente hace el tercero multiplicando el resultado
de su lanzamiento por los puntos del segundo.
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Describir el espacio probabilistico asociado a esta experiencia alea-
toria: (£2, A, P).

Sea & el numero de jugadores con igual puntuacion y 7 la suma de
las tres puntuaciones. Calcular P(§ < 3) y P(n > 8¢ < 1).

Hallar En|¢ = 2].

Solucion

Sea € el espacio formado por las posibles puntuaciones de los tres
jugadores. Teniendo en cuenta como se obtienen, segiin las reglas del
juego:

SHESS

Q= {w: (z,y,2) i3, =, = € {1,2,3}},

z
Yy
donde z,y, z son las puntuaciones obtenidas por cada uno de los
tres jugadores, respectivamente. Sea también A la o- algebra for-
mada por todos los subconjuntos de 2 y la funcién de probabili-
dad P, que se define teniendo en cuenta que los tres lanzamientos
son independientes, siendo 1/2 la probabilidad de obtener un 1, 1/3
para un 2 y 1/6 para un 3. Asi, por ejemplo, si las puntuaciones
son 1,3 y 6, los resultados de los tres lanzamientos deben de ha-
ber sido 1,3 y 2 para cada jugador, respectivamente, por lo que

P((1,3,6)) =(1/2)-(1/6) - (1/3) = 1/36.

Las variables ¢ y 7 estan definidas sobre el espacio probabilistico
definido en el apartado anterior del problema.

Pt < 3)=1-PE=3)=1-P{weQ:z=y=1z2})=
= 1_[P((lel))+P((272’2))+P((3737 ))]

BRSAGIE

1—

Por otra parte:

Pn>8¢6<1) Pn>8¢=1)
Por=8e<l) =56 =~ pPe=D

Para que las puntuaciones de los tres jugadores sean distintas, ningin
resultado del dado puede ser igual a 1 para el segundo o tercer ju-
gador. La tabla siguiente muestra las distintas posibilidades:
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resultados dado puntuacién probabilidad suma de puntuaciones

1,2,2
1,2,3
1,3,2
1,3,3
2,2,2
2,2.3
2,3,2
2,33
3,2,2
3,2,3
3,3,2
3,3,3

P(n>8¢=1)

y ademas:

por lo que:

(1,2,4)
(1,2,6)
(1,3,6)
(1,3,9)
(2,4,8)

1/2-(1/3)
1/2-1/3-1/6
1/2 . 1/3- 1/6
1/2-(1/6)?
(1/3)°
(1/3)*-1/6
(1/3)*-1/6
1/3-(1/6)°
(1/3)*-1/6
1/3-(1/6)°
1/3-(1/6)°
(1/6)°

_ T Ly
3 2 \3) 4
L 7
Pn>8l¢<1) =2 =
Z 9

7
9
10
13
14
18
20
26
21
27
30
39

P4.25] Para averiguar el tamafio N de una poblacién de lagartos se utiliza el
método siguiente de captura-marcaje-recaptura. Se capturan k lagartos,
se les marca y se les reincorpora a su poblaciéon. Un tiempo después se
realizan n avistamientos independientes de los que & es el niimero de ellos

que estan marcados.

1. Obtener una expresién para la probabilidad de que & = m.

2. Sik=4ym=1, demostrar que la probabilidad es maxima cuando

N = 4n.

3. SiN =12,k =4y n =3, jcudl es la probabilidad de que los tres
lagartos observados estén marcados si sabemos que al menos uno de

ellos lo esta?
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4. ;Cudl es el nimero medio de observaciones que habria que hacer
para que en dos de ellas el lagarto esté marcado?

Solucion

Teniendo en cuenta que los n avistamientos que se realizan son indepen-
dientes, la variable aleatoria £ sigue una distribucién binomial de pardame-
tros n'y k/N, donde k/N es la probabilidad de que un lagarto escogido
al azar de la poblacion esté marcado.

1. La probabilidad de que m de los lagartos estén marcados es:

P(E=m)= (Z) : <]];)m (1§)nm,m—o,1,...,n.

2. Sik=4ym=1:

=) () ()t

Derivando en la anterior expresion respecto de N e igualando a cero
se obtiene que:

NP (N=4)""2.[(n—1)-N— (N —4)-n] =0,

por lo que N = 4n.

3. Si N=12, k =4y n =3, la probabilidad de que los tres lagartos
estén marcados sabiendo que al menos uno de ellos lo esté es:

PE=3¢=>1) PE=3 _ 1

PE=3182D)="5>1 “1-PE=0 307

P4.26] Una alumna trae cada dia a la Universidad una tableta de chocolate
de 16 cm., y de cuando en cuando le da un mordisco y se come la mitad
de lo que le queda. Asumiendo que esta golosa apetencia aparece en la
manana siguiendo una distribucién de Poisson de media un mordisco por
hora:

1. Calcular la distribucién del tiempo que transcurre hasta que aparece
la primera mordida.

2. ;Cuantos centimetros de chocolate esperas que le quede tras las cinco
horas de clases?

3. ;Qué probabilidad hay de que soporte una hora de clase sin morder
su tableta?
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Si un dia, entre las 9:00 y las 14:00 horas, la ha mordido en cuatro
ocasiones, jqué probabilidad hay de que lo haya hecho durante las
tres primeras horas de clase?

Calcular la distribucién del tiempo transcurrido hasta que toma el
tercer trozo de chocolate. ;Cudles son los supuestos necesarios para
que esa respuesta sea correcta?

Calcular la funcién de distribucién del minimo tiempo hasta su pri-
mera mordida en la manana, a lo largo de los cinco dias de una
semana.

Solucion

1.

Fijado cualquier intervalo temporal de amplitud ¢ horas, para ¢ > 0
arbitrario pero fijo, sea & la variable aleatoria que mide el nimero
de mordiscos que se producen en dicho intervalo. Segin el enun-
ciado, esta variable aleatoria sigue una distribuciéon de Poisson de
pardmetro t, es decir:
tk
P& =k = l et paratodo k=0,1,2,...

Consideremos otra variable aleatoria 7; que mide el tiempo que
transcurre hasta que se produce el primer mordisco en un intervalo
de amplitud ilimitada. Se pretende demostrar que:

fou () = €e~%, para todo x > 0.

En efecto, utilizando la informacion disponible para &; y la relacion
entre ambas variables aleatorias, se tiene que, para cualquier > 0 :

Fp(z) = Pim<z)=1-P(m>2)=1-P( =0)=

0
s T

0!

x

= 1l—e =1—e",

luego el tiempo que transcurre hasta que aparece la primera mordida
sigue una distribucién exponencial de pardametro 1.

Sea (5 la variable aleatoria que mide la longitud de la tableta restante
tras un intervalo de tiempo de 5 horas. Claramente:

16
Cs = %,

y por lo tanto lo solicitado es:

E[@]—E[ﬂ—k R PG=F)
=0
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%) k
16,05 5L (B s
=16-¢ Zk' 5 ) =167

k=0

La probabilidad de que soporte una hora de clase sin morder su
tableta es:
v 1
P(f1=0):a~e ==
La probabilidad de que haya mordido la tableta cuatro veces en 5
horas, sabiendo que lo ha hecho en las tres primeras horas de clase
es:

Plesmd|t=a) = DE=46=49 P(=46=0 _

P& =4) P& =4)
_ P&=4)-PE=0)
P& =14)
3 em3) (2.2
(4 54) (‘; ):0.1296.
(5r-e™®)

Sea 13 la variable aleatoria que mide el tiempo transcurrido hasta el
tercer mordisco. Se tiene que:

Fp(t) = Pz<t)=1-P(ns>t)=
= 1-[P(&=0+P(&=1)+P(&=2) =

10 t 2
= ]_—<.e_t+.e_t+.e_t):

y por lo tanto:
OF,, (t) t% !
t) = 1 =
f"73 ( ) at 2

Otra alternativa consiste en razonar pensando que 73 es suma de 3
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas del
tipo 71, que denotaremos 77%, 77%, ni)’, y por tanto:

Pt @02) = fyt @) i () Fy (2) = 059,
Se obtiene entonces:

F, () =P (n +nf +n} <t)

t t—x t—x t26_t
= / / / e~ @Yt L 92 gy - O = .
0o Jo 0 2
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6. Consideremos 5 variables aleatorias ni,n?,n3, 11,77 independientes
e idénticamente distribuidas segin la variable n; introducida en el
primer apartado de este mismo problema, con distribucién exponen-
cial de parametro 1. Se desea calcular la distribucion de:

n =min {ny, 07,7, n1,m }.
La distribucion de esta variable es:

Fy(z) = P (min{n{,ni,nint,n} <z)
= 1—P (min{n{,ni, 0}, nt,ni} >z) =
= [P =1—[1-Fy, @) =1- ¢,

P4.27] Ay B disputan un torneo de ajedrez, que concluye cuando uno de ellos
alcanza v victorias. En cada partida el jugador A tiene probabilidad p de
ganar, y B probabilidad ¢, con p+¢ < 1. Dejando indicados los resultados,
se pide:

1. probabilidad de que A gane el torneo, resultando ¢ partidas en tablas
y ganando b partidas el otro jugador. Probabilidad de que A gane
el torneo;
funcién de probabilidad del ntimero total de partidas disputadas;

3. en un momento dado, cuando el torneo no ha finalizado, nos entera-
mos de que B lleva ganadas b partidas y se han producido t tablas,
pero no sabemos cuantas haya podido ganar A hasta el momento;
calcular la probabilidad de que gane A.

Solucion

Consideremos el espacio muestral:

Q= {w=(wi,w,...) : w; € {A,B,X}},

donde cada w; representa el resultado de la partida ¢—ésima: w; = A
significa que “A gana”, w; = B significa que “A pierde” y w; = X
significa que “A empata”. Se asume que las partidas son independientes,
sucediendo que:

P(4) = p,
P(B) = q
P(X) = 1-p—q.

1. Asumamos que 0 < w < v. Para calcular la probabilidad de que el
torneo consista en:
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= v partidas tipo A,

= w partidas tipo B,

= ¢ partidas tipo X,

= la ultima partida es tipo A, es decir wy4 1t = A,

formas de situar las w partidas tipo
B entre las v + w + t — 1 primeras partidas, y hay (”‘H;_l) formas
de situar las t partidas tipo tabla. Dado ademas que cualquiera de
estas distribuciones posibles tiene probabilidad p” - ¢% - (1 —p — q)t7
entonces la probabilidad del suceso solicitada es:

observemos que hay (“**1)

= (e (Y g (1=p—g)f
= Lt g (1—-p—q)".

Finalmente la probabilidad de que gane A es:

co v—1

= Z Z P (SfA-',—wB—&-tX)

t=0 w=0

oo v—1

v+w+t—1) v w t
z;z—w' . R (1-p—q)".

Sea la variable aleatoria n : © — IR donde 1 (w) es el nimero de la
partida donde aparece la v—ésima partida tipo A, si antes hay menos
de v de tipo B; y el nimero de la partida donde aparece la v—ésima
partida tipo B, en otro caso. Entonces, para todo k € {v,v+1,...}
sucede:

min{v—1,k—v}

A
Fn (k) = Z P (SUA+wB+(k—U—w)X)+P (SwA+vB+(k v— w)X)
w=1
donde SUA+wB+(k w)x €S el conjunto de todos los posibles torneos

en los que gana A, despues de perder w partidas y empatar k—v—w,
y donde SB WA+ B+ (k—v—w)X €S el conjunto de todos los torneos en
los que gana B después de perder w partidas y empatar k — v — w.

Asumimos que w < v. Entonces:

v—1
P (A gana) = Z P (A gana | ha ganado k) - P (ha ganado k),
k=0
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donde P (A gana | ha ganado k) equivale a la probabilidad de que
A obtenga las otras v — k victorias, no més de v — w — 1 derrotas, y
cualquier numero adicional de tablas. Asi:

P (A gana | ha ganado k)

co v—w—1

v—k—|—s—|—u—1) o—k s
=> Z s 1-p—q).

s=0 u=0

Por otro lado:

t

t+k t
P (ha ganado k) = (w+w+ >( T

>-p’“-q“’-(1—p—tJ)t~

Como conclusién:

(wW—kt+s+tu—-Dl-(w+t+k)! L,
sheul-(v=—k—=1)! w! ¢k

P4.28] Sean 1 y x5 dos puntos aleatorios elegidos uniformemente en el inter-
valo [0, 7].

1. Hallar la funcién de densidad de la variable aleatoria Y = X; — X5.
2. Calcular la esperanza de Y y de |Y].

Dados dos puntos elegidos uniformemente en una semicircunferencia
de radio R, hallar la distribucién de la distancia entre ellos.

Solucion

1. El rango de la variable aleatoria ¥ = X; — X5 es el conjunto de
valores comprendidos en el intervalo [—m,x]. Se deben distinguir
dos casos posibles:

Fy (y) =P (Y <y)=P (X1 - X2<y)

(7r—|—y)2/(2ﬂ'2) ,si —m<y<0
N {wz—(w—y)2/2}/7r2 ,si0<y<m ’
de lo que se obtiene que:

f (r+y) /st —w<y<O0
fy(y)_{(ﬂy)/w2 ,si0<y<m ’

es decir,

="M yelmm.
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2.

La esperanza de la variable Y es:

E[Y]:[ww

™Y
:/7ry~ 5 -8y—/7ry~
0 0 0

0
™+ Y s
/y- 5 -8y+/7ry- 5
-7 ™ 0

T —

T2

Por otra parte, para la variable |Y|, se obtiene:

Bivl=2 [ =y

y .
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CAPITULO D

Variables aleatorias bidimensionales

Si bien las variables aleatorias son funciones de un espacio probabilistico
(Q, A, P) sobre IR, los vectores aleatorios son funciones de un espacio proba-
bilistico sobre IR", para algin natural n. En este capitulo se presentan proble-
mas donde aparecen vectores aleatorios con n = 2.

Dado un vector aleatorio bidimensional £ = (£1,£2), se llama funcidn de
distribucion conjunta a la funcién definida sobre IR? como:

Fe(x1,29) = P({w € Q: &1(w) < 21, &(w) < x2})

para todo (x1,x9) € IR?. Se llama funcién de distribucidn marginal de una
componente del vector aleatorio, a la proyeccién de la funcién de distribucién
conjunta cuando las otras componentes toman valores proximos a infinito. Por
ejemplo,

Fe(z)= lm Fe(z1,22).

xo——+00
Si la funcién de distribucién conjunta del vector aleatorio es continua enton-
ces cada componente del vector es una variable aleatoria continua, sucediendo
que la funcién de densidad de una componente coincide con la integral de la
funcién de densidad conjunta sobre la otra componente. Por ejemplo:

+oo
fe (21) = / fe(w1,22)025.

— 00

Cuando ademsds las componentes son variables aleatorias independientes enton-
ces:

fe(wr,@2) = fe, (1) - fe, (22).

145
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Si el vector aleatorio asume sélo una cantidad numerable de valores, en-
tonces cada componente es una variable aleatoria discreta, sucediendo que la
funcién de probabilidad de una componente coincide con la suma de la funcién
de probabilidad conjunta sobre la otra componente. Por ejemplo:

Pe, (k1) =Y Pe(ka, ko).
ko

Cuando ademsds las componentes son variables aleatorias independientes enton-
ces:

Pe(ky, ko) = Py, (k1) - Pe, (k2).

Ejercicios Resueltos

P5.1] Sea la funcién de masa P{(1,2)} = P{(1,3)} = P{(2,2)} = P{(2,3)} =
1/6, P{(3,3)} = 2/6. Calcular:

1. la funcién de distribucién bivariante asociada;
2. P{(z,y) € R? : x4y =4}.

Solucion

1. Considerando los distintos casos posibles, la funcién de distribucion
bivariante asociada es:

0 si x<l1

0 si y<2

1/6 si 1<x<2,2<y<3
F(z,y) = .o 2<2,2<y<3

1/3 o<z <2,y>3

2/3 si 2<x<3,y>3

1 si >3, y>3

2. Los tnicos puntos con probabilidad no nula pertenecientes a la recta
x+y=4son (1,3) y (2,2). Por lo tanto:

P({ey) e R :a4+y=4}) = P3N + P ({(2,2)}) = 1/3.

P5.2] Sea una urna con 15 bolas rojas, 10 negras y 25 blancas. Se extraen 10
con reemplazamiento y al azar y se considera la variable aleatoria (&, n)
donde ¢ es “numero de rojas”y n es “nimero de negras”.

1. Calcular la funcién de probabilidad conjunta.

2. Hallar las funciones de distribucién marginales.
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Solucion

1. La funcién de probabilidad conjunta viene dada, teniendo en cuenta
que las bolas se extraen con reemplazamiento, por:

10! 15\" 10\ [/25\'07"7¥
P = = = [ — o — S —
E=wn=v) = T G0 sy (50) (50) (50) ’

para z,y € {0,...,10}.

2. Las funciones de distribucion de estas dos variables discretas son:
10 15\* /35\"°"
P=2x)= =) (22
e=o=() (%) (%)
10 10\Y [/40\'"7Y
P = = . - * -~ .
w=0=(,)(%) (%)

P5.3] Sea el vector aleatorio (§,7n) con funcién de probabilidad conjunta:

. . (iz)’) (j) (3—?—j) Z;] = 0517273
P(gzzaU:J)ZTv i+7<3

Calcular P(0 < ( <2,n=3)y P({>1).

Solucion

Notese que esta funcién de probabilidad conjunta toma valores no nulos
para aquellos puntos (7, j)tales que i,7 = 0,1,2,3 y ¢ + j < 3. Por lo
tanto:

PO0<(<2,n=3)=P(=1,n=3)+P(=2,n=3)=0.

Por otra parte:

P(¢>1) = 1-P(E=0=1-> P(=0,n=7j)=

3
Jj=0

- 2 m6) 06 -5

J

P5.4] Una urna contiene tres bolas rojas, tres blancas y cuatro negras. Se ex-
traen dos bolas de la urna, sin reemplazamiento. Sean las variables £ y
7 definidas como £ = 1 si la bola extraida en primer lugar es roja y 0 si
no lo es, y n = 1 si la bola extraida en segundo lugar es roja y 0 si no lo
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P5.5]

es. Calcular las distribuciones conjuntas, marginales y condicionadas de
(&,m). ;Son £ y i independientes?

Solucion

La funcién de probabilidad conjunta, asi como las funciones de probabi-
lidad marginales, estdn expresadas en la siguiente tabla:

nlé 0 1

0 7.

Rello)
—
Sles
O~
—
o

Sle
oo
-
1S

Ademaés:
P=z|n=y) =

por lo que:
_ o J2/3 ,si z=0
P(’f_x"’_o)_{l/:a siz=1

7/9 ,si =0
P(f:x|n:1):{2§9 wor=0

Finalmente, se puede afirmar que las variables £ y 1 no son independien-
tes, puesto que

P=an=y)#P(=2)-Pn=y),
para todo z,y € {0,1}.

Repetir el problema anterior suponiendo que las extracciones se hacen
con reemplazamiento.
Solucion

De forma similar al caso anterior:

nlé 0 1

0 | 2.z 3.7 |z
10 10 10 10 10

{1 | z.3 3.3|3
10 10 10 10 10
7 3
10 10 1
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y ademas:
_ o J 710 st 2=0

7/10 ,si =0
P(5x|”1){3§10 sioz=1

Finalmente, se puede afirmar que las variables ¢ y 1 son independientes,

puesto que

para todo x,y = 0, 1.

P5.6] El vector aleatorio (£,n) tiene la distribucién de probabilidad conjunta
dada por P(§ =z,n=y) =k(z+ 1)(y + 1) donde =,y =0, 1, 2.

Calcular el valor de k.

Calcular las distribuciones marginales.

Distribuciones de £ condicionada a n =1y (y =0,1,2).
iSon independientes £ y n?

Calcular P(E+n>2)y P(&2+n*<1).
Distribuciones de Z = £ +ny de ¢ = &2 + n?.

A

Solucion

1. El valor de k es aquél para el que se verifica:

2 2

> k@+1)(y+1) =36k =1,

=0 y=0

es decir, k = 1/36.

2. Las distribuciones marginales son:

P(f—x)—z(x+1)(y+l) z+1

par 36 6
2
c+Dy+1) y+1
P(77=y)=Z( ?))é ) _ o paray =0,1,2,
x=0

3. La distribucién de £ condicionada a n =y (y =0, 1,2) es:

P=xzn=y) x+1

= , paraxz =0,1,2.

, paraxz =0,1,2.
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4. Las variables ¢ y n son independientes, pues
P{=zn=y)=PE=1)-Pn=y),
para todo x,y = 0, 1,2. O, alternativamente, porque
P=z|n=y)=P(E=1),
para todo x,y = 0,1, 2.
5. Se tiene que
PE+n>2)=PE=1n=2)+P (=27
LP(E=2m=2) ="
I Y
P(E+n*<1)=P(=0,17=0)
5
6. A partir de la funcién de probabilidad conjunta del vector aleatorio
(&€,m) se concluye que la variable Z = £ + 7 tiene distribucién:
z | P(Z=x2)
0 1/36
1 1/19
2 5/18
3] 1/13
4 1/14
ye=8+n":
w | Ple=w)
0 1/36
1 1/19
2 1/14
3 0
4 1/16
5 1/13
6 0
7 0
8 1/14
>—
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P5.7] Consideremos una urna con 3 bolas azules, 2 blancas y 1 roja. Extraemos
3 bolas sin reemplazamiento, y consideremos las variables aleatorias que
nos dan el numero £ de bolas azules y el numero n de bolas blancas
que aparecen en la extraccién. Calcular la distribucién de probabilidad

conjunta.

Solucion

E=1 €=2 €£=3

0  3/20 1/20
6/20 6/20 0
3/20 0 0

P5.8] Definimos sobre el experimento de lanzar diez veces una moneda las
variables aleatorias £ como el “nimero de lanzamiento en el que aparece
la primera cara (si no aparece cara £ = 0)”, y n como el “ntmero de
lanzamiento en el que aparece la primera cruz” (con 1 = 0 si no aparece

cruz).

Calcular la funcién de probabilidad conjunta.

Calcular las distribuciones marginales.

. Son independientes £ y n?

1
2
3. Distribuciones de ¢ condicionada a n =y (y = 0.,10).
4
5

Probabilidad de que | —n| > 1.

Solucion

1. Notese que si una de las dos variables (£ o 1) toma un valor mayor
que 1 o bien igual a cero, la probabilidad P (§ = x,n = y) serd nu-
la si la otra variable toma un valor distinto de 1. Por lo tanto

P =zn=y)es

Ju
(=)

—~~ —~ —~
N= NIR NE N
=
o

—_— — — ~—
—
o

, 8 x=1,y=
=1/2¢Y st z=1,y=2,...,10

, i z=0,y=1
=1/2% |si x=2,...,10,y =

2. Las correspondientes distribuciones marginales son:
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P5.9] En una jaula hay un ratén y dos pollitos. La probabilidad de que cada uno
de los animales salga de la jaula en la préxima hora es de 0.3. Esperamos
una hora y observamos lo que queda en la jaula.

,si x=0

(2

1 10 10 z . o

7+ 1/22=1/2 ,si y=1
r=2

= ,sioy=2,...,10
Siy=0:
P z,n=0
Ple=1ly—n=2E2I20
siy=1:

1\9 : -
R

y por dltimo, si y =2,...,10:

1
PE=1ln=y) =55
Las variables aleatorias ¢ y 1 no son independientes, pues, por ejem-
plo:
1 1
P(E=2n=1)=; #P(€=2) P(1=1)= 55
Finalmente:

P(¢=n>1)=1-P(§-nl=0)

10

—1-PE=n)=1- P(E=in=1i) =1L

=0

5@ ,81 x=2,...,10
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CAPITULO 5. VARIABLES ALEATORIAS BIDIMENSIONALES 153

1. ;Cémo se distribuye la variable aleatoria & que cuenta el niimero de
animales que quedan en la jaula?

2. Sin es el namero total de patas de los animales que hay en la jaula,
dar la distribucién conjunta de (£, 7). ;Son £ y n independientes?

3. (Cudl es la probabilidad de que el nimero de patas no supere al
doble del nimero de animales?

Solucion

1. La variable aleatoria £ que cuenta el niimero de animales que quedan
en la jaula tiene la siguiente distribucion:

3
P(=2)= (x) -0,337%.0,7%, paraz =0,1,2,3.

2. La distribucién de probabilidad conjunta del vector aleatorio (&, )

es:
n|¢ 0 1 2 3
0 0,027 0 0 0 0,027
2 0 0,12 0 0 |0,126
4 0 0063 0,147 0 | 021
6 0 0 0,294 0 0,294
8 0 0 0 0,343 | 0,343
0,027 0189 0441 0343 | 1

Ademas, las variables £ y n no son independientes, pues:
P(=0,n=0)=03>#P(=0)-P(n=0)=0,3°

3. La probabilidad de que el ntiimero de patas no supere al doble del
namero de animales viene dada por:

Pn<2)=P(E=0n=0+P(=1n=2)+P({=2,n=4)=03.

Esto puede observarse en la figura 5.1.

P5.10] Sea (£, 7n) una variable aleatoria bidimensional con funcién de densidad
fzy) =24y (1 —x —y), si (z,y) pertenece al recinto limitado por las
rectasz+y=1,2=0,y =0.

1. Calcular la funcién de distribucion de la variable aleatoria bidimen-
sional (&, 7).
2. Calcular las funciones de densidad marginales.

3. Calcular las funciones de densidad condicionadas.
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LN
n=2¢
3
FI1GURA 5.1: Diagrama para el ejercicio P5.9.
Y
Ry Rg
Rs
Rs5
Ry
R ’
FI1GURA 5.2: Regiones del plano para el problema P5.10.
—®
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Solucion

e e qe 2 .- . ,
Dividimos IR” en distintas regiones segin muestra la figura 5.2, y en cada
una se obtiene:

» si(x,y) € Ry:

F(x,y) = 0;

= si(2,y) € Ra:

@ Yy
F(x,y) = / </ 24t (1 —s—1) 8t> Os = 12y2w _ 6y2x2 . 8y3x;
0 0

= si (z,y) € Ra:

Flz,y) = /Ol_y </0y24t(1st)8t) 0s
+/1wy (/01_82415(1st)3t>8s

= (2 —8y+6)— (1 —2)" +y*

w si(x,y) € Ry:

F(a:,y)/ow </01824t(18t)at> s =1—(1—a)%

» si(x,y) € Rs:

Fla,y) = /Oy (/0”2475(1 5t)85> Ot = y2(3y2 — 8y + 6);

= si(z,y) € Rg:

F(z,y) = 1.

Las correspondientes funciones de densidad marginales son:

fe (2)

I (v)

1—x 2 3qy=1l-z
24 24
/ 2y(1—z—y)oy = [Qy(l—x)—;/}
0

120—2)* -8(1—2)’=4(1—2)°, para 0 <z < 1.

y=0

rz=1—y

1-y
/ 2y(l—z—y)dx = [243/ 1-y)z-— 12yx2} =
0 =0

24y (1-y)* - 12y (1 —y)> =12y (1 - y)*, para 0 < y < 1.
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y
Ry Rs
Ry Ry
R, .

FIGURA 5.3: Regiones del plano para el problema P5.11.

Por 1ltimo, las funciones de densidad condicionadas son:

fly) _2y(—z—y) 20—-z—y)

In (y) 12y (1 —y)? (1-y)?

pral0<y<1,0<z<1l-y,y

_ Sy 24y -z—y) 6y(l—z—y)
fx (z) 4(1—2) (1-2)®

pra0<zxr<1,0<y<1—u=.

fein=y (@) =

fn|£:z (y)

P5.11] Sea (&,n) una variable aleatoria bidimensional con funcién de distribu-
cién uniforme en el recinto limitado por y = z/2,z = 2,y = 0. Calcular
la funcién de distribucién.

Solucion

El recinto propuesto en el enunciado es el tridngulo sombreado en la
figura 5.3. Dado que la funcién de distribucién es uniforme, entonces
fem(x,y) = k para k un valor constante en el recinto y las integrales se
reducen al cdlculo de areas. Asi:

2 rx/2
/ / kOyox = 1,
0o Jo

es decir, k = 1. Por tanto, la funcién de distribucién es:

= si(z,y) € Ry:
F(z,y) =0;
= si(z,y) € Ro:
F(z,y) =2y —y*
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Y
R, R
R
R2 R5
R, .

F1GURA 5.4: Regiones del plano para el problema P5.12.

= si(z,y) € Rs:
’y - 4 )
= si(z,y) € Ry:
Flz,y) =y(2 - y);

s si (z,y) € Rs:
F(z,y) =1

P5.12] Sea (£, n) una variable aleatoria bidimensional con distribucién uniforme
en el recinto:

1.
2.

C’:{(x,y)€1R2:x2+y2<1,x20,y20}.

Calcular la funcién de distribucién conjunta.

Calcular las funciones de densidad marginales.

3. Calcular las funciones de densidad condicionadas.

Solucion

1.

Consideremos las zonas del plano indicadas en la figura 5.4. La
funcién de densidad es f(xz,y) = 4/7 cuando (x,y) estd en Ry, y
f(z,y) =0 cuando (z,y) estd fuera de Ry. Para calcular la funcién
de distribucién es 1til el siguiente resultado:

1
/\/1—332-83::7- (arcsenx+x~\/1—aﬁ2)+c.

2

De este modo, considerando un punto (x,y) arbitrario pero fijo:
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= si(z,y) € Ry:
F(z,y) =0;
= si(z,y) € Ra:

= si(z,y) € Rs:

e = [ ([ Syt [ ([ der) o

4 1
— (y 1—y2+ 2(arcsengc—i—:m/l — 22 —arcseny/1 — y2 — y/1 —y2)> ;
’/T

= si(z,y) € Ry:

x Vi—s2
F(x,y) = /0 (A 43t> Os = i(arcsenx +mm>;

™

= si(z,y) € Rs:

y mzl 9 .
F(I,y):/o /0 —0s 5‘t:; arcseny + yv/1 —y? |;

77
= si(z,y) € Rg:
F(z,y)=1.

2. Las funciones de densidad marginales son:

V1—x2 4 4
few= [ Zoy=tvica
0

si0<z <1,y fe(xr) =0en el resto; y

1=y 4 4
no= [
0 ™ Y

si0<y <1,y fy(y) =0 en el resto.
3. Paratodo z € [0,1] :

flay) 1
fe(@)  V1—2a?

si0 <y < +1—2a?y cero en el resto. Dado que para la variable
condicionada el valor de x es un parametro fijo, su distribucién ha
resultado uniforme en el intervalo [0,v1 — z2]. De forma similar la
variable ¢ condicionada a n = y sigue una distribucién uniforme en
[0, /1 — y?] cuando y € [0, 1].

fn\ﬁzw (y) =
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P5.13] Sea una muestra aleatoria simple de tamano n, obtenida de una distribu-

cién uniforme en [0, 1]. Sean n = méx {&1,...,&}y ( =min{&,..., &}
Se pide:

1. Calcular las distribuciones de 7, de ¢ y de la conjunta.

2. Funcién de densidad condicionada de n dado C.

3. Funcién de densidad condicionada de ¢ dado 7.

4. Esperanza de 1,72 y varianza de 7.

5. Esperanza de ¢, ¢? y varianza de (.

6. Esperanza condicionada de n dada (.

Solucion

1. Para w € [0,1] se tiene:

F, (w) :P<méxfi Sw) =P <w,....& <w).
Notese que las variables aleatorias £1,...,&, son independientes y

estan idénticamente distribuidas, por lo que se puede afirmar que:

PG <w,....60 <w) =[P <w)]",
obteniéndose asi que

F,(w) =w", para 0 <w < 1.

Por otra parte, y procediendo de forma analoga al caso anterior, se

obtiene que:

Fe(s) = P(ming<z)=1-P(ming>2)=

= 1-P&>2,....6.>2)=1—[P(£>2)]"

1—(1—2)",para0 <z <1.

Como se verifica que 0 <min & <méx & < 1, el vector (n,() se
3 3

distribuye en la regién comprendida entre las rectas z = w, w = 1,
z = 0. Vamos a hallar la funcién de distribucién en el interior de
esta region, ya que la funciéon de densidad se obtiene derivando en

esa zona. La funcién de distribucién conjunta es:

Fyc(w,z) = P (mléx & < U),mil'n & < z)

= P(méXEz‘ Sw) —P(méX&‘ < w,min & >Z)

— Fy(w)—[P(z<E<w) =" — (w—2)",

para<w <1,z < w.
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2. A partir de lo anterior se obtiene que:

folw) = nw" 1,0 <w <1,

fe(z) =
fn,( (wa Z)

y por lo tanto:

n(1

—z)nfl,nggl,

nn—1)(w—2)""0<w<1,z<w,

fm( (wa Z) (TL — ]_) (w _ Z)n72

fole=s (W) = = — 2 <w < 1.
o= =750 (1—2)" "
3. Andlogamente,
Foc(w,2) _ (n=1)(w—2)"""
feinew (2) = =2 = ,0< 2z < w.
¢l (2) fn (W) w1
4. Utilizando los resultados del apartado anterior se obtiene que:
1
n
E = "Low =
7] /0 wnw W=
! n
E [n2] = / w?nw" 0w =
0

n+2

5. De la misma forma, se obtiene:

£ :‘Auna—zﬁ*az=

Bl = [

221’L

(1

2
(n+3)(n+2)(n+1)

—2)" oz =

6. Por ultimo:

En|{=¢]

P5.14] Dado el intervalo [0, 1], se eligen al azar tres ntimeros a,b y ¢y con ellos
construimos la ecuacién de segundo grado axz? + bz + ¢ = 0. Calcular la

(n+3ﬂn12ﬂn+1)_(nil)%

1
/ w - fn\(:z (w) - Ow

n—1 ! n—
et U

1 —
I—J,paraogzgl.
n

probabilidad de que tenga soluciones reales.
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Solucion

Para que esta ecuacién tenga soluciones reales, el discriminante, b? — 4ac,
ha de ser mayor o igual que cero. Por lo tanto, la probabilidad deseada
es P (B2 —4AC > O), donde A, B y C son variables aleatorias con dis-
tribucién uniforme sobre el intervalo [0, 1]. Para ello, vamos a considerar
una nueva variable aleatoria £ = AC, con funcién de densidad f¢ (x). Se
tiene entonces que:

P(B®~4AC >0) = 1- P (B®~4AC <0) =1 - P (B < VIAC) =

-1-f . ( / Y ) ~ab> Je a)-0a= [ / ( / s ). ab)-ff (2)-0

Ahora bien, la funcién de densidad de la variable aleatoria £ se obtiene a
partir de:

Fe(z) = P(<z)=P(AC<z)=

_ /(/ e c>~fA<a>-aa
+/x (/ fc(C)'ac>'fA(a)'3a:

= x — zlnzx,

y por lo tanto:

OF¢ (x)

e —Inz, para z € [0,1].

fe(z) =

Sustituyendo en el desarrollo anterior se tiene que:

1 3 5
P (B? —4AC > _1—42—7—7 42—* 42_ 2544.
( C>0) 3 5 1 +Hah 36 g 0,25

Antes de terminar conviene observar que, aunque a sea distinto de ce-
ro con probabilidad 1, no conviene dividir por a y estudiar la ecuacién
22+ (b/a)x + (c/a) = 0, ya que, aunque A, B, C sean independientes, las
variables B/A y C/A no lo son.

P5.15] Sea f(x,y) = cye®,x <y <0; f (z,y) =0 en el resto.

1. Calcular ¢ y obtener las funciones de distribucién conjunta, mar-
ginales y condicionadas. Expresar y comprobar la relaciéon que hay
entre ellas.
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y
Ry R3
R, *
Ry

FIGURA 5.5: Regiones del plano para el problema P5.15.

2. Calcular la esperanza de 7 dado £ + 2 = 0, la funcién caracteristica
de n dado n + 2 < 0; la funcién de distribucién de n dado £ 4+ 2 <
0 <n+ 2; y la funcién de densidad de n dado £ +n+ 2 > 0.

Solucion

1. La funcién f (x,y) = cye® debe verificar:

0 0
/ </ cy618y> oxr =1,

y esto se cumple si ¢ = —1.

Para obtener la funcién de distribucién conjunta, debemos dividir
el plano en diferentes regiones y estudiar el valor de la probabilidad
F (z,y) = P (£ <z,n <vy) en cada una. Se tiene:

s siz<y<O0:

F(gc,y):/ (/ —t638t>as:(2—x+1_y2>ew7

m siy <

Flz,y) = /yoo </y t686t> 9s = (1—y)ev,

m siz <0,y >0:

T 0 .Z‘2
F(m,y)z/ (/ —t688t> 0s = (2—m+1) e’,
—0o0 t
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2.

= en otro caso:

F(z,y)=1.

Por otra parte, las correspondientes funciones de distribuciéon mar-

ginales son:

T 0 (EQ
Fe(z) = / (/ —t658t>53:(2—m+1)ew,param<0.

>
—
S
~—
I

Las funciones de distribucién
= Siy <O0:

JE. —ye®ds

y y
/ (/ tesat) Os=(1—-y)eY, paray <0.

condicionadas son:

Jooo TYE T8y ir <
1 siy <.
m Sizx<O0:
Y _teT ot 2 .
ﬁ:l—(%) six <y<0
Foe=- () =19 1 siy>0
0 siy < x.

Se obtiene que:

En|é+2=0=E[n|¢

0
=-2]= /nymg:q (y) Oy = —%-

Ademas, la funcién caracteristica de n dado n+2 < 0 es:

) 1 0
Pyin<—2 (t) = E[e"|n<=2] = 7/ e fy (y) Oy

- e

—62 + e—zt

Pn<-=2) /.,
0
e (—e! + (1 —y)e¥)dy
2

3

1 2 et
it+1 3it+1°

Y la funcién de distribucién de n dado € +n+2 > 0 es:

Folesn+2>0 (y)

Fle<—a<y (y) =

Ple<—2<n(n<y) =

P(¢<-2<y)

P<—-2<np)

F (_2’y) B F(_27 _2)

F(—2,0) - F(-2,2)
2

1—%,para -2<y<0.

)
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L

(z,y)

-100 -30 0 30 60 100

FIGURA 5.6: Plano del teatro del ejercicio P5.16.

Por dltimo, para obtener la funcién de densidad de n dado & + n +
2 > 0, calculemos primero la correspondiente funcion de distribucién
para posteriormente derivar. Asi, se obtiene que:

Fleinieo(y) = O7zé?+€7>7_2) ) =

I (f . t—tesas) (925
fo (f 2— t—tesﬁs)
(y+

e¥ (y 71)+672 Y

1) +2e7t
— .

Por lo tanto, tras derivar en la anterior expresion se obtiene:

ye¥ —ye >V

Tolernte>o (Y [ E+n+22>0) = o pe

P5.16] Un teatro romano tiene las gradas en forma de semianillo circular con
las dimensiones de la figura 5.16. Cuando se compra una entrada cada
asiento es equiprobable (distribucién uniforme en las gradas).

1. Calcular la funcién de densidad de la variable aleatoria T que mide
la distancia entre el lugar al que corresponde una entrada (el punto
(z,y) y el centro del escenario (el origen 0).

2. Calcular la funcién caracteristica de T y a partir de ella obtener su
varianza.

3. (Cudl es la probabilidad de que el sitio esté a la sombra, esto es, a
mas de 60 metros a la derecha del eje n? Hallar la posiciéon media
en este caso.

“libroult”
2001/8/30
page 164

e



CAPITULO 5. VARIABLES ALEATORIAS BIDIMENSIONALES

165

Solucion

1. El area de las gradas es 7 (1002 — 302) /2, y por tanto:

2
f(m,y) _ { 7(100%2—302)

0 , en otro caso

, si el punto (z,y) pertenece a las gradas

Para hallar la funcién de densidad de la distancia al origen, obten-

gamos primero:
(2 -307)

Fr(t) P (distancia al centro < t) = —==-2

2
2 — 302 t2 — 900

1002 — 302 9100 ’

(1002-30%)

para 30 < t < 100, y derivando en la anterior expresién se concluye

que:

fr(t) para 30 < ¢ < 100.

ot
4550

Noétese que la funcién de distribucién de la variable se ha obtenido
a partir de las dreas de los correspondientes semianillos circulares.

2. La funcién caracteristica de la variable aleatoria T es:

or (s) = E [e""] = E[cos (sT)] + iE [sen (sT)]

donde:
100 "
E 7)) = t) — 0t =
[cos (sT)] /30 cos(s)4550
1 cos(100s) + 100ssen (100s) — cos (30s) — 30ssen (30s)
4550 52

mientras que:
E [sen (sT)] =

1 —sen (100s) 4 100scos (100s) + sen (30s) — 30scos (30s)

4550 52
Se obtiene finalmente que:

is (100100 — 30530 — #5100 4 (is30)

52

er (s) =
Ademis, teniendo en cuenta que:

Mor (s)

8sk’ |S:O: mp, k:1727

se obtiene:

ORI ) der (8) ’
V(T)=ms —mi = —EF |smo — ( |s—0>

0s? Os
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,
200
frutales
100
hortalizas
0 200 ¢

FIGURA 5.7: Plano de la finca del ejercicio P5.17.

3. Para obtener la probabilidad de estar a la sombra se calcula el area
de la zona a la sombra:

100 /1002 —z2 100
/ ( / 5y> oz = V1002 — 220z = 22365,
60 0

60

y por lo tanto, la probabilidad que se pide es:
2236,5

7(1002—302)
2

= 0.15646.

P5.17] Una finca cuadrada cuyo lado mide 200 metros estd dividida en dos
partes iguales, una con frutales y otra con hortalizas, tal como muestra la
figura 5.7. En la esquina 0 duerme el perro guardian. Cuando el perro se
despierta, si detecta la presencia de un intruso sale en su persecucion mo-
viéndose sdlo en las direcciones de los ejes. El ladrén, que queda inmévil al
despertarse el perro, se encontrard en un punto aleatorio de la finca (£, 7).
La primera coordenada £ tiene funcién de densidad f¢ () = 2/2000 si
0 < x < 200; y cero en otro caso. La segunda coordenada 7 se distribuye
uniformemente dentro de cada cultivo, pero la probabilidad de encon-
trarse en los frutales es doble que en las hortalizas. El perro corre a 10
m/s.

1. Hallar la funcién de distribucién de la coordenada 7.

2. Hallar la funcién de densidad del tiempo que tarda en coger al in-
truso.

3. Hallar la primera coordenada de la posicién media en que se da
caza, en menos de 15 segundos, a un ladrén que se encuentra en los
frutales.
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Solucion
1. De acuerdo con los datos del problema, la funcién de densidad de la

variable 7 es de la forma:

L si 0<y <100

fn(y):
2 si 100 <y <200

Ademés, debe verificarse:

100 200
1 2

/ . ay +/ . ay — 17
0 a 100 @

Efectuando los célculos correspondientes se obtiene:

I () = 1/300 si 0<y <100
TWIT 2/300 si 100 < y < 200

y, por lo tanto, ya que £ y 7 son variables aleatorias independientes,
se tiene:

fem (@,y) = fe (@) - fr (v)
{ Lz — & si 0<y <100, 0 < z < 200,

3870 2000 600000
X T

s a0 = modns | Si 100 <y <200, 0 < < 200.

Es decir, la distribucién marginal es z/(3 - 10°) en los frutales y
x/(6-10%) en las hortalizas.

En primer lugar calculemos la probabilidad de que tarde menos de ¢
segundos en coger al intruso, es decir, la funcién de distribucién de
la variable T en el punto ¢. Dado que para llegar a un punto (x,y)
el perro debe recorrer = + y metros, entonces dicha probabilidad es
equivalente a la de que el intruso se encuentre en un punto (z,y)
que verifique (z + y) /10 < t. Hay que distinguir varios casos:

= Si0<t<10:

0t 10—y /3
Fr(t) = T vy =
r() /0 /O 6-10° %Y~ 3600

» Si10<t<20:

100 pl0t-y 10t ,10t-y
Fr(t) = 020 T 9z0
r(t) /0 /0 6-10° nyr/loo/O 3100 Y

= 5120 <t <30:

100 lot-y 200 (10t-y
Fr(t) = _ " ozo _ " ozo
r(®) /0 /0 6-10° ”””/100/0 3100 Y
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= Si 30 <t <40:

100 200 200 ,10t—y
/ / 5 1058x3y—|—/ / 3 10583:83/

Fr(t) =1

Derivando Fp(t) se obtiene la funcién de densidad deseada. Otra
alternativa mas propia de este capitulo consiste en calcular la funcién
de densidad conjunta de la variable (T, S), donde T := (£ + 1)/10
y S := &, teniendo presente que conocemos la funcién de densidad
de la variable (£,7n). Concretamente, dado que £ = Sy n =107 — S
entonces fr g(t,s) =10 fe »(s,10t — s).

Se desea ahora calcular el valor esperado de ¢ supuesto que n > 100
y € +n < 150. La funcién de distribuciéon de esta variable aleatoria
condicionada Z es:

n Si40 <t

P(§ < 2,1 >100,& +n < 150)

F2) = = p = 100.¢ 1 5 < 150)

Claramente los valores relevantes suceden para 0 < z < 50, y para
cada uno:

JI [ (2/300000)0ydz 15022 — 223
(x/300000)0ydx 125000

Fz(2) = =55 150=%
o Jioo

La funcién de densidad es:

300z — 622
F2(2) = —os500

y por tanto la esperanza solicitada es:

50
E[Z] = /0 zfz(2)0z = 25.
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CAPITULO 6

Convergencia

= Sea {F¢, } una sucesion de funciones de distribucién. Si existe una funcién
de distribucién F¢ tal que:

lim Fe, (z) = Fe(x),

n—oo

en todo punto z en el que F; sea continua, diremos que F¢, converge en

ley a F¢, y se denota Fy, L F¢, o, equivalentemente, &, L &.

= Sea {&,} una sucesién de variables aleatorias definidas sobre el espacio de
probabilidad (€2, ¢, P). Se dice que la sucesién converge en probabilidad
a una variable aleatoria ¢ si, para cualquier € > 0:

im P({w € Q2 |6, (w) &) > e}) = 0.

Se denota &, Lt &

= Sea {&,} una sucesién de variables aleatorias tales que F [€]] < oo, para
algin r > 0. Se dice que &, converge en media T hacia una variable
aleatoria £ si F[€"] < oo y ademds:

lin E[lg, — €] =0,

T . . <z .
y se denota &, — &. Si r = 2, se dice que la sucesién converge en media
cuadrdtica hacia la variable &.
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= Sea {&,} una sucesién de variables aleatorias definidas sobre el espacio
de probabilidad (2, ¢, P). Diremos que esta sucesién converge casi sequro
hacia una variable aleatoria & si y sélo si,

P({w € 9+ lim &(w) = £(w)}) =1,

y se denota &, <3 €.

A continuacién se observan las relaciones que existen entre los distintos
tipos de convergencia:

e Dese, B

(o , . P
Ademés, si &, — &, para algtin r > 0, se verifica &, — €.

Una secuencia de variables aleatorias &,...,&,,... cumple la Ley Débil
de los Grandes Numeros si la sucesién de variables aleatorias n1,...,7n,...
definida por 1, = L 3" | (& — E[&]) converge en probabilidad a 0.

El teorema de Tchebyshev afirma que, dada una sucesién de variables alea-
torias &1, ..., &y, ... con media y varianzas finitas, y tal que lim,, o, V[¢,] =0,
entonces &, — F[,] converge en probabilidad a 0 si y sélo si para cualquier
€ > 0:

im P({w € Q¢ [6(w) — Ble, (w)] > e}) = 0.

Una secuencia de variables aleatorias &1, ...,&,,... cumple la Ley Fuerte
de los Grandes Numeros si la sucesién de variables aleatorias n1,...,7n,...
definida por 1, = L 3" | (& — E[&]) converge casi seguro a 0.

La Ley Fuerte de los Grandes Numeros de Kolmogorov afirma que, dada una
sucesion de variables aleatorias &7, ...,&,,... con media y varianzas finitas, y
tal que lim,, oo D1, V[&]/i? < oo, entonces {&,} cumple la Ley Fuerte de los
Grandes Numeros.

Sea {&, } una secuencia de variables aleatorias independientes e idénticamen-
te distribuidas, con media p y varianza o2 finitas. Se verifica, por el Teorema
Central del Limite,

Z?:l & —np i A
o/vn ’

donde Z es una variable aleatoria normal con media cero y varianza 1.

Ejercicios Resueltos

P6.1] Sea {X,}, .y una sucesién de variables aleatorias con distribucién:

k| P(X,=k)

0 1-1/n
1-1/n 1/(2n)
1 1/(2n)
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CAPITULO 6. CONVERGENCIA 171

Estudiar la convergencia en probabilidad, en ley y en media cuadratica
de esta sucesién a la variable X = 0.

Solucion
Estudiemos en primer lugar si la sucesién {X,}, ., converge en proba-
bilidad a la variable X = 0. Para ello, dado un ¢ > 0, se tiene que:

P(IX, - X|>¢)

P(X,=1-1/n)+P(X,=1)=1/n ,si e<l—-1/n
={ P(X,=1)=1/(2n) si 1-1/n<e<1 ,
0 ,81 e>1

probandose asi que esta sucesion converge en probabilidad a la variable
X.

Para estudiar la convergencia en ley, notese que la funcién de distribucion
de la variable X,,,n € N es:

0 X ;81 t<O0 .
_1 i < _1
Fx, (t) = 1—2‘*‘%:23;1 :Z ?:gélt{i
1 ,si t>1
y se verifica: .
J e 0={ ] 5 150

que es la funcién de distribucion de la variable aleatoria degenerada X =
0. Por lo tanto, se concluye que la sucesién converge en ley a esta ultima
variable.

Finalmente, se analizard la convergencia en media cuadratica de la suce-
sién. Para ello es necesario calcular:

2 2
9 1 1 5 1 2n*—n+1
EUXH—O'}:(“n SRR i e

Se observa que:

lim E [|Xn|2} —0,

n—oo
de lo que se sigue que la sucesién converge en media cuadratica a la
variable aleatoria degenerada X = 0.

P6.2] Sean {X;}_, variables aleatorias independientes distribuidas uniforme-
mente en el intervalo [0,6],60 > 0. Estudiar la convergencia en ley de la

variable aleatoria X,y = %naix , X;.
ie{l,....n
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Solucion

Las variables aleatorias X;, i = 1, .., n tienen como funcién de distribucién

a:

Fy, (2) = -

La variable X(,), por su parte, tiene como funcién de distribucién, para

t€10,6):

Fxoym =P (X <t) =P (

y, ya que estas variables son independientes, se verifica:

Fx, b =PX1<t,.... X, <t)=[P(X; <t)]" = (

0

max

i€{1,...,n}

, para z € [0,6].

t

0

)

Ademids, FX(M(t) =0sit <0, yesigual alsit > 6. Se observa que,

cuando n tiende a infinito, esta funcién de distribucién tiende a:

FX(t){(l)

que es la funcién de distribucién de la variable aleatoria degenerada X =

0.

P6.3] Dar un ejemplo de una sucesiéon de variables aleatorias {X,}, .5 que
converja a una variable aleatoria X en ley pero no en probabilidad.

Solucion

Sea una sucesién de variables aleatorias { X, }
X con la siguiente distribuciéon conjunta:

, si
, si

t<é
t>60

neN

X, /x| 1 2 3
1 0 1/3 0

o 0 1/3

3 1/3 0 0

Esta sucesién converge en ley a la variable aleatoria X, pues:

Fx, (t) =

0
1/3
2/3
1

)

)

si
si
si
si

t<1
1<t<2
2<t<3
t>3

Y

Xi§t> =P(X1<t,...,X,<t),

y una variable aleatoria
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CAPITULO 6. CONVERGENCIA 173
y se verifica que:
lim FXn (t) = FX (t),

Sin embargo, dado un € > 0 :

1 ,si O0<ex1

P(X,—X|>e)=< 1/3 ,si 1<e<2 |

0 ,8i e>2

que no converge a cero cuando n — oo, por lo que la sucesién {X,}, oy

no converge en probabilidad a la variable X.

P6.4] Sea {F¢,} una sucesién de funciones de distribucién definidas de la si-

guiente forma:

Fe, (t) = -

1
n

i)

, si
, si
, si

t<O0
0<t<n

n <

t

Estudiar la convergencia en ley de esta sucesion.

Solucion

Esta sucesion converge de forma clara a:

F(t):{(l)

, si
, si

t<O0
t>0

)

que es la funcién de distribucién de la variable aleatoria & = 0. Por lo

tanto:
L

P6.5] Sea la sucesién de variables aleatorias {&,} tales que:

1
P (gn = O) = 1= ﬁ
1
P, =n)= n2
paran = 1,2, .... Demostrar que esta sucesion converge en probabilidad

a la variable aleatoria degenerada & = 0, pero sin embargo no converge

en media cuadratica.

Solucion

Para estudiar la convergencia en probabilidad es necesario ver, para todo
e > 0, la convergencia en el limite de P(|&, — 0] > €). Se observa que:

Pllg, -0l > 9 = {

1
P)

0

, si
, si

e<n
eE>n

b
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EJERCICIOS RESUELTOS DE PROBABILIDAD

P6.6]

P6.7]

por lo que:
lim P(|¢&, — 0] >¢€) =0.

2

|

Sin embargo, nétese que E [\ﬁn ] = 1, por lo que esta sucesién no con-

verge en media cuadratica a la variable aleatoria & = 0.

Aplique la Ley Débil de los Grandes Nuimeros a un ejemplo.
Solucion

Supongamos que un jugador de baloncesto realiza una serie de lanzamien-
tos a canasta, siendo p = 2/3 su probabilidad de encestar en cada tiro.
Sean &1, &, ..., &, variables aleatorias independientes con distribucion de
Bernoulli de pardmetro p = 2/3, donde cada variable representa el resul-
tado de un tiro a canasta y p es la probabilidad de éxito. Realizados n
tiros, > ; &/n es la proporcién de aciertos. Entonces, de acuerdo con la
Ley Débil de los Grandes Numeros, esta proporcién converge en probabi-
lidad a 2/3. Esto no quiere decir que la proporcién de aciertos se acerque
a 2/3 conforme crece n, sino que la probabilidad de que la diferencia entre
esta proporcién y 2/3 sea mayor que una cierta cantidad € > 0 tiende a
cero.

Una empresa realiza un test de 80 preguntas (con dos posibles respuestas
cada una, de las que s6lo hay una cierta) a dos miembros de su plantilla
que han solicitado un ascenso a un puesto del que sélo hay una plaza
vacante. Suponiendo que el primer empleado sabe la respuesta de 50
preguntas y contesta al azar a las 30 restantes, y el segundo empleado
tan sélo puede contestar correctamente a 20 y responde al azar al resto:

1.  Obtener la probabilidad de que el primer empleado conteste correc-
tamente a més de 40 preguntas.

2. ;Cuél es la probabilidad de que el segundo empleado responda ade-
cuadamente a un minimo de 50 preguntas?

3. Siuno de los dos empleados contestara al azar a todas las preguntas,
jcudl seria la probabilidad de que acertara al menos 407

Solucion

Suponiendo la independencia entre preguntas en el caso de cada emplea-
do, sea X7 una variable aleatoria con distribucién binomial de parametros
ny = 30 y p1 = 1/2 que representa el ntimero de preguntas, del total de
30 que responde al azar, que acierta el primer empleado. Sea también otra
variable X5 que representa esto ultimo en el caso del segundo empleado
(de un total de 60 respondidas al azar), y sigue una distribucién también
binomial de pardmetros ns = 60 y py = 1/2.
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CAPITULO 6. CONVERGENCIA 175

1.

Aproximemos, mediante el Teorema Central del Limite, la distribu-
cién discreta X7 a una normal

X{~Nmi-pr=15n-p1-(1—p1)=17,5),

aplicando ademas una correccién por continuidad para el cdlculo de
la probabilidad:

104 0,5 — 15

PX,>100=P(z
(X1 >10) (> 75

) = 0,9495

De forma similar al apartado anterior, aproximemos la variable alea-
toria Xs a una normal

X5 ~ N (ng-p2=30,n2-p2-(1—p2)=15),
obteniéndose que:
30 -0,5—-30
V15

Definamos una variable Y que representa el nimero de respuestas
correctas del empleado, en el caso de que éste responda las 80 pregun-
tas al azar, y sigue una distribucién binomial de parametros n = 80
y p = 1/2. Procediendo de forma andloga a los casos anteriores, la
probabilidad de que acierte al menos 40 preguntas es:

40 — 0,5 — 40
V20

P(X,>30)=P <Z > ) = 0,5517

P(Y240)%P(Z> ):0,5438

P6.8] El nimero de personas que acuden un banco en una semana para abrir
una cuenta sigue una distribucién de Poisson de pardametro A = 1. ;Cuédl
es la probabilidad de que en dos afios (es decir, 104 semanas) se hayan
abierto mas de 100 cuentas?

Solucion

Sean X;,i = 1,2,...,n variables aleatorias independientes con distribu-
cién de Poisson de parametro A = 1, que representan el niimero de perso-
nas que acuden al banco en una semana determinada. La distribucién de
la suma de estas n variables es una Poisson de parametro nA. Teniendo en
cuenta lo anterior, y aplicando el Teorema Central del Limite, podemos
aproximar la suma de las n = 104 variables (tantas como semanas hay en

104

2 afios), X = Y. X;, a una normal de pardmetros u = 104 y 02 = 104.

i=1
Se tiene entonées que:
100 + 0,5 — 104
P(X >100) =~ P (Z > +> = 0,6331
V104
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CAPITULO [

Regresion y correlacion

= Sean X e Y variables aleatorias dependientes, entre las que existe una
relacién funcional del tipo y = E [V | 2], denominada “regresién de Y so-
bre X”. Un caso particular consiste en aproximar la relacién entre ambas
variables por una recta:
y=ax+b.

Calculando los valores de a y b que minimizan E [(Y —aX — b)z} se

obtiene la denominada “recta de regresiéon de Y sobre X”:

y_Em:W.@_E[X]).

= Si existen F [X 2] v E [YQ], se define el “coeficiente de correlacion entre

X e Y” como:

o cov (X,Y)
PP V()

El coeficiente de correlacion entre dos variables aleatorias X e Y verifica:
lpxy| < 1.

= Se dice que dos variables aleatorias X e Y estdn incorreladas si y sélo si
se verifica pxy = 0.

Nétese que pxy = 0 siy sélo si cov(X,Y) =0, por lo que si X e Y son
independientes, entonces también estan incorreladas.
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Ejercicios Resueltos

P7.1] Sea X una variable aleatoria que se distribuye uniformemente en el in-
tervalo (0,1). jEstan las variables aleatorias X y |1/2 — X| incorreladas?

Solucion

Para estudiar si estas variables estan incorreladas obtengamos el coefi-
ciente de correlacién pxy. Se tiene que:

cov (X ,

e )

siendo:
1 LD
E[X'XH = /x"x~fx(ac)~8x
2 o |2
1/2 1
= / x (1x)~8x/ :c(lx) &E:l,
o 2 12 2 8
BElx] = o
2
1 b b 1
EH2—XH = /0 572 fx (z) 8;10—/0 5—1‘%933‘—1,
por lo que:
cov(X,;XD—ll-l—O

Por lo tanto, pxy = 0, y se concluye asi que ambas variables estan in-
correladas.

P7.2] Sean U y V variables aleatorias con igual media e igual varianza. Utili-
zando estas variables, obtenga dos variables aleatorias incorreladas.

Solucion
Definamos X =U +V e Y = U — V. Entonces,

cov(X,Y)=E[XY]-E[X]E[Y]=FE[U*-V?] —(E U -E [V]2) =0,

y por lo tanto pxy = 0.

P7.3] Sea
X|Y|o 3
1 |03 01
2 101 05

la distribucién de probabilidad conjunta de las variables aleatorias X e
Y.
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1. Obtener el coeficiente de correlacién de estas variables.

2. Determinar la recta de regresién de Y sobre X.

Solucion

1. Las correspondientes distribuciones de probabilidad marginales son:

X=u| P(X =)
1 0,4
2 0,6
n=yi | PY =y)
0 0,4
3 0,6
Ademas:
2 2
EX-Y] = > > ayP(X =,Y =y;) =33,
i=1 j=1
2
E[X] = ) xP(X=1)=16E[X?]
=1
2
= Zx?P (X =z;)=28
=1
2
E[Y] = Y yP(Y =y)=18E[Y]
j=1
2
= > yP(Y =y;) =54
j=1
Finalmente:
33-1,6-18

= (.58333.

XY= R 160 (

54— 1,82)

2. La recta de regresion de Y sobre X es:

P7.4] Sean:

y—18=175-(x—1,6).

=2 4o
T

y=—+1
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las rectas de regresién de la variable aleatoria bidimensional (X,Y"). De-
terminar el coeficiente de correlacién entre X e Y.

Solucion

Las rectas de regresién de Y sobre X y de X sobre Y son, respectivamente:

v- Bl = D @ - B LX),
cov(X,Y)

x—FE[X]= V)

(y—E[Y]).

Por lo tanto, se observa que

cov(X,Y) 1
V(X)) 15
cov(X,Y)

V() =9

Se obtiene entonces que:

) [cov (X, V)]> 9

V) T

por lo que finalmente pxy = 1/9/15.

P7.5] Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional con la siguiente distri-
bucién conjunta:

_ [l sil<a0<z<l
f(x,y)—{o , en otro caso

Determinar el coeficiente de correlacién entre X e Y.
Solucion

Las funciones de densidad marginales de estas dos variables son:

Fx (@) = 2z ,si0<zx<1

XY 0, en otro caso
1—y ,si0<y<]1

friy)=< 14y ,si —1<y<0
0 , en otro caso

por lo que se obtiene que:
cov(X,Y)=E[XY] - E[X]E[Y]
=Jy (ffx zyf (2,y) 5y) oz = [ (ffz xyay) 9z = 0,

luego pxy = 0.
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P7.6] Sea (X,Y) una variable aleatoria bidimensional con funcién de densidad

conjunta:

flr,y)=2y,si0<2x<1,0<y <1

Obtenga la recta de regresién de Y sobre X y calcule el coeficiente de

correlacion entre ambas variables.

Solucion

Las correspondientes funciones de densidad marginales son:

1 1
fx(ﬂc)Z/0 f(xyy)-8y=/0 wyﬁy:;
1 1
fY(y):/O f(x,y)'az:/o :L’y-az:%.
Se obtiene entonces:
1
1
E[X]:/O v fx ()00 = £ = E[Y],
1
E[Xz}f/ 22 fx (1) 0r =~ = E[Y?],
0
y por lo tanto .
Ademids: - .
E[XY]:/O /0 vy f (z,y) Oydz = 5.

La recta de regresion de Y sobre X es, por lo tanto:

1 1 _ 1
y—-=2 736
72
es decir:
1 6
YT T

PXY =
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