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1. Sea X una v.a. con media 0 y varianza �nita σ2. Demostrar que:

∀a > 0, P [X ≥ a] ≤ σ2

σ2 + a2
.

2. Sea {Xn}n una sucesión de v.a.'s independientes que convergen en proba-
bilidad a X. Demostrar que existe c ∈ R tal que X = c, casi seguramente.

3. Sea An(ε) = {|Xn −X| > ε} y Bm(ε) =
⋃

n≥mAn(ε). Demostrar que:

a) Xn
c.s.−−→ X ⇔ ∀ε > 0, P(Bm(ε))→ 0,

b) Xn
c.s.−−→ X ⇒ Xn

P−→ X, pero el converso es falso.

4. Suponer que ocurren catástrofes a tiempos T1, T2, . . . , con:

Tn = X1 + · · ·+Xn,

donde {Xn}n∈N son v.a.'s i.i.d. positivas. Se de�ne el número de catástrofes
que han ocurrido al tiempo t como:

N(t) = máx{n : Tn ≤ t}.

Probar que si E(X1) <∞ y t→∞, entonces:

a) N(t)
c.s.−−→∞,

b) N(t)
t

c.s.−−→ 1
E(X1)

.

5. Sea {Xn}n∈N una sucesión de v.a.'s independientes absolutamente con-
tinuas con densidad uniforme en el intervalo [0, 1]. Dado [a, b] ⊆ [0, 1],
probar que:

Y (N) :=
1

N

N−1∑
n=0

1[a,b](Xn)
c.s.−−→ (b− a),

cuando N → ∞. Luego, suponer que a = 0, b = 1
2 y encontrar un valor

N ∈ N de modo que: P
(∣∣Y (N) − 1

2

∣∣ ≤ 0,05
)
≥ 0,95.
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