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Sean F = {0,1} y a € (0,1). Considerar @, una matriz estocéstica de la

forma:
Q= [ Qoo Qo1 }
Qo Qu |~

A cada e € E se asocia una particion P = {I.o, I.1} de [o, 1] formada por dos
intervalos consecutivos de largo (1 — @)Qco y (1 — @)Qe.1, respectivamente. Se
definen las variables aleatorias (X, )nen de manera recursiva como sigue:

Xo = 1{a/2,0)(Uo) + 11, (Uo)
Xn = Ljay2,0)(Un) + 11y, (Un)

donde (Up,)nen es una sucesion de variables aleatorias independientes con dis-
tribuciéon uniforme en [0,1]. Probar que (X,)nen es una cadena de Markov
homogénea tal que:

. . Q
]P)(Xn = Z|Xn71 = .7) = 5 + (1 - a)jS7

sin>1lei,j€rl.
Demostracion. Veamos que (X, )nen es una cadena de Markov:

]P)(Xn = in‘anl =ipn-1,Xn-2 =ip-2,...,X1 =141,X0 = io)
P(Xn =in, Xn-1 =tn—-1,...,X1 =11, X0 = i0)
P(Xn—1=tn-1,Xn—2 =tn—2,...,X1 =11, X0 = ig)
P(1[a/2,a] + 1IXn711(Un) =in, Xn-1=1tn-1,...,X1 =11, X0 = 1)
P(lja/2,6] T 11x, 1 (Un—1), Xn—2 =in-2,..., X1 = i1, Xo = io)

Como [a/2,a] N I.; = 0, se tiene que:

La/2,0) + 11 = Lja/2,0]UL: -



Luego,

P(l[a/zya]ujxn_ 1 (Un) =in, Xn-1=1tIn-1,...,X1 =11, X0 = ’io)

1

P(ljay2,alury, 1 (Un—1); Xn—2 =in—2,..., X1 = i1, Xo = i0)
P(I[Q/Z,a]ulinill(Un) = in7Xn—1 = in—l, cee ,Xl = i17X0 = ZO)
(Un-1), Xn—2 =tin—2,...,X1 =11, X0 = ig)

P(1{a/2,a)ur

ip—o1

P(lfa/2,ajur;, 1 (Un) =in, -5 1ay2,a)ut,,: (U1) = @15 Lay2,a]utg, (Do) = o)

P(l[a/2a0‘]U1in_21 (Un—1) = in—1,--+, 1[a/2,a]u1101 (U1) = i1, 1{a/2,0]u10, (Uo) = i0))

Ahora, como (Uy,),en es una sucesion de v.a.’s independientes, entonces:
(l[a/2,a]ulin711(Un))nEN
también lo es, pues son funciones de v.a.’s independientes. Asi,

P(l{a/2,ajur;, 1 (Un) = in) -+ P(l{a/2,a)ur,,, (U1) = i1)P(Lja/2,a)u10, (Uo) = %0)

P(l{a/2,ajur;, 1 (Un-1) = in-1) -+ P(lias2,a]ur,,, (U1) = 11)P(1{a/2,a)uI,, (Vo) = 90))

P(l[a/Q,a]ujin_ll (UTL) = in)P(l[a/Z,a]UIin_Ql (Unfl) = 7:nfl)
a IFD(1[o¢/2,o<]l_JI1;n_21(Unfl) :infl)
P(La/2,aqur;, 1 (Un) =in; Las2,agur,,,_,, (Un—1) = in-1)

P(l[a/Q,a]Ulini21 (Unfl) = 7»"rzfl)

- P(l[a/Q:a]Ulin711 (Un) = inll[a/2,a]ulin721 (Un-1) = Z.nfl)

= P(Xn=1in|Xn-1=1tn-1)

Luego, (X,)nen es cadena de Markov. Por otro lado, reutilizando lo anterior,

(Un) = Zn)

i1 Un) = in)1gi, 0y + P(ay2,a1ur,, 2 (Un) = in)li, =1}
= (U[0,a/2]) + €(Li,, _10)) (i, =0y + (E(e/2,0]) + £(Ti, _11)) (i, =1}

= /24 L, _yi, ) i,=0y T Ti, _1in) (i, =1}

= af/2+ L1, i)

= a2+ (1-a)Qi,_yin>

donde ¢ denota el largo del intervalo considerado (pues la probabilidad de que
U,, tome valores en cierto intervalo es proporcional al largo de este). Finalmente,
como P(X,, =i,|X,,—1 = in—1) no depende de n, la cadena es homogénea, esto
es:

= PQia/2,aur,,

11

= P(lia/2,qur

P(X, =i|Xn—1 =J) =P(X1 =i Xo =J).



