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Meétodos Numericos para EDO: Motivacion

= Modelo de Crecimiento Logistico de una Poblacion:
La poblacion p(t) de EEUU en el siglo 20 crece
aproximadamente segun la edo no lineal logistica:

dp . -
dt—ap(t) £p°(t)

Donde: a=0.02 y 3=0.00004. Desde 1900 se han medido los
datos de la tabla en la proxima transparencia.

= Se puede afirmar que el modelo es adecuado ?

= Cual es error entre 1900 y 1980 ?
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Meétodos Numericos para EDO: Motivacion

= Modelo de Crecimiento Logistico de una Poblacion:

Afio | Tiempo t | p(t) real [millones de personas]
1890  -10.0 62.9798
1880  -20.0 50.1892
1870 -30.0 38.5584
1860  -40.0 31.4433
1850 -50.0 23.1919
1840 -60.0 17.0634
1830 -70.0 12.8607
1820 -80.0 9.6384
1810 -90.0 7.2399
1800 -100.0 5.3085

Afio | Tiempo tyx | p(t) real [millones de personas]
1900 0.0 76.2122
1910 10.0 92.2285
1920 20.0 106.0215
1930 30.0 123.2026
1940 40.0 132.1646
1950 50.0 151.3258
1960 60.0 179.3232
1970 70.0 203.3020
1980 80.0 226.5422
1990 90.0 248.7099
2000 100.0 281.4219

MA-2601 - G. Hernandez
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Meétodos Numericos para EDO: Motivacion

= Modelo de Crecimiento Logistico de una Poblacion:

Ao | Tiempot, | p(t) real
1900 0.0 76.1
1910 10.0 92.4
1920 20.0 106.5
1930 30.0 123.1
1940 40.0 132.6
1950 50.0 152.3
1960 60.0 180.7
1970 70.0 204.9
1980 80.0 226.5

MA-2601

- G. Hernandez

dp -
E—ap(t) £pe(t)

500 solucion
p(t) =

[1+ 23 g ) exacta

Pe.a = P +h(ap, _:Bpkz)
p.=p(t=t)Vk=0,.,8=n
Ho (T -t,) _ (1980 -1900)
n
t. =hk =10k k=0,1,...,8

=10
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Métodos Numéricos para EDO: Motivacion

= Modelo de Crecimiento Logistico de una Poblacion:
ARno Tiempo t, p(t) real p(t) Edo p(t) Euler Errorl Error2
1900 0.0 76.1 76.1 76.1 0.0 0.0
1910 10.0 92.4 89.9 89.0 2.5 0.9
1920 20.0 106.5 105.6 107.5 0.9 -1.9
1930 30.0 123.1 123.2 123.3 -0.1 -0.1
1940 40.0 132.6 142.7 141.7 -10.1 1.6
1950 50.0 152.3 164.0 152.1 -11.7 11.9
1960 60.0 180.7 186.7 173.5 -6.0 13.2
1970 70.0 204.9 210.6 203.8 -5.7 6.8
1980 80.0 226.5 235.3 229.1 -8.8 6.2
1990 90.0 248.7 260.3 253.9 -11.6 6.4
2000 100.0 281.4 285.1 278.9 -3.7 6.2
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Meétodos Numericos para EDO: Definiciones

-Segun Orden

~Lineales = Integrables < Coeficientes Constantes o Variables

/ F .Homogeéneas o No

Encontrar y = f(X) tal que:

EDO <

a,(x)y" (%) +---+a,(x)y"™ (x) +2,() y(x) = g(x)

Tratamiento Analitico Caso a Caso

\-No-Lineales {
Solucion Via Método Numeérico
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Meétodos Numericos para EDO: Definiciones

= Dada una funcién f : R* - R diferenciable en ambas
variables

= Dado un punto inicial Y, € R :

= El problema de Cauchy consiste en encontrar una funcion
y: R —> R tal que:

Z(t(t:) t) = Yo (Problema No-Lineal
y(t) | de Primer Orden
T — f (t1 y(t)) \\ NO HomogéHEO
telt, T]

MA-2601 - G. Hernandez Métodos Numéricos para EDO 8



Métodos Numéricos para EDO:

Resultados Teoricos para Pro

= Sedice que una funcién f :

nlema de Cauchy

R - R? 5 R satisface una

condicion de Lipschitz en la variable Yy si existe L

(constante de Lipschitz) con la propiedad:

(L y) - FY)| <Ly, —Y,| V() (@Ey)eR

2 : : :
= Sea R < IR” un conjunto convexo. Si existe una constante

L que verifica: |of (t,Y)
oy

<L V(t,y)eR

entonces f satisface la condicion de Lipschitzen R

MA-2601 - G. Hernandez Métodos Numéricos para EDO 9



Métodos Numéricos para EDO:

Resultados Teoricos para Problema de Cauchy

= Teo:Sean R={(t,y)/t,<t<T,-00<y<oo} yuna
funcién f :Rc R? - R continuaen IR. Si f satisface

una condicion de Lipschitz en la variable Y entonces el
problema de valor inicial:

y(t:t ):yo

dﬁf) _ f(t,y(M) Vtelt,T]

tiene solucion Unica

= \eamos algunos ejemplos.

MA-2601 - G. Hernandez Métodos Numéricos para EDO 10



Métodos Numéricos para EDO:
Método de la Serie de Taylor para el Problema de Cauchy

= La solucion del Problema de Cauchy se desarrolla en Serie
de Taylor. Las derivadas se obtienen de la edo:

S8t y@) | y=t) =y, , Veelt,T]
- f(k) (n+1)
-3 Lol gy =)
(&) =Yo
y(t)=y'"o =1 Y)
y'(t)=Y"%= - (to’dio’ Vo)

MA-2601 - G. Hernandez Métodos Numéricos para EDO 11



Métodos Numéricos para EDO:
Método de Euler para Problema de Cauchy

= Se determinan n valores Y, delafunciony: R —> R en
puntos t, equi-espaciados en [t,, T] :

h= (T _to)
N
t =t +kh Vk=0,..,n
Yo = y(t :to)

Y = Yk T ht (tk’ yk)

,]2
Error: & z?y(” (&) & elt t..]

MA-2601 - G. Hernandez Métodos Numéricos para EDO 12



Métodos Numéricos para EDO:
Método de Runge-Kutta Orden 2 para Problema Cauchy

= Mejoramos el método de Euler de la siguiente forma:
qlk = hf (tk’ yk)
qzk =hf (t, + ah,y, + Bht (t, ¥,))
Yirr = Y T /Ulqlk T ﬂzqzk
= Para calcular los coeficientes a., 3, u,, 1, aplicamos:
El desarrollo de Taylor ->@

La formula de Runge - Kutta ->(2)
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Métodos Numéricos para EDO:
Método de Runge-Kutta Orden 2 para Problema Cauchy

= Por desarrollo de Taylor:
h?
Yia = V(G +0) > Y (G +hy (t) + =y (L)

2

h® _,
— Y(tk)+hf (tw yk)+? f (tw yk)
of (t, ¥i) | of (&, ¥i)

fl(tk’yk): ot 8y y'(tk)
_of (o) | of (b vi)
ot oy F(t, i)
2 f 2
@yk+1~Y(t)+hf(tk,yk)+h 0 (tk,yk)+h oy )

ot oy

MA-2601 - G. Hernandez Métodos Numéricos para EDO 14



Métodos Numéricos para EDO:
Método de Runge-Kutta Orden 2 para Problema Cauchy

= Por formula de Runge - Kutta:
Yior = Vi +ashf (4, y, ) + 0f (8 +ah,y, + Bhi (L, Y,))

Ft+ah,y, + A0F (4, y0) = 6 ) +ah eI it ) S (tgy’yk)

Y = Y(t) + hf (8, y, ) +

of (t, Y) ot (t,, Yy
"‘ﬂzh{f(tk’)’k)‘FQh ot + pht (., y,) oy }

Yior = Yt ) + (g + 16)0F (8, Y, )

af(takt’ yk)_l_luzﬂhZf(tk’yk)af(tak;/yk) @

@:@ =+ u, =1 ﬂza:% ﬂzﬂ:%

MA-2601 - G. Hernandez Métodos Numéricos para EDO 15
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Métodos Numéricos para EDO:
Método de Runge-Kutta Orden 2 para Problema Cauchy

= Metodo de Runge — Kutta de Orden 2:

S8 - £ y@) | v =t)=yy , Veelt,T]

"y, R dado
qlk = hf (tk’ Yk)
RK ,
Orden 2 < A = :
Y = Y T4
_ Error: g =0O(h’)

nf (t, +2,y, +%
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Métodos Numéricos para EDO:
Método de Runge-Kutta Orden 2 para Problema Cauchy

Runge — Kutta de Orden 2:

: =y(t=t)k=0,..,4=n
Q:X_(Xj YD) =1 Y, =Yyt=t)
dt t \t h={"%_Cl_025

t n 4

t, =hk =0.25k k =0,1,...,4

= Ejemplo metodo de

y(t) =

1+In(t)
y (VY i N qlk = hf (tk1yk)1q2k = hf (tk+%h1yk+%qlk)
f(t’ Y):__(_j ’yo_l _ 2 5
t \t Yea =Y t0a% k=01..4
t  y®» kgt q° Yk Eas | Erel
1 1 00 0.0247 |1 0 0
1.25 1.0219 1 0.03695 0.04578 1.0247 0.0028 0.0027
1.5 1.0672 2 0.05108 0.05488 1.0705 0.0033 0.0031
1.751.1221 3/ 0.05738 0.05918 1.1254 0.0033 0.0029
VIA2601 2 1.1812 4 1.1846 0.0034 0.0030




Métodos Numéricos para EDO:
M. Runge-Kutta Orden 2 aplicado al modelo logistico:

p'=ap(t)-Ap°(t) |P=Pp(=1)k=0,..,8=n
f(t,p)=ap-pp° |h={T0_ “98081900) 10=>t, =hk = 10kk 0,1..,8

& =002, 5= 000004 |, = hf (6 %) 6%, = hf (t, +Lh,y, +q")
pte)=p=761  |p,, =P+ k=01,..,8

k=0:t,=0,h=10, p, = 76.1

q', = hf (t,, p,) =12.9035

g%, =hf (t, + 2, p, +%) =13.7844

D, = p, + G2, =89.8844

k =1:t, =10,h =10, p, = 89.8844

o', = hf (t,, p,) =14.7452,q% = hf (t, + &, p, + ) =15.6678
D, = p, + 92, =105.5523
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Métodos Numéricos para EDO:
Método de Runge-Kutta Orden 3 para Problema Cauchy

= Metodo de Runge — Kutta de Orden 3:

YO _ £t y@) , yt=t)=, . Vtelt.T]

dt
Yy, eR dado
qlk =ht (t., y,)
RK—— Q% =hf (b +5, Y, +%
Orden 3 g’ =hf(t, +h,y, —a', —20°)
Yier = Yk +%(qlk +4q2k i qsk)
_ Error: g =0O(h?")
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Métodos Numéricos para EDO:
Método de Runge-Kutta Orden 4 para Problema Cauchy

= Metodo de Runge — Kutta de Orden 4:

ady(t) _ f(t,y@t)) , ytt=t)=y, , Vtelt,, T]

N ~ Y, €R dado
qlk = ht (tk’ yk)

K qzk:”n‘(tk+%,yk+%)
Orden 4 q° =hf(t +3, Y +5

v = nf (tk "‘h’)’k +q3k)

Ve = Y +5 (@ +20° +20°, +0°,)
> Error : g, ~0(h%)
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Métodos Numéricos para EDO:

Ejemplo Métodos Euler y Runge-Kutta Orden 4

y'=y—-t°+1 te[0,2] y(0)=

1

2

t Exacto Euler R-K Orden 4 Error R-K
0.0 0.5000000 | 0.5000000 0.5000000 0.0000000
0.1 0.6574145 | 0.6554982 0.6574144 0.0000001
0.2 0.8292986 | 0.8253385 0.8292983 0.0000003
0.3 1.0150706 | 1.0089334 1.0150701 0.0000005
0.4 1.2140877 | 1.2056345 1.2140869 0.0000008
0.5 1.4256394 | 1.4147264 1.4256384 0.0000010

MA-2601 - G. Hernandez
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Métodos Numéricos para EDO:
Métodos Multipasos Explicitos

= Un metodo multipaso de paso m para resolver el problema
de Cauchy es de la forma:

Y =AY T Yea T A oy Yeemey T

+h [bk f(t,y)+b  f(t Y )++ bk—(m—l) f (tk—(m—l) ’ yk—(m—l))}

- Se necesitan m valores iniciales: 7°’ Y1 Y-t
= Los coeficientes a, & 4y &1 01 B v By
son las constantes del método y: h=""2 t =t +kh Vk=0,...,n
= Por ejemplo: Adams —Bashforth m=2
Yier = Y +DBT (L, v ) — T (L0, Vi)l
Y., Y, dados

MA-2601 - G. Hernandez Métodos Numéricos para EDO 22




Métodos Numéricos para EDO:
Métodos Multipasos Explicitos

= Adams - Bashforth de 3 Pasos
Vo = Yo o123 (Y 16T (i) +5F (g Yoo
Yo, ¥1,Y, dados
Error(k+2) == YO ()’ s €]
= Adams - Bashforth de 4 Pasos
Y =Y. +%[55f (t,y)—-99f(t .,V ) +37f(t .V ,)-9f(t Vi a)l

Yor Yi:¥o:Ys dados
251
720

MA-2601 - G. Hernandez Métodos Numéricos para EDO 23
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Métodos Numéricos para EDO:
Sistemas de Edo

= Siguiendo con la formulacion del problema de Cauchy, un
sistema de primer orden de edo no-lineales es de la forma:

d
d_),([l:fl(t’xl’XZ""’Xn) Xl(t:to)leo
dx
d_2: F (0 X Xgres %) X (=) = X,
t .
an — fn(t1X11X2""’Xn) Xn(t:to):XnO
dt
Vtelt,, T]

MA-2601 - G. Hernandez Métodos Numéricos para EDO 24



Métodos Numéricos para EDO:

Sistemas de Eo

0: Mode

= Elmodelo de Lotka - Vo

0 de Volterra - Lotka

terra predice la evolucion en el tiempo

de una poblacion con 2 especies, una depredadora X,(t) y la

otra presa X,(t).
= Se supone que la poblacion presa tiene suficiente comida y

que su natalidad es proporcional a la cantidad de presas

vivas: k,X,(t).

= La mortalidad de la poblacion presa depende del numero de

nresas y depredadores: KX, (t)x,(t).

= La natalidad de la poblacion depredador es: k X, (t)x,(t) y su

mortalidad es:

MA-2601 - G. Hernandez

KX (1).
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Métodos Numéricos para EDO:
Sistemas de Edo: Modelo de Volterra - Lotka

= Se expresa el cambio en |la poblaciones presa y depredador
mediante el sedo:

% =KX, (1) — Ky %, () %, ()

dxét(t) = k3X1(t)X2 (t) - k4X2 (t)

k, =3,k, =0.002

k, =0.0006,k, =0.5
X,(1) =1000
X,(t=1) =500
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Métodos Numéricos para EDO:
Sistemas de Edo

= Teorema: Supongamos que las funciones f. son continuas
y satisfacen la condicion de Lipschitz en D :

LGITRSSTI By A(AVRASRS EY8) 3 T
j=1

vu = (t,u,u,,...,u ),v=_(t,v,Vv,,..,.v.) € D
D :{(t,zl,zz,...,zn)\OSt <T,-0<7Z < ooVj :1,...,n}
= Entonces el sistema de edo no-lineales tiene solucion unica.
= |a condicion de Lipschitz se satisface si:
of. (t,u,,u,,...,u.)
ou.

J

<L V(tu,U,,...,u)eD+f eC
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Métodos Numéricos para EDO:
Sistemas de Edo: Método de Euler

h=1t —kh Vk=0,1,...n
n

Xik = X (tk )

Xiq :.xl(O)
an:.xn(O)
Xir Xorr o0 Xoe = X o Xoanreon Xon VI=1,..,n, VK >0
Xi ko1 = Xy T NE (e X X0 X ) V=10, Vk 20
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Métodos Numéricos para EDO:
Sistemas de Edo: Runge — Kutta de Orden 2

h="t —kn vk=0,1...n
n

Xic = X% (L)
X, =% (0),...,X,, = X,(0) Condiciones iniciales

Xlk’x2k""’ Xnk — Xl,k+1’ X2,k+1""’ Xn,k+1 VI :1""1 n,\V/k 2 O
Qi =1 (G X X0 X)) Vi=1,.,0, V20

2 _ h Ryt 1 ~L 1 A1
0% =t (t + 5, X 50700 X T30 o0 X T30 )

Xior =X +07%5 Vi=1..,n,Vk>0
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Métodos Numéricos para EDO:
Sistemas de Edo: Modelo de Volterra - Lotka

= Modelo de evolucion de poblacion presa - predador:

% =Kk, X (t) =K, % (t) X, (t)

dx, (1
dt

=K% (1) X, (t) — Kk, %, (1)
k, =3,k, =0.002
k, =0.0006,k, =0.5
X,(1) =1000
X,(t=1) =500
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Métodos Numéricos para EDO:
Sistemas de Edo: Modelo Volterra-Lotka (Runge-Kutta 2)

= Enlaiteracion k de RK 2 aplicada a este sedo, hay que
calcular primero: 'y, 9, 1uego A%, 9%, Y IUEJO X, 1y Xs k1
te[0,4,n=4h=1=1t =k,k=0,1...,4
X =X (4 ), X = X, (8 )
X, = % (0), X, = X,(0) C. .
X Xox = X110 X000, K =0,1,2,3 donde X, ., = X, +0%
Ay = My (b Xy Xa0),
0o = N, (b Xy X))
q°, =hf (t +2, %, +30, X +30,7)

2 _ h il AL 1 1
qx = hfz(tk T2 Xy T2 00 X T3 Oy )
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Métodos Numéricos para EDO:
Sistemas de Edo: Modelo Volterra-Lotka (Runge-Kutta 2)

f (6 X, %) =Ko =K% X, 1, (8 X, %) = KX X, =K, X,
Iteracion k =0:t, =0,h =1, x,, =1000, X,, =500

Ol10 = hfl(xlO’ Xzo) : klxlo B k2)(10)(20 =2000
0120 — hfz (X10’ Xzo) — k3)(10)(20 N k4)(20 =50

g 210 = hfl(xlO +%q110’ X2 +%q120) = 3900

%, = hf, (X, +3 0%, X +20°5) =367.5
X, = X4 +0°,,=4900

X,, = X, +0°,,=867.5

k=1t =1h=1

X, = 4900, x,, =867.5
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Métodos Numéricos para EDO:
Sistemas de Edo: Runge — Kutta de Orden 3

h=Lt —kh vk=01..n
n

Xix =X (tk)
X, =% (0),...,X , = X_(0) Condiciones iniciales

Xir Kooy Ko = X1 Ko agn oo X e

O = i (G Xaer oo X) T=L1
Czik = hf; (t, +3, %, +%q11k’X2k +%q12k""’ Xk +%qlnk) 1=1..,n
CBik = hfi (tk + h’ Xk _qllk _2q21k’x2k _qlzk _zqzzk’---’ Xk _qlnk _2q2nk)

X ka1 = Ki +%(qlik +40°, +q3ik) Vi=1..,nvk>0
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Métodos Numéricos para EDO:
Sistemas de Edo: Runge — Kutta de Orden 4

h=I,t =khVvk=0,1..,n
Xik :Xi(tk)

X10 = Xl(o)""’XnO = Xn (O) Xlk’X2k""’ Xnk — Xl,k+l’ X2,k+1""’ Xn,k+1

g5 =hf (t, X, X, X ) i =1,...,0

2 _ h 1l 1l 1l T

C ik — qfl(tk +§,X1k +Eq 1k,X2k +Eq 2k,---,Xnk +§q nk) I_l,---,n
3 _ h 1 N2 12 12 I

C ik — qfl(tk +§,Xlk +§q 1k,X2k +§q 2k,---,Xnk +§q nk) I—l,---,n
4 3 3 3 8

Q" = ht (G + 00X +0750 X, + 075000 X +075) 1=1,..,0

Xiks1 = Xik +%(qlik +20°%, +20°%, +q4ik) vi=l..,nVk=0

MA-2601 - G. Hernandez Métodos Numéricos para EDO 34



Métodos Numéricos para EDO:
Edo de Orden Superior — Reduccion a SEDO

YO = (ty, Y Y ?) VE[0,T]
y(0) = Yo y'(0) = Yo . y(”‘l) (0) = yo(”‘l)

X, (t) = y(£), %, (t) = y'(t),... x,(t) = y"(t) Vte[0,T]

d : '

d_)il=y=x2 x({t=0)=x" =Y,

dX " o 1

dt2=y = X, Xz(t:O)zxzozyO

dX (n) (n 1)
E =Y = (t,Xl,xz,...,Xn) X,(t=0)=x"=Y,
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Métodos Numéricos para EDO:
Edo de Orden Superior — Reduccion a SEDO

X"+ x'+(x3 —x) =cos(t)

o

=

T ——
_L—I_—__—

'
—_

= Ejemplo: Modelo de Duffing:
| \ | Aj \W m /\/ \}\4 W\ /M 1 \/\ “

X =X , |
0 2[] 4[] 60 BD 1[]0 120 MD 160 180 200
X, = X' ‘
1
05+¢
|_X of
X =X
05-
X, '= =X, + X — 3+cos(t)
2 2 1 Xl '1.2
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