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Qfg"’ Descripcion EDO: Objetivos
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1) Resolver edo y sistemas lineales edo usando métodos clasicos.

2) Interpretar geométricamente el problema de valor inicial en
terminos de curvas integrales.

3) Aplicar el teorema de existencia y unicidad y conocer ejemplos
donde no hay unicidad o existencia global.

4) Conocer y aplicar los métodos numéricos de Runge-Kutta de
orden 2 y su implementacion en Matlab, Maple o Scilab.

5) Estudiar el comportamiento cualitativo de sistemas no lineales.

6) Comprender el rol de las edo en la modelacion de fendmenos de
la vida real; péndulo no-lineal, sistemas lineales de vibraciones

mecanicas, modelos de dinamica de poblaciones.
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bem Programa EDO

nnnnnnnn
uuuuuuuuuuuu
HHHHHHHHHH

0) Motivacion: Modelacion utilizando EDO
1) EDO de primer orden (3 semanas)

2) EDO lineales de orden n (4 semanas)
3) Transformada de Laplace (2 semanas)
4) Sistemas lineales de EDO (3 semanas)

5) Sistemas no lineales de EDO (3 semanas)
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bem Programa EDO
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Motivacion: Modelacion utilizando EDO

EDQO de primer orden (3 semanas)

Descripcion cualitativa edo primer orden. Curva integral
Ecuaciones de variable separable. Ecuaciones homogéneas.
Modelacion usando EDOs de primer orden.

Resolucion EDO lineales de primer orden homogéneas y no
homogéneas utilizando el factor integrante.

Ecuacion de Bernoulli y de Ricatti.

Teorema de existencia y unicidad para problema valor inicial.

Metodos numericos tipo Runge-Kutta.
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Q Programa EDO 33
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EDO lineales de orden n (4 semanas)

Existencia de base soluciones de edo lineales homogéneas de
orden n. Wronskiano.

Edo lineales homogéneas orden 2. Férmula Abel. Problema
vibraciones mecanicas.

Edo lineales no homogéneas orden 2. Férmula de variacion de
parametros. Funciéon de Green.

Edo lineales de orden 2 con condiciones de borde.

Series de potencia para edo no homogéneas de orden 2 con
puntos singulares. Método de Frobenius.

Edo lineales homogéneas orden n. Polinomio caracteristico.
Ecuacion de Euler — Cauchy.

Edo lineales no homogeneas orden n. Met. coef. mdetermlnados.
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Q")”" Programa EDO
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3) Transformada de Laplace (2 semanas)
= Definicion, ejemplos y formulas basicas. Formula de convolucion.
= Resolucion de edo lineales usando transformada de Laplace.
= Funcion de Heaviside y delta de Dirac. Resolucion de edo lineales

con lados derechos generalizados.

4) Sistemas lineales de EDO (3 semanas)

= Problema valor inicial para un sistema lineal. Matriz fundamental.

= Problema de valor inicial para un sistema lineal a coeficientes
constantes. Calculo de la matriz exponencial.

= Analisis del comportamiento asintotico de las soluciones en
funcion de los valores propios.

= Diagramas de fase para el caso 2x2.

= Formula de variacion de parametros para sist. Lineales no homog.
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Q")m Programa EDO
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5) Sistemas no lineales de EDO (3 semanas)
= Sistemas hamiltonianos y conservacion de energia. Analisis de

algunos casos simples.

= Clasificacion de puntos criticos. Estabilidad asintética. Uso de
coordenadas polares.

= Analisis de algunos sistemas no-lineales clasicos: Sistema de
Volterra.

= Funcional de Lyapunov y estabilidad. Estudio de sistemas que
provienen de gradientes.
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Q")m Organizacion de la Sesiones
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= 2 Clases de catedra a la semana: Martes y jueves 14:30 hrs.
= 1 Clase auxiliar a la semana: Viernes 14:30 hrs.

Francisco Bravo

Pedro Montealegre

= En U-Cursos se publicara el material del curso: Clases +

Notas + Laboratorios + Pautas

CMM - G. Hernandez MA-2601 Presentacion 8



Q")’M Evaluacion
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1) Tres controles (semanas 4,8,12).

Nota eximicion segun reglamento: 5.5
2) Ayudantia + Laboratorios Matlab:

= L1: Algebra Lineal Numérica

= |L2: Ecuaciones Diferenciales

= |L3: Sistemas de Ecuaciones Diferenciales
3) Calculo nota final: NF = (NC)*0.75 + (NA)*0.25
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/Ml Evaluacion: eseo
Q) Laboratorio de Matlab para EDO | 3¢

1) Capacidades basicas de calculos matematicos

nnnnnnnn
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2) Herramientas de visualizacion de resultados

3) Mas de 30 Toolboxes:
= Curve Fitting, Splines, Optimization, PDE, Symbolic, Statistics
= Neural Networks, Genetic Algorithms, etc.
= Signal & Image Processing, Bioinformatics, Control, Financial, etc.

4) Funciones .m y programacion

5) Tools: Taylor, Spline, Curve Fiiting, etc

)
)
)- L|bros Manuales
)
)

o

14
8

File Exchange, Webminars
Calculos complejos lentos + Traduccion a C/C++ def|C|ente
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[}l Evaluacion:
Q) Laboratorio de Matlab para EDO

= Objetivos del Laboratorio:

= Utilizar algunos Métodos Numérico + Matlab como
herramienta para resolver edos no lineales.

= Conocer algunos modelos en en Ciencias e Ingenieria.

= Algunos links de interés:

= Home Matlab: http://www.mathworks.com/

= Documentacion Oficial:
http://www.mathworks.com/access/helpdesk/help/helpdesk.ht
ml

= File Exchange:
http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/
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Q’bm Motivacién EDO
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= Desde el siglo 18, las leyes fisicas del universo han sido
descritas, principalmente, por edo o edp.

= Estas ecuaciones tienen derivadas de funciones que se
desconocen y que representan la fuerza, presion,
temperatura, potencial electromagnético, etc. La edo mas
conocida es la segunda ley de Newton:

f(t) = mg—i;(
= donde x(t) es la posicion de un cuerpo de masa m,

constante, que se mueve horizontalmente debido a la accion
de una fuerza f(t).

» Esta ley que fue publicada en 1687 en la obra "Philosophiae
Naturalis Principia Mathematica".
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QJM Motivacién EDO
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THE GRAND CHALLENGE EQUATIONS
B A= ElAl"'P‘.l?BjA]FjI Vx ﬂ__aﬂ F-mn+dm?

dU = (aalé]]vds +(aU].dV VeD=p Z=¥gje'ﬂjfﬂ'

_du Vxﬁ-— I

= Wv ot W) By(t) B
F = anle atV'ﬁ:O P()-L

Po1=TPa(l-po

;WIBl(t)
-E‘b%VaW(r,t]+VW(r,t}--—2EE@ Vuo+iu=f
u

N @V =-1 g Ju du . du
E"'(ﬂ V)1 --pr+1v'il+-i1;F 7t oy taa = f

* NEWTON3 EQUATIONS +SCHROEDINGER ON (TiE DE’BDB%EMH-HQKESEWOH

*PASHON EQUATTOH *HEAT EQLATION + QUZ EQUATION + DI TE FOURIER TRAMSFORM -
* MAKWELL'S EQUATIONS - PAR FUNCTION - POPULATION DYMAMICS -
* COMBINED 13T AHD 2HD LANS OF QCYNAMICS *RADIOSITY *RATIONAL B-3PLINE -
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Q Motivacion EDO ocs
ELamMIENTO °
= En Ciencia e Ingenieria, las ec. diferenciales representan

(modelan) el comportamiento de un sistema real.
= Se obtienen como resultado de un proceso iterativo de
abstraccion, analisis, hipotesis, verificacion y validacion.
»= Se pueden clasificar de acuerdo a:
= Tipo: Ordinaria o parcial
= Orden: Primer o orden superior
= Linealidad o No-Linealidad

= Coeficientes: Constantes o Variables
= Lado derecho: Homogénea o No Homogénea

= Forma general de una edo lineal:

dy Yy dy _
dn (X) an dX2 +dj (X) dX + dg (X)y — Q(X) 1a

+ -« 4+ ax(X)
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Q")”" Motivacion: Modelacion con EDO
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= Trayectorias de particulas: Caida Libre
y/\

\
X

Om

v g
mX = —mg + o (X) = -mg +cx

= Lanzamiento de proyectiles i . Coeficiente de

. : viscosidad
= Movimiento planetario

CMM - G. Hernandez MA-2601 Presentacion
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bem Motivacion: Modelacion con EDO §§§:

* Trayectorias de particulas: Ecuacion del Péndulo Simple:

d2

e dt = —mgsin(0)
\ 7 a0 _ _9
. sin(0)
sin(@) =0 - 163+ -1-0°+00")
6 120
d26 < _9 0

o(t) ~ clsln([t> +c, cos(ft)
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Qf.)”rf Motivacion: Modelacion con EDO §§§3
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= Movimiento armonico: Masa colgando de un resorte

[ ] [ N
Kk
T
Ax<0
.-~ gy T ,
N T md—§ — mg — kAX

posicion. . A)f 0 dt

de equilibrio 1~ = mg —k(x — L)
X
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bem Motivacion: Modelacion con EDO
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= Movimiento armonico: Ejemplo simple

) m F

m&X — et PRt FO)

= —kx — umg + F(t)

CMM - G. Hernandez MA-2601 Presentacion

18



Qf')”" Motivacion: Modelacion con EDO
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= Movimiento armonico acoplado: Ejemplo simple

ke Tk Tk
— Q0000 — Q0000 — —Q0000;

( 3 A\ [ 4 \

N R N N A R A N AR A R R AR N A NSRS ANNY

7
IATRT LTS T LTI LTSL LT TSI ST IS LIS T AT TS TIT TSI LTLTIT LS TTRT LIS T IS T LTS TSTTTTTRT LTSI TTTITLTTIS

=]

mix] = —kixy + ks(ve — x1) = — (k1 + k3)xy + ksxo

Moty = —kg(xe — 1) — kowa = kgy — (ko + k3)ao
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Q")’M Motivacion: Modelacion con EDO | 835
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= Movimiento armonico acoplado: Masas colgando de

resortes -
K ;é §k2
X1

\

u w, ]}
2 K,

W,

;ki )i@ o 3k

W AR
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Q’.)m Motivacién: Modelacién con EDO §§§3
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KL(0, — 6;) — mgsin(6;) = mL 6,
—kL(02 —01) —2mgsin(6,) = 2mL éZ

m OAMWWA) 2m
= Esta edo de segundo orden se puede llevar a un sistema
de edo de primer orden, utilizando las transformaciones:

B =010 V() =0 ys) = L ya = L2
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Qf')m Motivacion: Modelacion con EDO
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= Movimiento Armonico: Masa ligada a resorte en angulo

>X

H=20 m
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Q")”" Motivacion: Modelacion con EDO

nnnnnnnn
uuuuuuuuuuuu
HHHHHHHHHH

= Ecuacion de Duffing:

Esta edo no-lineal se utiliza para describir diferentes

sistemas dinamicos (resortes, transformadores, etc).
La forma mas general de esta ecuacion es:

d*x(t dx (t

dtg vo d(t)

Por ejemplo, la edo del flujo magnético

+ (,BX3 (t) + a)ozx(t)) =y cos(awt +¢)

de un transformador tiene la forma: 2+ g’ " (D
I I

¢ +bg® + w2 ¢ = % E cos(at)
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Qf')m Motivacion: Modelacion con EDO
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= Ejemplo Ecuacion de Duffing:

X'+5>'<+(,Bx3 J_ra)ozx):ycos(a)t+¢)

o=1p=1w,=1
y=lLw=1¢=0

Ejemplo de caos
“ordenado”

CMM - G. Hernandez
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Qf')”" Motivacion: Modelacion con EDO
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= Modelo de Crecimiento Logistico de una Poblacion:
La poblacion p(t) de EEUU en el siglo 20 crece
aproximadamente segun la edo no lineal logistica:
d
& = O - Pp®? Vi e [to,T]
P(0) = po
= Aplicando un proceso de ajuste de parametros, los
modeladores determinaron que:
a=0.02
3=0.00004
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Qf.)m Motivacion: Modelacion con EDO ;§§3

CENTRO BDE .
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= Modelo de Crecimiento Logistico de una Poblacion:

Afio | Tiempo ty | p(t) real [millones de personas] | Afio  Tiempo ty | p(t) real [millones de personas]
1890  -10.0 62.9798 1900 | 0.0 76.2122
1880  -200 50.1892 1910 10.0 92.2285
1870 -30.0 38,5584 1920 20.0 106.0215

1930 30.0 123.2026
1860 | -40.0 31.4433

1940  40.0 132.1646
1850 -50.0 23.1919

1950 50.0 151.3258
1840 -60.0 17.0634

1960 60.0 179.3232
1830 -70.0 12.8607 1970 700 203.3020
1820 -80.0 9.6384 1980 | 80.0 226.5422
1810 -90.0 7.2399 1990  90.0 248.7099
1800 -100.0 5.3085 2000 100.0 2814219
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Qf')”" Motivacion: Modelacion con EDO
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= De acuerdo a los datos reales de la transparencia anterior:
= Se puede afirmar que el modelo es adecuado ?
= Cual es error entre 1900 y 1980 ?

dp _ .
dt—4%pﬁ) £pe(t)

p(t) =
(

500 solucién

1+ 4230 e—%t) exacta

P = P +h(ap, _/Bpkz)

p, =pt=t)Vvk=0,..,8=n
~(T—-t,) (1980-1900)
== . —
t, =hk=10k k=0,1,...,8

h 10
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Qf')”" Motivacion: Modelacion con EDO
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= Modelo de Crecimiento Logistico de una Poblacion:

Ano Tiempo t, p(t) real p(t) Edo p(t) Euler Errorl Error2
1900 0.0 76.1 76.1 76.1 0.0 0.0
1910 10.0 92.4 89.9 89.0 2.5 0.9
1920 20.0 106.5 105.6 107.5 0.9 -1.9
1930 30.0 123.1 123.2 123.3 -0.1 -0.1
1940 40.0 132.6 142.7 141.7 -10.1 1.6
1950 50.0 152.3 164.0 152.1 -11.7 11.9
1960 60.0 180.7 186.7 1735 -6.0 13.2
1970 70.0 204.9 210.6 203.8 -5.7 6.8
1980 80.0 226.5 235.3 229.1 -8.8 6.2
1990 90.0 248.7 260.3 253.9 -11.6 6.4
2000 100.0 281.4 285.1 278.9 -3.7 6.2




Qf')m Motivacion: Modelacion con EDO
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= El modelo de Lotka - Volterra predice la evolucion de una
poblacion con especies depredadora x4(t) y presa x,(t).

= Se supone que la poblacion presa tiene suficiente comida y
gue su natalidad es proporcional a la cantidad de presas
vivas: kx,(t).

= |La mortalidad de la poblacion presa depende del numero de
presas y depredadores: KX, (t)x,(t).

= La natalidad de la poblacion depredador es: k;x,(t)x,(t) y su
mortalidad es: k;x,(t).

= Se expresa el cambio en la poblaciones presa y depredador
mediante el sistema de edos:
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Q")”" Motivacion: Modelacion con EDO
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Modelo predador/presa de Volterra - Lotka

d
AT = = kays — koyaya
? P | Y Kk, =3 k, =0.002 y;(ty = 1) = 1000
4000 | F'erlnl:ln:ull:lad de la jal:nluc:n:nn | % _ k3y1y2 - k4y2
dt
3000 1
ks =0.0006 ks =0.5 y,(tp = 1) = 500
S 2000
1000 I\__
D[] 1IIJI[][] EDI[]EI SDIDEI dﬂlﬂﬂ 5000

y1t)
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Qf')”" Motivacion: Modelacion con EDO
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= El proceso quimico de decaimiento del ozono (O3) en la
alta atmosfera debido al efecto de la radiacion del sol se
describe mediante la formula:

d

gtl = —K1Y1Ys +KaY2y3 —Ksy1yo
d

(;/t2 = k1y1ys — kay2y3 —Ksy1yz
d
% = —K1y1y3 +KaY2y3 +Kay1y»

= Donde
= Kki,kz,k3; son los parametros cinéticos
" Vy,1,Y2,Y3 Son las concentraciones de 0O;,0,0,
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Qf')m Motivacion: Modelacion con EDO
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= Para simplificar este sistema usualmente se supone que la

concentracion de O, es constante. Dandole valor a las
constantes y re-escalando se obtiene el sistema:

d

% = —Y1 — Y1yg +294y, vy1(0) =1
dy, (Y1 —VY1y2) _
dt — 98 3y2 y2 (O) — O
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