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1. Coeficientes Indeterminados

Sirve para encontrar una solución particular.

Es aplicable sólo a ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes.

Es usado cuando

n∑
k=0

aky
(k)(x) = q(x) =

m∑
i=1

eαix(Pi(x)cos(βix) +Qi(x)sen(βix)) (1)

donde αi, βi ∈ R; Pi(x), Qi(x) son polinomios.

1.1. Aplicación

1. Encontrar la base {y1, . . . , yn} de la solución homogénea yh(x).

2. Determinar el anulador de q(x)

3. Aplicar anulador y resolver una nueva ecuación homogénea.

4. La solución de esta última ecuación tendrá por base a {y1, . . . , ym}, m > n. Luego,
{yn+1, . . . , ym} será la base de la solución particular yp(x) de (1).

5. yp(x) =
m∑

k=n+1

dkyk(x) se reemplaza en (1), para obtener los coeficientes indeterminados

{dn+1, . . . , dm}.

1.2. Anuladores

∀n ≥ 1, b 6= 0:

Familia de funciones Polinomio anulador
{eax, xeax, . . . , xn−1eax} (D − a)n

{eaxcos(bt), xeaxcos(bt), . . . , xn−1eaxcos(bt)} [D2 − 2aD + (a2 + b2)]n

{eaxsen(bt), xeaxsen(bt), . . . , xn−1eaxsen(bt)} [D2 − 2aD + (a2 + b2)]n
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Ej1. Encuentre la solución de y(5) + 8a3y′′ = a+ eaxcos(ax).

1.1 El polinomio caracteŕıstico es

p(m) = m5 + 8a3m2 = m2(m3 + (2a)3)

= m2(m+ 2a)(m2 − 2am+ 4a2)

de ráıces m1 = m2 = 0, m3 = −2a, m4,5 = a± a
√

3i.

Aśı, la base de la solución homogénea es {1, x, e−2ax, eaxcos(a
√

3x), eaxsen(a
√

3x)}, es decir

yh(x) = d1 + d2x+ d3e
−2ax + eax(d4cos(a

√
3x) + d5sen(a

√
3x))

1.2 El polinomio anulador P(D) de a+ eaxcos(ax) es P (D) = D(D2 − 2aD + 2a2), ya que el
anulador de a es D, y de eaxcos(ax) es D2 − 2aD + 2a2.

Aplicando P(D) a la ecuación:

y(5) + 8a3y′′ = a+ eaxcos(ax)

D2(D + 2a)(D2 − 2aD + 4a2)y = a+ eaxcos(ax) \D(D2 − 2aD + 2a2)

D(D2 − 2aD + 2a2)D2(D + 2a)(D2 − 2aD + 4a2)y = 0

La solución homogénea de esta nueva ecuación tiene por base a
{1, x, x2, e−2ax, eaxcos(a

√
3x), eaxsen(a

√
3x), eaxcos(ax), eaxsen(ax)}

Luego la solución particular yp(x) tiene por base a {x2, eaxcos(ax), eaxsen(ax)}. Es decir,

yp(x) = eat(d6cos(ax) + d7sen(ax)) + d8x
2

Reemplazando yp(x) en la ecuación, se determinan los coeficientes {d6, d7, d8}.

Antes, calculemos y′′p y y(5)
p

1:

y′′p = 2d8 + a2eax[(d6 + d7)cos(ax) + (d7 − d6)sen(ax)]

y(5)
p = a5eax[−4(d6 + d7)cos(ax) + 4(d6 − d7)sen(ax)]

1para calcular derivadas de un producto, se sugiere usar la fórmula de Leibnitz: (f · g)(n) =
n∑

k=0

(
n

k

)
f (n−k)g(k)
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Reemplazando, y luego de ordenar:

[−4a5(d6 + d7) + 16a5d7]e
axcos(ax) + [a5(d6 − d7)− 16a5d6]e

axsen(ax) + 16a3d8 = eaxcos(ax) + a

se obtiene el sistema de ecuaciones

−4a5(d6 + d7) + 16a5d7 = 1

a5(d6 − d7)− 16a5d6 = 0

16a3d8 = a

de solución d6 = − 1

40a5
, d7 =

3

40a5
, d8 =

1

16a2

Finalmente,

y(x) = d1+d2x+d3e
−2ax+eax[d4cos(a

√
3x)+d5sen(a

√
3x)]+eat(− 1

40a5
cos(ax)+

3

40a5
sen(ax))+

1

16a2
x2

P1. Resuelva mediante coeficientes indeterminados:

1. z′′′ − 2z′′ − 5z′ + 6z = 30et

2. y(4) − 5y′′ + 4y = acosh(bx)− k

3. y′′′ + y′′ = 1 + 2t

4. y′′ + 10y′ + 25 = 14e−5x

5. y′′ − 2y′ + 5y = 25x2 + 12

6. y(4) − y′′′ = x+ ex

7. 2y′′′ − 3y′′ − 3y′ + 2y = (ex + e−x)2

8. y′′′ − 3y′′ + 4y = te2t − sen(t)

9. y(12) − y = et + 1
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2. Variación de parámetros

y′′ + p(t)y′ + q(t)y = f(t)

1. Resolver la ecuación homogénea. Encontrar una base {y1(t), y2(t)} para yh(t).

2. Se propone la solución particular yp(t) = u1(t)y1(t) + u2(t)y2(t).

3. Para determinar u1(t), u2(t), se reemplaza la solución particular 2, y se tiene la condición :

(
u′1(t)
u′2(t)

)
=

1

W (y1, y2)(t)

(
y′2(t) −y2(t)
−y′1(t) y1(t)

)(
0
f(t)

)

De lo anterior resulta:

u1(t) = −
∫ y2(t)f(t)

W (y1, y2)(t)
dt, u2(t) =

∫ y1(t)f(t)

W (y1, y2)(t)
dt

3. Ecuación de Euler-Cauchy

ant
ny(n)(t) + . . .+ a2t

2y′′(t) + a1ty
′(t) + a0y(t) = f(t)

Consideremos el cambio de variable u = ln(t), y la nueva variable y = y(u). Veamos sus primeras
derivadas 3:

dy

dt
= y′

1

t
d2y

dt2
=

1

t2
(y′′ − y′)

d3y

dt3
=

1

t3
(y′′′ − 3y′′ + 2y′)

Al aplicar el cambio de variable en la ecuación, resulta

bny
(n)(u) + . . .+ b2y

′′(u) + b1y
′(u) + b0y(u) = f(u)

2ya que y1(t), y2(t) son parte de la base de la solución homogénea:

P (t)[u′1y1 + u′2y2] + 2u′1y
′
1 + 2u′2y

′
2 + u′′1y1 + u′′2y2 = f(t)

P (t)[u′1y1 + u′2y2] + u′1y
′
1 + u′2y

′
2 +

d

dt
[u′1y1 + u′2y2] = f(t)

dado que hay una sola ecuación para u1(t), u2(t), suponemos u′1y1 + u′2y2 = 0 y se concluye la condición.
3Queda propuesto el cálculo.
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Ej.2 Resolver y′′′ +
1

4t2
y′ = t−1/2 t > 0

2.1 encontremos la solución homogénea:
para usar variación de parámetros, reduzcamos la ecuación a otra de orden 2, mediante el cambio
de variable w(t) = y′(t):

w′′ +
1

4t2
w = t−1/2

4t2w′′ + w = t−1/2 (1)

Notemos que la última ecuación es del tipo Euler-Cauchy. Al aplicar el cambio de variable
u = ln(t), y considerar la nueva variable w = w(u) y ver la ecuación homogénea:

4(w′′ − w′) + w = 0

El polinomio caracteŕıstico de esta ecuación es p(m) = 4m2 − 4m+ 1 = (2m− 1)2.
Luego

wh = c1e
u/2 + c2e

u/2u

y la solución homogénea de (1) está dada por:

wh(t) = c1t
1/2 + c2t

1/2ln(t)

2.2 Solución particular de (1):
Sea w1(t) = t1/2, w2(t) = t1/2ln(t). Se tiene que W (w1, w2)(t) = 1.

A continuación, se propone wp(t) = w1(t)u1(t) + w2(t)u2(t). Determinemos u1(t), u2(t):

u1(t) = −
∫ w2(t)f(t)

W (w1, w2)(t)
dt = −

∫
ln(t)dt = −t(ln(t)− 1)

u2(t) =
∫ w1(t)f(t)

W (w1, w2)(t)
dt =

∫
dt = t

Finalmente,
wp(t) = −t3/2(ln(t)− 1) + t3/2

2.3.
w(t) = [c1t

1/2 + c2t
1/2ln(t)] + [t3/2 − t3/2(ln(t)− 1)]

Integrando, se obtiene el valor de y(t).
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P2. Resuelva mediante variación de parámetros:

1. y′′ + 25y = sen2(t)

2. y′′ + 4y = tg(t)

3. y′′ + 2y′ + y = e−x

4. y′′ − 2y′ − 3y = 64e−x

5. (x2 − 1)y′′ − 2xy′ + 2y = (x2 − 1)2
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