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1. Coeficientes Indeterminados
= Sirve para encontrar una solucion particular.
= Es aplicable s6lo a ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes.

s Es usado cuando

ki ay™ (z) = q(z) = iew(ﬂ(fﬁ)wswﬁ) + Qi(x)sen(Bix)) (1)

donde oy, 3; € R; Pi(x), Q;(z) son polinomios.

1.1. Aplicacién
1. Encontrar la base {y1,...,y,} de la solucién homogénea y,(z).
2. Determinar el anulador de ¢(x)

3. Aplicar anulador y resolver una nueva ecuacion homogénea.

4. La solucién de esta tltima ecuacién tendra por base a {y1,...,Ym}, m > n. Luego,
{Ynt1,---,Ym} serd la base de la solucién particular y,(z) de (1).
5. yp(z) = > diyr(z) se reemplaza en (1), para obtener los coeficientes indeterminados
k=n+1
{dns1,- -, dm}

1.2. Anuladores
Vn >1,b#0:

Familia de funciones Polinomio anulador
{ew xe®™ ... z"lew} (D —a)"

{e%cos(bt), xe®@cos(bt), ..., x" te@cos(bt)}  [D? — 2aD + (a* + b*)|"
{evsen(bt), ze*sen(bt), ..., a" te@sen(bt)} [D? — 2aD + (a* + b*)|"
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Ejl. Encuentre la solucién de y® 4 8a3y” = a + e*®cos(ax).

1.1 El polinomio caracteristico es

p(m) = m® 4+ 8a*m? = m?*(m® + (2a)*)

= m*(m 4+ 2a)(m? — 2am + 4a?)
de raices m; = mg =0, mg = —2a, mys; =a=* av/3i.

Asi, la base de la solucién homogénea es {1,z,e72%, ¢*cos(ay/3x), e**sen(av/3z)}, es decir

yn(z) = dy + dyx + dse™ 2" + €% (dycos(aN/3z) + dssen(ar/3z))

1.2 El polinomio anulador P(D) de a + e*cos(az) es P(D) = D(D?* — 2aD + 2a?), ya que el
anulador de a es D, y de e*®cos(ax) es D* — 2aD + 2a>.

Aplicando P(D) a la ecuacién:

y® +8a%y = a+ ecos(ax)
D*(D + 2a)(D* = 2aD +4a*)y = a+e"cos(ax) \ D(D* —2aD + 2a?)
D(D? — 2aD + 2a*)D*(D + 2a)(D* — 2aD + 4a*)y = 0

La solucion homogénea de esta nueva ecuacién tiene por base a
{1, 2,22 7297 e%cos(a\/3x), e®sen(ay/3x), e*®cos(ax), e sen(ar)}

Luego la solucién particular y,(z) tiene por base a {z?, e**cos(ax), e*sen(az)}. Es decir,
yp() = e (dscos(azx) + drsen(ax)) + dgz®

Reemplazando y,(z) en la ecuacidn, se determinan los coeficientes {ds, d7, ds}.

Antes, calculemos y/ y ) *:

y, = 2dg+ a?e"[(dg + dr)cos(ax) + (d7 — dg)sen(az))
ys) = e [—4A(ds + dr)cos(ax) + 4(ds — dr)sen(ax)]

Ipara calcular derivadas de un producto, se sugiere usar la férmula de Leibnitz: (f - g)(”) = Z (Z) f("*k)g(k)
k=0

2



Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas

Universidad de Chile

Reemplazando, y luego de ordenar:

[—4a°(dg + d7) + 16a’d;])e™ cos(ax) + [a(dg — d7) — 16a°dg]e** sen(ax) + 16adg = e*“cos(ax) + a

se obtiene el sistema de ecuaciones

—4a®(dg + dr) + 16a°d;
a5(d6 — d7) — 16a5d6

1 3

de solucién dg = ———
e solucion dg 10a5 &

Finalmente,

y(z) = dy+dyz+dse 2 +e%[dycos(aV/3z)+dssen(ay/3z)]+e (—

~ 400

ds

B 1
1642

16a3dg

P1. Resuelva mediante coeficientes indeterminados:

1. 2" — 22" — 52 + 62 = 30¢e

2. yW — 59" + 4y = acosh(bz) — k

3.y +y" =142t
4y’ +10y + 25 = 14e5
5. y" — 2y + 5y = 2522 + 12

6. y(4) _ y/// — x4 e

7 2y/// o 33/” o 33/, + 2y — (ez + e—w)Q

8. y" — 3y’ + 4y = te* — sen(t)

9. y12 —y=¢t 4+ 1

1
00 cos

(az)

+74Oa5 sen

(ax))+

1
16a2x
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2. Variacion de parametros

y' + o)y +a(t)y = f(1)
1. Resolver la ecuacién homogénea. Encontrar una base {y;(t), y2(t)} para yu(t).
2. Se propone la solucién particular y,(t) = ui(¢)y1(t) + ua(t)ya(t).

3. Para determinar u;(t), uo(t), se reemplaza la solucién particular 2, y se tiene la condicién :

ORI i
uy(t) W (y1,y2)(t) —1
De lo anterior resulta:

pOI)

yi(t) (1) d
Wy, y2)(t)

wlf) =~ W (o) ()

7(“-7 U2<t) - t

3. Ecuacién de Euler-Cauchy

ant™y () + ..+ agt®y" (t) + arty' (t) + aoy(t) = f(t)

Consideremos el cambio de variable u = In(t), y la nueva variable 5 = y(u). Veamos sus primeras
derivadas 3

dy 1

a Yy

d*y 1.,

a2 = 3(31 /)

d3 1

T;g — t73( —I! 3—/I+2y/>

Al aplicar el cambio de variable en la ecuacion, resulta

b (u) + ...+ 0oy (u) + 017 (u) + bo¥(u) = f(u)

Zya que y1(t), y2(t) son parte de la base de la solucién homogénea:

P(t)[ufy1 + ubye] + 2uiy) + 2ubys +ufyr + usyz = f(t)
d
It — [ufyr 4+ uhya] = f(¢)

dado que hay una sola ecuacién para uq(t), ua(t), suponemos ujy; + ubys = 0y se concluye la condicién.
3Queda propuesto el calculo.

P(t)[ujy1 + upys] + uiy) + upys +
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1
—y =t >0

Ej.2 Resol "
J esolver y +4t2

2.1 encontremos la solucion homogénea:
para usar variacion de parametros, reduzcamos la ecuacion a otra de orden 2, mediante el cambio
de variable w(t) = v/(t):

W 4 —w=t""?

4¢2
420" +w =t (1)
Notemos que la iltima ecuacion es del tipo Euler-Cauchy. Al aplicar el cambio de variable
u = In(t), y considerar la nueva variable W = w(u) y ver la ecuacién homogénea:

4(w" —w')+w=0

El polinomio caracteristico de esta ecuacién es p(m) = 4m? —4m +1 = (2m — 1)2.
Luego
Wh = c1e™? + cre?u

y la solucién homogénea de (1) estd dada por:

wi(t) = et + ot 2In(t)

2.2 Solucién particular de (1):
Sea wy(t) = t/2, wy(t) = tY/2In(t). Se tiene que W (w1, wy)(t) = 1.

A continuacion, se propone w,(t) = wy (t)u;(t) + wa(t)ua(t). Determinemos uy (), ua(t):

w () = — W@gfu(f o = — [ In(tydt = ~t(in(t) 1)

o wm@®f@) _
us(t) = W(wwdt—/dt_t

Finalmente,
wy(t) = —t32(In(t) — 1) + 32
2.3.
w(t) = [ertV? 4 ot PIn(t)] + [t3/% — 32 (In(t) — 1)]

Integrando, se obtiene el valor de y(t).
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P2. Resuelva mediante variaciéon de parametros:
1.y’ + 25y = sen?(t)
2. y" 4 4y = tg(t)
3. YV +2)+y=e"
4. ¢y — 2y — 3y = 64e™"

5. (22— 1)y" — 22y’ + 2y = (22 — 1)?



