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P1. (a) Aplicando transformada de Laplace a cada termino del lado derecho de la expresién se

tiene:
L (Mc_a)g[eat — e COS(Ct)]> (s) = mﬁ(eat — b cos(ct))(s)
= I L) — L coslen)(s)
(b —a)
= ( ! L(cos(ct))(s — b))
1 s—b
B b—a <s—a s—b)Q—i—cQ)
B c(b? + ¢® — bs + as — ab)
@+ b-a))(s—a)((s—b)* +¢?)
(0.6 pto.)
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= m[ﬁ(sen(ct))(s —b)
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(0.6 pto.)

Sumando ambas expresiones nos resulta:

S — e — e cos(c 71) —a e’ sen(c s) = 0(02 il Gl b)Z)
(= O+ g ) ) = G sl
RN
1 c

s—a(s—b)?+c?
— L(e)(5)L(e"sen(ct)(s)
— (e x eMsen(ct)(s)

(0.6 pto.)
Aplicando el Teorema de Lerch, se deduce la igualdad:
h—
e x ebsen(ct) = W(j_a)g[eat — e’ cos(ct)] + meb%en(ct).



(0.2 pto.)

(b) Haciendo uso de la funcién de Heaviside, escribimos la funcién f como:
—sen(t) , 0<t<
£(6) = sen(?) =UST _ sen(t) + (—m cos(t) + sen(t)) Ha (1)
—mcos(t) , t>m.

= f(t) = —sen(t) + (wcos(t — 7) —sen(t — m))H(t),

pues cos(t — ) = —cos(t) y sen(t — ) = —sen(t).

(0.2 pto.)
Aplicando Transformada de Laplace a esta funcién:
L(f(t))(s) = —L(sen(t))+ wL(cos(t —m)H(t))(s) — L(sen(t — m)H(t))(s)
= —ﬁ + me " L(cos(t))(s) — e " L(sen(t))(s)
_ 1 —7s S —7s 1
N _52—1—1%_71-e 211 ¢ 241
(0.7 pto.)
Sea Y (s) = L[y(¢)](s), entonces:
" d d 2 / d 2 !
Lity")(s) = =L O(s) = == (s7Y (8) = sy(0) = ¢'(0)) = = —(s"Y (s) = 4'(0))
() + YY),
L2y (DI(s) = —2(sY(s) —y(0)) = =2sY(s).
d

Lity®(s) = —LlyB)](s) = =Y'(s)-

Luego aplicando Transformada de Laplace a la ecuacién diferencial y lo calculado anterior-
mente, se obtiene:
—(14sHY'(s) —4sY (s) = —% pre TS e
s2+1 s2+1 s2+1
que es equivalente a:
4s 1 mse T8
v o @re @y @

Y'(s) +
el cual es una ecuacion de ler orden.

(1 pto.)

Esta ecuacion se puede escribir como:

(82 +1)2Y"(5) +4s(s> + )Y (s) =1 —mse ™ 4+ e ™ =14 (1 — ws)e ™.

((s2+1)2Y (s))’

Integrando obtenemos con respecto a s:
(s*+1)*Y(s) =s+se ™ +¢c, cER,

de donde o

S 4 se 4 Cc
(82+1>2 (82+1)2 (82+1)2

Y(s) =



(0.6 pto.)

Aplicando transformada inversa, nos da:
-1 s 1| s -1
0= | 0+ [ 0+ [ ] @
Pero

2 j_ 12 =23 i_ 132 :_ 7= L[cos(t)](s)L]sen(t)](s) = L[cos(t) * sen(t)](s)

= [ {M] (t) = cos(t) * sen(t).

6 también

e | 0 =567 [ )| 0 = -3t | | ) = gesente

De forma andloga:

52 j_ )2 = i_ 132 :_ 7= L[sen(t)](s)L[sen(t)](s) = Lsen(t) * sen(t)](s)

= L' {(shlrl)?} (t) = sen(t) * sen(t).

6 también
o - ¢ [t 0= efimn] oo

_ [/: { /0 t ;tsen(t)dt} (s)] )

= %/0 T sen(7)dr
1
= i(sen(t) — tcos(t)).
(0.4 pto.)
En forma similar:
e‘”m = e " L[cos(t) x sen(t)](s)
entonces por la propiedad 7 (traslacién)
e ) = £ e o) xsen(0]()()
= H,(t)L7'[L[cos(t) * sen(t)](s)](t — )
= H.(t)(cos(:) * sen(-))(t — m)
= H.(t)(cos(t — m) x sen(t — 7))
= H;(t)(cos(t) = sen(t)).
O también,
e ™ Ernrhe e "L [tsen(t)} (s)



usando entonces la propiedad 7 (traslacién) obtenemos:

_ —7s S _ —17, —ms 1
L7 e m](t) = L7 L{Qtsen(t)] (s)](t)

_ %Hw(t)[t sen(t))(t — )
= SH(0)(t — m)sen(t — )

(0.5 pto.)

Por tanto, usando cualquiera de las transformadas, la solucién es:

y(t) = cos(t) = sen(t) + Hy(t)(cos(t) *sen(t)) + csen(t) x sen(t), c€R

y si usamos las otras, la solucién es:
1 1 1
y(t) = §t sen(t) + iHﬁ(t)(t —m)sen(t —7m) + ¢ §(sen(t) —tcos(t)), ceR.

(0.2 pto.)

P2. (a) Para resolver este sistema debemos primero tratar de diagonalizar la matriz, calculamos

entonces los valores propios:

—-1-Xx 4 2
|A— M| = 4 —1-X =2
0 0  6-X
= —(A+ 12\ —6) + 16(\ — 6)
=(A=6)(=A2 =2\ —1+16)

= —(A=6)(\* +2\ —15)
=-(A=6)A+5)(\—3)

Por lo tanto los valores propios son A = 6, A = —5 y A = 3. Procedemos a buscar los vectores

propios, para el primer caso:

-7 4 2 V1
(A—6l)v = 4 -7 =2 Vg =0
0 0 0 U3
Sumando las dos primeras ecuaciones obtenemos —3v; — 3vs = 0 0 sea v; = —vs. Usando
esto en la primera ecuacién concluimos que 7vg + 4vg + 2v3 = 0, luego vz = —12—1112. Tomando

como pardmetro libre vy = 2 obtenemos el vector propio v = (-2, 2, —11)7.

Continuamos con el valor propio —5

2 U1
(A—6lv=| 4 4 -2 ve | =0
11 V3



De lo que se deduce vz = 0y 4v; +4vy = 0. Luego un vector propio es (1, —1, 0)7. Finalmete

para A =3
—4 4 2 (%1}
(A—6l)v = 4 -4 -2 Vg =0
0 0 3 U3

Por lo tanto vs = 0 y —4v; + 4vy = 0. Un vector propio asociado es (1, 1, 0)7. Con esto ya

podemos escribir la solucién general

-2 —1 1
z=0C 2 e+ ¢, 1 e 105 1 | ¥
—11 0 0

(2.0 pto.)

Una alternativa a esto es escribir la matriz exponencial et con la diagonalizacién y darse

parametros para la condicién inicial. Con esto la solucion es

T = €At$0 _ CeDt C«—lxo
N——
K

donde el vector K tiene las constantes que dependen de la condicién inicial 2°. Trabajando

un poco la expresién se deberia llegar a lo mismo que antes.

(b) (i)
El sistema de EDQO’s es equivalente a
=z +8y
y=z-y
Tomando transformada de Laplace a ambas ecuaciones obtenemos
sX—2(0)=sX-1=X+8Y
sY —y(0)=sY —-1=X-Y

(0.5 pto.)

Despejando Y de la segunda ecuacién (alternativa: despejar X de la primera ecuacién):

X+1
Y = +
s+1
Reemplazamos esto en la primera ecuacién:
X+1
sX—-1=X+38 < + >
s+1

Con lo cual

X([s—1-— 8 8 +1
s+1 s+1

¥ -9 _ 8
s+1 s+ 1
8 s+1 s+9

=X = =
52—9+82—9 52 -9




Ahora separando en fracciones parciales tenemos

¥ — s+9 2 n -1
 (s—3)(s+3) s—-3 s+3

Tomando transformada inversa obtenemos

r=2e — e

La expresion para Y la despejamos de la relacién que obtuvimos antes

Y_X—|—1_Sszt99+1 s+9+s2-9 s(s+1) s

s+1 s+1  (s2-9)(s+1) (s2-9)(s+1) s2-9

Separando Y en fracciones parciales

- 5 12 1)2
Y_(s—S)(s+3)_sf3 s+3

Tomando inversa finalmente se tiene que

713t 1 —3t
yf2e +26

(1.5 pto.)

(a)(ii) Debemos calcular una matriz fundamental de soluciones, la manera mas sencilla es
calcular la exponencial de A, para ello intentamos diagonalizar A, primero calculamos los

valores propios:
A= M| =X —tr(ADA+ A =22 -0-A-9=)1* -9

Los valores propios son entonces A = 3 y A = —3. Obtenemos algin vector propio por cada

valor, primero con A = 3:

—2 8 V1 N
weameve (F2) (7)o

Por lo tanto los vectores del espacio propio de A = 3 satisfacen v; = 4w, por lo que un vector

propio es (4 1)T. Procedemos con A\ = —3
4 8 v
(A= (=3))v =0« )=
1 2 V2
Luego los vectores propios de este valor satisfacen v; = —2uvs,, por lo que tenemos que (—2 1)7

es un vector propio. Luego tenemos la descomposicién:

A=CDC™!

con

Por lo tanto



-1
At _ 4 -2 et 0 4 -2
1 1 0 e 3 1 1
1 4P —2e7% 1 2
- 6 63t 673t —-1 4
Ahora para aplicamos la férmula de variacién de pardmetros

t
x = et 4 eAt/ e~ 4b(s) ds
0

Lo cual es equivalente a

1 [ 4e3 —2¢3
r==
6\ o3t o3t

1 [ 4e3 2¢~ 3¢ /75 e 35 0 1 2 e s p
- S
6\ 3 e3¢ 0 0 e -1 4 se’
eSt _ 673t N 1 463t 7267315 /t e 4s + 25e 2s
%e?ﬁ 4 167315 6 eSt 673t 0 _628 + 48648
e3t _ o3t . 1 4e3t  _9e—3t % _ %efzu _ o2t é€72t
%e?’t 4 13t 6 3t e—3t % _ %6215 4 pedt — Lot
( e3t _ =3t ) < %é}‘t_tet_iet_ie—?)t )
= +
1.3t , 1,-3t 1.3t 1,—t 1.t , 1,-3t
5€ + 5€ g€ g€ g€ + ze
5.3 _ 5,-3t _ 1.t t
_ ( 5€ Je e te )
5.3t | 5,-3t_ 1_—t 1t
g€ T g€ g€ g€

Otra manera de obtener este resultado es ocupar la formulaciéon con integral indefinida de

variacion de parametros

r=eMK + eAt/efASb(s) ds

Donde K es un vector que se puede despejar con las condiciones iniciales. También se puede

obtener una matriz fundamental a partir de la solucién de la parte (i) y aplicar la férmula

de variacién de parametros con esa matriz.

También se puede resolver via sustitucién (i.e. despejando una variable de una ecuacion,

sustituyendo en la otra y obteniendo una ecuaciéon de segundo orden para la otra variable,

resolver y devolverse).

P3. (a) Puesto que f’ € C4, su transformada de Laplace existe y esta dada por:
L(f'(t))(s) = sF(s) = f(0F).
Tomando limite cuando s — oo en la anterior expresion

lim L(f'(t))(s) = lim sF(s) — f(0™).

§—00 §—00

(2.0 pto.)



(0.6 pto.)

Usando el hecho que lim;_,oo L(f'(t))(s) = 0, pues f’ € C,, deducimos que:

lim sF(s) = f(07).

§—00

(0.4 pto.)
Por otro lado, usando la definiciéon de Transformada de Laplace:
L0 = [ e o
Tomando limite cuando s — 0 en al anterior expresién, obtenemos:
li £(7/(0)s) = i [ e = [Camenroa= [ 1
= i /Ob 70t = Jim f@)l; = lim 1(0) — F(07).
(0.6 pto.)
Finalmente, usando la ecuacién (0.1) se deduce que:
i (sF(s) — f(01)) = lim £(/(1))(s) = lim f(b) — (0)
de donde
(1111(1) sF(s) = blggo 1)
(0.4 pto.)

(b) Consideremos la funcién H(t) = A®(t) — ®(¢)A, la cual es derivable. Entonces,

H'(t) = AD'(t) — ®'(¢) A.

(0.4 pto.)
Puesto que ®(t) es la matriz fundamental, entonces satisface: ®'(t) = AD(¢).

(0.4 pto.)
Sustituyendo en la igualdad anterior nos resulta:

H'(t) = AA®(t) — AD(t)A = A(AD(t) — ®(t)A) = AH(1).

(0.4 pto.)
Por otra parte, H(0) = A®(0) — ®(0)A=Al —JA=A—-A=0.

(0.2 pto.)




En consecuencia, tenemos el PVI:

H'(t) = AH(®)
HO) = 0

Se sigue del Teorema de existencia y unicidad que: H(t) = 0, para todo t. Por tanto, A®(t) —
®(t)A = 0 implica AD(t) = ®(¢)A. Esto significa que las matrices A y ®(¢) conmutan.

(0.6 pto.)
(¢) Una matriz fundamental del sistema primal satisface
M' =AM
Por otro lado una matriz fundamental del sistema dual satisface
N' =-A"N
(1.0 pto.)

Usando la regla del producto para la derivaciéon de matrices.
(NTM) = (NTYMANTM' = (N)YT+NT"M = (~ATN)TM+NT(AM) = —-NTAM+NTAM =0
Luego N7 M es constante pues su derivada es nula.

(0.5 pto.)

Cualquier solucién del sistema primal se escribe
u= M(t)xg

Donde xg es un vector constante (no necesariamente la condicién inicial, pero si depende de

ella). Lo mismo pasa para las soluciones del dual
v=N(t)yo
Luego
vu = yI NT My

y acabamos de demostrar que la matriz del medio es constante y los otros vectores son

constantes, luego la multiplicaciones de las soluciones es constante.

(0.5 pto.)



