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P1. (a) El polinomio caracteristico asociado a esta EDO es:

p(\) = A3 — 527 47\ - 3.
Las raices de p(\) = 0 son:

A1 = 1 (multiplicidad 2),
A2

3 (multiplicidad 1),

asf el sistema fundamental de soluciones es: {e%, we®, e3%}. Luego, la solucién general es:

3
y(x) = c1e” + coxe® + cze’®,  c1,c9,c3 €R.

(2 pto.)

(b)

(i) lera forma:

Sea z(t) = y(t?), entonces:

2ty (1) = 2V/zy/ (z)
() = 2y (1) + 4ty (%) = 2y (2) + day” ().
Sustituyendo en la EDO:

dzy’ + 2y — 8wy — by = (3y/x + 2)e V7,

nos resulta:

2 (t) — 42'(t) — 5z(t) = (3t +2)e "
2da forma:

Sea = = t2, entonces 4 = 2t y &

. Ezézi.Ademés
oy _dydr 1dy
4 dr  dtdr 2t dt
g Py d(Ldyyd(Ldyy e
dz?  dx \ 2t dt dt \ 2t dt ) dx
_ 1 ldy 1d] 1 [ ldy %
2t | 22dt  2dt2| 42| tdt  dt? ]’
Reemplazando obtenemos:
1 ldy d?y 1 dy _
==+ — |+ (2-8t)=— — by = (3t +2)e*
4t2[ par T | TR 85 o= B4 2)e
o bién



(74) El polinomio caracteristico asociado a esta EDO es:
p(A) =X =4 —5=A+1)(A—5),

cuyas raices son: \; = —1, Ay = 5.

(0.5 pto.)

t

Asf el sistema fundamental de soluciones es: {e %, e }. Luego, la solucién de la ecuacién

homogénea asociada es:

2n(t) = cre™t +cpe®,  cp,c0 €R.

(0.5 pto.)
Ahora busquemos la solucién particular.
1ra forma: (Coeficientes indeterminados)
Busquemos una solucién particular de la forma
zp(t) = te ' (A + Bt),
entonces
Z(t) = e "(A— At+2Bt— Bt®)
z)(t) = e '(—2A+2B+ At — 4Bt + Bt?).
Reemplazando en la EDO, nos resulta:
e '(=12Bt — 6A + 2B) = (3t +2)e™ ",
de donde
(=12Bt — 6A + 2B) = (3t + 2),
lo que implica: B = —% vy A= —15—2, por lo que la solucién particular es:
Lo
Zp(t) = fﬁte (5 +3t).
(1.5 pto.)
Asi, la solucién general, en términos de z, es:
—t se Loy
z(t) = cre”" + cqe”t — Ete (5+ 3t),
(0.3 pto.)
y por tanto la solucién general de nuestra ecuacién inicial es:
1
y(r) = cre™V® 4 eV — E\/Ee_ﬁ@ +3vx).
(0.2 pto.)




2da forma: (Variacién de Pardametros)
Buscamos una solucién particular de la forma: z,(t) = u1(t)z1(t) + ua(t)22(t), donde

21(t) = ety z3(t) = €. Entonces

et ot y
W(z1,22)(t) = Lot st | T 6e™".
Luego,
W (t) =  zq(t) _ (Bt +2)e” _ 3t+2
W (t) Gelt 6
u(t) = z1q(t) e (3t +2)e”t (Bt +2)e
2w 6edt - 6 ‘

Integrando, obtenemos:

3t+2 1
ul(t):—/ + dt:—ﬁ(3t2+4t)

6
1 1 5
— 9 —6t - _ = —6t 2y
uz(t) 6/(3t+ Ye °tdt 3¢ (t+6)
Por tanto,
1 5 1 5
t)=—e (=Bt +4t) — (t+ =) = ——e (3> + 5t + =).
ap(t) = 5o (B8 +48) — (14 2)) = e U3 + 5t + )
(1.5 pto.)
Asi, la solucién general, en términos de z, es:
1
2(t) = cre™t + cpe® — —e (3t + 5t + §),
12 6
(0.3 pto.)
y por tanto la solucién general de nuestra ecuacion inicial es:
1 5
y(z) = cre™V® + cpe®VT — Ee_ﬁ(i%ac + 5z + 6)
(0.2 pto.)

P2. (a) Sea ¥y (z) = zsen(2log(z)), entonces
V(@) = sen(2log(x))+ 2cos(2log(a))
W@) = (cos(2log(x)) — 2sen(2log(x).
Luego, reemplazando
xQ(%(COS(Q log(2)) — 2sen(2log(z))) — z(sen(2log(z)) + 2 cos(2log(x))) + 5z sen(2log(x)) =

2x(cos(2log(x)) — 2sen(2log(z))) — x(sen(2log(x)) + 2 cos(2log(z))) + 5z sen(2log(z)) =
2z cos(2log(z)) — 4asen(2log(x)) — xsen(2log(z)) — 22 cos(2log(x)) + 5z sen(2log(x)) = 0.

(b) Considere la ecuacién diferencial y” + p1(x)y’ + p2(x)y = 0. Por la férmula de Abel

tenemos:
W) = Coxp(~ [ pa(a)da).

En este caso, p1(z) = —%, entonces

W(x) = C’exp(/ %)dx =Cu.



(0.5 pto.)

Para la segunda solucién, usemos la férmula de Liouville:

1
yz(x) =1 ((E) / ﬁe_fpl (x)dmd.%',

Y1
1
o) = wsen(2lox(v) [ s

1
— :csen(?log(x))/xseng@bgwdx
= msen(210g(a:))%(—cot(210g(33)))
= —gcos(Qlog(x)).

(0.5 pto.)
entonces

yn(z) = crzsen(2log(x)) — 022 cos(2log(z)), c1,c0 € R.

(c) La funcién de Green se define como:
1
G(z,s) = ——(— + .
(z,5) W(y1,yz)(8)( y1(x)y2(s) + y2(2)y1(s))

Asi

G(z,s) = (—x sen(2 log(a:))(—é cos(2log(s))) — ;cos(2log(x)))s‘sen@log(s)))

N — Sw | —

= —z[sen(2log(x)) cos(2log(s)) — cos(2log(x))sen(2log(s))]
= %:17 sen(2log(x) — 2log(s))

= %x sen(2log(z/s)).

(d) La solucién particular queda escrita como:
wie) = [ G ss)ds
= /%x [sen(2log(x)) cos(2log(s)) — cos(2log(x))sen(2log(s))] %ds
= %xsen(?log(m)) /005(2 log(s))%ds - %x cos(2 log(x))/sen(2 log(s))éds
= ixsen(2 log(x))sen(2log(s)) + %x cos(2log(z)) cos(2log(s))
= ixsen(?log(x))sen@ log(x)) + ix cos(2log(z)) cos(2log(z)) (evaluando s en x)
= ix(sen2(2 log(x)) + cos?(2log(x)))
1
= 5%

Por tanto, la solucién general es:

1
y(z) = crzsen(2log(x)) — CQ% cos(2log(z)) + 5 e € R..



(e) Notemos que la solucién debe ser consistente con lo encontrado en las partes anteriores.

Definimos como nos indican ¢(t) = y(e'). Derivando la expresién

¢'(t) =y (e")e!
¢ (t) =y (e)e* +y (e =y (e)e® + ¢/ (t) = ¢(t) — ¢'(t) =y (e")e*

Con la ayuda de estas identidades escribimos la ecuacién en términos de ¢ y ¢

eZty//(et) _ ety(et) + 5y(6t) et

¢(t) = ¢'(t) — ¢ (t) + Bep(t) = ¢’
¢ (t) = 2¢'(t) + 5p(t) = €'
(0.5 pto.)
Ahora resolvemos la ecuacién homogenea para . El polinomio caracteristico es:
p(A) =22 —2X 45
y sus raices son
2+ 4 -2
A= 70 =1+
2
Por la base para la solucién homogénea es {e’ cos(2t), e'sen(2t)}
(0.8 pto.)

Para la solucién particular hay al menos tres formas de hacerlo. La primera (y més sencilla)
es mediante el método de coeficientes indeterminados. Dado que el polinomio diferencial que
anula el lado derecho es:

P(D)=(D-1)

Se propone una solucién particular de la forma y, = Ae. (Nétese que no es necesario men-
cionar el polinomio, sélo hacer la propuesta de solucién apropiada). Reemplazamos y, en la

ecuacién para encontrar el coeficiente

Aet — 246t + 5Aet = ¢!

Az‘(l—2+5):¢f:>A:i

Y por lo tanto la solucién es
t
e
W=7

La segunda manera es mediante el método de variacién de parametros de forma directa.
Proponemos una solucién y, = Fiy1 + Fay2 donde y; e y2 son las soluciones de la solucién

homogénea y el vector F' = (I, F»)T satisface

F:/cb—lbdt

b= O ) g W o2 ot cos(2t) sin(2t)
et |’ Yi o Y cos(2t) — 2sin(2t) sin(2t) + cos(2t)



-1 — et sin(2t) + cos(2t)  —sin(2t)
 cos(2t) sin(2t) + 2 cos?(2t) — cos(2t) sin(2t) + 2sin(2t) \ — cos(2t) + 2sin(2t)  cos(2t)

2

et sin(2t) + cos(2t)  —sin(2t)
—cos(2t) + 2sin(2t)  cos(2t)

Con lo que

o1y L < — sin(2t) )
2\ cos(2t)

P 1 [ —sin(2t)dt \ 1 ( cos(2t)
T2\ feos(2t)dt ) 4\ sin(2t)

Por lo que la solucién particular es

Y por lo tanto

1 ¢
Yp = Fiyr + Foys = i(et cos®(2t) + e’ sin?(2t) = ez

Ahora finalmente la tercera manera de encontrar la solucién particular es mediante el método
de variacién de pardmetros también pero usando la férmula de Green. Para ello necesitamos

la funcién de Green R(t, s), y el Wronskiano W (t):

W(t) = |®(t)| = e*(cos(2t) sin(2t) + 2 cos?(2t) — cos(2t) sin(2t) + 2sin?(2t)) = 2¢*

= f cos(2s) " sin(2s) = e* ™ (cos(2s) sin — sin(2s) cos
B(s,t) = e®cos(2t) e®sin(2t) = €™ (cos(2s) sin(2) (25) cos(21))

Ocupando la férmula de Green tenemos que (Q es el lado derecho de la EDO):

e [ 2

)
( )R(t,s) ds
= /26763“ (cos(2s) sin(2t) — sin(2s) cos(2t)) ds

Q
W(s
625

(sin(?t)/cos(?s) ds —cos(2t)/sin(2$) ds>

sin?(2t) N cos?(2)\ _ ¢
2 2 4

| R |

De cualquier forma la solucién general para la ecuacion queda

t
y = Chet cos(2t) + Caet sin(2t) + ez, Ch,Cy €R.

(0.7 pto.)

Notese que se recupera la solucién encontrada en las partes anteriores revirtiendo en el cambio

de variables

y = Crz cos(2log(z)) + Coxsin(2log(z)) + 2, Ch,C3 e R



P3. (a) Hay al menos dos maneras de demostrar que W (fy1, fyz, fyz) = f3W(y1,y2,v3). La
primera forma es engorrosa (pero vélidal), consiste en expandir el determinante de acuer-
do a la expansién por subdeterminantes (férmula de Laplace) por alguna fila o columna,

acd mostramos como expandir por la primera fila:

fy fy2 fys
W (fyi, fyz, fys) = v+ [yl F'y2 + fuys J'ys + fys
e+ 2 + fy Ty +2f v+ fys o fys +2f 5+ fys
_ f'ya + fus flys + fus
— 1
fy2 +2f ys + fys fys+3fys + fus
fy 'y + [yl f'ys + fus
- 2
Iy +2f vy + fy) fys +3f ys + fuy
v s 'y + fu f'y2 + fus
'y + 2y + fys fye +3f s+ fus

= fur [(f'y2 + Fuo) (f"ys + 2f y5 + fys) — (f'ys + fus) (fF"y2 + 2 ys + fy5)]
— fya [(f'yr + fyr) (Fys + 2F ys + fuz) — (f'ys + Fyz) (fyr + 291 + fud)]
+ fys [(f'yn + fy0) (Fy2 4+ 2 ys + fyz) — (F'y2 + fua) (F"yn + 2f'y1 + fyl)]

Después de trabajar (mucho!) la expresion anterior los términos con derivadas de f se cancelan

y queda sélo la expresion

P yrysys + yivays + vivsys — v vhys — n1ysys — y1vs vs)
La cual es equivalente a f3W (y1,v2,¥3). La segunda forma es ocupar las propiedades del
determinante, para mejor claridad del argumento escribimos el Wronskiano con notacién

vectorial:

f(y1,92,93)
W(fy17fy2afy3) = f/(y17y27y3)+f(y,17y/27yé)
"1 y2,y3) + 2" (Y1, vo, y3) + F(WY, v5 5 y3)

Ocupando la multilinealidad por filas del determinante tenemos que

f(y17y2ay3)

W(fylvfy%fy?)) = I (y1,92,y3)
f//(y17y27y3) + 2f/(y,17y/27y1/3) + f(yll/ayé/ayé/)

f(y1,92,93)

+ WLy, 95)

"y, v2,u8) + 2 (Y1, wa, us) + Fuls w5, v3)

Donde el primer determinante es 0 pues la segunda fila es linealmente dependiente de la

primera. La tercera fila es combinacién lineal de la segunda y la primera, luego podemos



aplicar el mismo argumento

(yla Y2, y3)
(yla y27 yB)
(s y2,u3) +2f (w1 v5, u3) + fF(ul 5, y5)

W(fy1, fy2, fys)

(1,2, y3) f(y1,y2,y3) fy1,y2,y3)
=| fhvsv5) | +2] fh,vhus) |+ fuiys,u5)
f"(y1, 92, y3) (WL, v, v5) F vy, vs)

Luego los dos primeros determinantes son 0 pues tienen filas linealmente dependientes. Por
lo tanto
f(y1,92,93)
W (fyr, fyz, fys) = f(y/u yéa yé) = fSW(yl, Y2,Y3)
F s, us)
Donde la ultima igualdad se justifica por aplicar tres veces la multilinealidad por filas del

determinante.

(1.5 pto.)

Para demostrar que el conjunto {e%, ze®, z?e*} es linealmente independiente, mostraremos
) 7 )
que su Wronskiano es distinto de cero, en algin punto z. Ahora, para el cilculo del Wron-

skiano, usaremos la parte anterior. Denotemos por:

yl(x) = 17 yQ(x) =, y3($) = .’Ezvf(l') =

entonces

W(e®, xe®, x2e”) = 3*W (1, 2, 27)

Por lo que debemos verificar que W (1, x,2?) es distinto de cero, en efecto:

1 x z2
W(lz,2?)=|0 1 2z |=1-1-2=2#0
00 2

La ultima igualdad es debido a que el determinante de una matriz triangular es la multipli-

cacion de los elementos de su diagonal.

(1.5 pto.)

P3. (b)

(i) Notemos que como y; > 0 en (a,b) y y1(a) = y1(b) = 0 necesariamente la funcién debe
ser no decreciente en a y no creciente en b, es decir yj(a) > 0y y;(b) < 0. Con esto en

mente procedemos, el Wronskiano estd dado por

W(x) = yu(x)ys(x) — vy (2)y2(x)

Luego
W(a) = yi(a)ys(a) — vy (a)ya(a) = 0-yy(a) — yi(a)yz(a) <0



La tultima desigualdad viene del hecho que yi(a) > 0 y que y2(a) > 0. Por el mismo

argumento

W (b) = y1(D)ya(b) — 1 ()y2(b) = 0 y5(b) — y1(b)y2(b) = 0

(1.0 pto.)

Omitiremos la variable independiente (x) en el siguiente argumento, pero se debe tener

en cuenta que todo lo que aparece son funciones. Derivando el Wronskiano
W' = (y1ya — vhye)' = yets + 192 — Yiy2 — ¥l

Ocupando las ecuaciones
yi = —ay1; ys = —Bye
Reemplazando en la derivada del Wronskiano
W' = —By1y2 + ay1y2 = (o — B)y1ye
Y por lo tanto
b
a

b
/ W (z) de = / (a(z) — B(x))ya (2)ya(z) da

(1.5 pto.)
Para concluir notemos que por el teorema fundamental del célculo se tiene
b
/ W' (x)dz = W (b) — W(a)

Ademas la integral del lado derecho es negativa pues y; > 0, yo > 0y a— 3 < 0. Luego
obtenemos
W) —W(a) <0 & W) < W(a)

Lo cual es contradictorio con lo encontrado en (i) pues ahi se demostré que
W(b)>0>W(a) & W(b) > W(a)

(1.5 pto.)

Por lo tanto la hipotesis de que y2 > 0 es contradictoria y se demuestra que y» debe

tener un cero en [a, b].



