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P1. (a)

(i)

Reyes Riffo.

v =(y+1)(1+2).
Soluciones constantes: y + 1 =0 = y(z) = -1, Vo € R.

(0.5 pto.)

Asumir (y + 1) # 0, entonces

d 2
y% =(xz+1)dzx = lhnly+1= %—i—x—i—c, ceR.
6 equivalentemente (en caso que quiera despejarlo)
22
y=-1+4¢ exp(? +z), a€eR

(1.0 pto.)

Sea y = z® con o € R a determinar. Entonces y' = az®~'2’. Sustituyendo en la EDO

a1/ 322 , 322
oz E—— & =
29 4 3 z2a—l 4 g3za—l

Para que esta ecuacién sea homogénea el grado del numerador como el grado del de-

nominador tienen que ser iguales, esto se sucede si y sélo si
20— 1 = a + 2,

de donde o = 3.

(0.3 pto.)

Asi, la EDO queda escrita como:

2,3 2 z
p x4z T4z =

25 4322 234 g3 ;% 1

Hagamos el cambio de variable: z = ux = 2’ = v’z + u. Con esto, la ecuacién queda

escrita A
, U

v +u= wr = ———.
+ ud + 1

v
ud + 1

Esta ltima ecuacion es a variables separables.

(0.7 pto.)



Si u = 0 entonces z = 0, de donde y = 0 (sol. cte).

Asumamos que u # 0:

ud 41 11
(T)du =——dr < Inu— 35— —In|z|+c.
1/3
Pero u = - y—, entonces
x x
1/3 123
ln|y— B —Inlz|+ec.
x 3y
6 equivalentemente (después de hacer manipulaciones)
11||1x3 ‘:)1”:83
—1n —_———=c n - — =C1.
3 Y 3y Y Y 1

1ra forma: Sea y = 2%, entonces y' = az

(0.5 pto.)

Supongamos que « # 0, 1.

=14/ Sustituyendo en la ED se obtiene:

az? 1 = f(x, 2%),

de donde

a—1 @
L) = (e () ) )

Esta ecuacién, es efectivamente una ED homogénea, la cual haciendo el cambio de

variable z = ux se convierte a variables separables:

1./1 d Lr(ti1)—
u’x—i—u:f(,l) PN EZM
« u dz T

2da forma:

[ _ a¥ _a— Y
Yy —f(x,y)—f(x,l,a? xia) =T 1f(17x7a)'

Hagamos y = zx%, entonces 3’ = 2'z® + azx®~!. Luego, la ED se escribe como:
o +aza® Tt =227 f(1,2) & 2 = f(1,2) - az,
de donde la ED a variables separables a resolver es:

dz  f(l,2) —az

de x '
Consideremos el caso o = 0: f(Ax,y) = A1 f(2,9). En esta situacién, se toma como
A =z y asi tenemos

fLy)

T

y/ = f(xay) = f(Aalay) = xilf(]-ay) =
Esta ecuacion es a variables separables.

(0.5 pto.)




(iii)

P2.(a)

(i)

Ahora, consideremos el caso a = 1: f(Az, Ay) = f(x,y). En este caso también se toma
como A\ = x, por lo que

Y Yy

y/ = f(xay) = f (x,l,:t@) = f (17 7) .

T T
Esto es, llegamos a una ecuacién homogénea, y haciendo y = ux se llega a una ecuaciéon
a variables separables:

d 1 -

Wr+r=flu) o = M

dx T
(0.5 pto.)

Vamos a determinar el valor de « tal que f(A\x, \%y) = \*~1f(z,y):

ay_ Liat1¥ 1/2720¢ﬁ
FAz, \%y) = 2)\ . 3\ R

Para factorizar la funcién f, se debe de tener que a — 1 = 1/2 — 2a, de donde se tiene

-1
que o = 5.

(0.5 pto.)

(i) Buscamos soluciones particulares de la ecuaciones de la forma y, = ax?, notemos que

Y, = abz?~1; yg — a2p2

Luego reemplazando en la ecuacién tenemos que
abz’t + axb~! — a%2?%b = —4272
Necesariamente entonces tiene que suceder que
b—1=2b=-2

Lo cual sucede si y solamente si b = —1, reemplazando este valor tenemos que

2 -2

—az 2 t+ar? -2l = 4z

Por lo tanto

2

—a? = —4a72

Lo cual implica que a = +2. Tomar cualquiera de las dos soluciones esta OK.

(1.0 pto.)

Obs: La ecuacién tiene sentido sélo si x # 0.
Buscamos una solucién mediante el método de resolucién de la ecuacién de Riccati, es

decir usamos el cambio de variables:

_ 1_2 1
Yy=Yp+ = 2
con esto
;2 2
R

Reemplazamos esto en la ecuacién

z’+%+1 Zole_ 4
2 22 2 xz x  z a2



(0.5 pto.)

Continuamos el desarrollo

2 1% 4 1
T - -
22 xz/ 2?2 xz 22 2

3
— — 2% 1=
x
3
S+ 2Z =
x
(0.5 pto.)
Ahora resolvemos esta ecuacién via factor integrante.
w(x) = exp (/3/96 daz) = |z?
Por lo tanto la solucién homogénea es
C
p -
SR
(0.3 pto.)

y la particular
1 3

Acé hay dos alternativas vélidas para integrar, ponerse en los casos > 0y = < 0 o
ocupar la funcién signo y sus propiedades. Lo hacemos de la ultima forma:
L [t d Loty [ o= =
zp = ———— [ sgn(z)z” doe = —————— ?dr=——5=——
P sgn(z)a’ g sgrfT)a? 43 4

(la funcidn signo tiene la propiedad que sale de las integrales). Por lo tanto la solucién

encontrada es

C T
Z = Zp + Zp = W — Z
(0.6 pto.)
Finalmente debemos devolvernos en los cambios de variables
_2, 12 n 1
YTt Tt e
lz[3 4
(0.1 pto.)

P2.(b) Tenemos las hipdtesis del Teorema de Existencia y Unicidad Global. Por lo tanto el prob-

lema (PC) tiene solucién tnica que llamammos u(x).

(0.5 pto.)

Definamos ¢(z) = u(—x). Si derivando ¢ tenemos que



Como u satisface la ecuacién tenemos que
—u'(—x) = —f(—z,u(-x))
Usando la imparidad en la primera variable de f tenemos que
¢ (x) = —u'(—x) = f(z,u(-2)) = f(z, p(x))
Por lo que ¢ satisface la ecuacion. Pero también satisface la condicién inicial de (PC) pues
¢(0) = u(=0) = u(0) = yo

Luego ¢ es una solucién al problema (PC) por lo tanto por la unicidad se debe tener que

o(x) = u(z). Y por lo tanto u(—z) = ¢(x) = u(z) con lo cual la (tinica) solucién es par.

(2.5 pto.)

P3.(a) La ecuacién es de segundo orden sin variable dependiente. Por lo tanto usamos el cambio

z = y'. Reemplazando en la ecuacién
2 +42=0

(0.5 pto.)

Como es una ecuacion lineal de primer orden homogénea se puede usar factor integrante
o variables separables (también es vélido suponer que la solucién es de la forma Ae’).

Mostraremos como hacerlo con factor integrante:

() = exp (/4 dx) e

Por lo tanto la solucién homogénea ( y general pues es una ecuacién homogénea) es

z=zp=Cre ¥

(0.5 pto.)
Ahora para encontrar la solucién original nos devolvemos a y
y' = Cre ™
yzC’l/e_M dr + Cy
= —%67490 + Cy
Aplicamos las condiciones iniciales para encontrar Cy y Cy
y(0) =—-C1/4+Cy=a
y(0)=Ci =0
YporlotantoClzbngza—i-%
(0.8 pto.)




Como

lim y(t) = Cs

T— 00

tenemos que la constante buscada es a + g.

P3.(b)

(0.2 pto.)

(i) Ocupamos la ley de Torricelli para modelar el vaciado del tanque. Esto es que la

velocidad de caida del agua es igual a y/2gh(t) cuando la altura de esta en el tanque es

h(t)

(0.2 pto.)

Infinitesimalmente tenemos que el volumen de agua que cae en un instante t es
(Area del orificio) x (Velocidad de caida) x dt = wp>+/2gh(t)dt
Por lo tanto el volumen que ha salido hasta el instante ¢ esta dado por
V() = /mﬂ\/m ds (0.1)

(También pueden darse argumentos con At).

(0.3 pto.)

Notemos que volumen de agua que ha salido también es igual a la diferencia de volumen
dentro del tanque entre el tiempo 0 y el tiempo ¢

1
"3

El radio r(t) se puede obtener mediante la relacién

Ve(t) = Vi (0) — Vi () = e HoR? — %Wh(t)r(t)Q

R r(t)
tan(0/2) = — = —=
an(0/2) = 7= oS,
donde 6 es el dngulo de apertura del cono. Luego r(t) = Rgff) (Un argumento de

semejanza de tridngulos también es valido). Luego la expresién para Vs es

1 1 R?
Vs(t) = Vp(0) = Vp(t) = ngORQ — gw?h(t)‘?
0

(0.5 pto.)
Luego juntando lo anterior con la ecuacién (0.1) tenemos que:

h(t)3

/%02\/ 2gh(s) ds = %{ﬂ’RQ(Ho ~H )

Derivando esta ecuacién tenemos que

1, R?

p*\/2gh(t) = —ggfgh(t)2h/(t)

(Siyallegan a algo como esto tienen todo el puntaje). Arreglando la ecuacién tenemos

que

h(t)?h'(t) _  Hj 2
VOl —R*g\/%p

La cual es una ecuacién de variables separables.



(0.5 pto.)

(ii) Resolvemos la ecuacién por variables separables

h? Ho 0
— = >V 290t +C
/hz N

H2
/h% dh = fR—g\/QngHC
2 H?
5hg = —R—g 2gp%t +C

Con lo cual tenemos
H? 5,2 g 5 2
5 2

h(t) = (f—f—f 0ot + 0)5

(1.5 pto.)
(ii) Reemplazando en la formula obtenida h(0) = H tenemos que
2 s
(0.5 pto.)

Por lo que el modelo queda finalmente

5 H2

h(t) = (H§ - TPTW 0
p?

h(?) 2H0 R

SN

m\m

Para encontrar el tiempo t* en el cual el tanque estd vacio imponemos en la férmula

h(t*) = 0 de lo cual se deduce
1 2H0

*

)
(0.5 pto.)




