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Introduccién

La iniciativa de este trabajo nace en parte de conversaciones y comentarios entre colegas, sobre la
falta de apoyos bibliogrdficos alcanzables por los alumnos, en los temas de contenidos y especialmente
de ejercicios, en las asignaturas que contemplan Cdlculo Vectorial, Series de Fourier, Ecuaciones
en derivadas parciales, y Cdlculo complejo .

El texto aqui presente toma como base el programa curricular de la asignatura de Calculo 1V
para Ingenieria Civil, contemplando teoremas y algunas demostraciones importantes que ayudan al
entendimiento intuitivo, sin quitar la posibilidad o estudiantes de otras carreras y de otras asignaturas
a hacer uso de este apunte, como un apoyo en los temas de interés particular de sus especialidades.
Es asi que el texto se compone de cinco capitulos referentes a Integrales de Linea, Integrales de
Superficie, Series de Fourier, Ecuaciones diferenciales parciales y Variable compleja, cada uno de
los cuales en una estructura bdsica de motivacion, definicion, teorema, consecuencia, ejemplo o
ejercicio aclaratorio, y aplicaciones. Todo lo anterior complementando con un capitulo de Ejercicios
resueltos y otro de Ejercicios propuestos, con la intencion de motivar a los alumnos en el desarrollo
de su habilidad.
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Capitulo 1

Integrales de Linea

1.1. Campos Vectoriales y Campos Escalares

S

Definicién 1.1 1. Sise asigna un vector F(Z) a cada punto T de un cierto conjunto de puntos en
el espacio (por ejemplo los puntos de una curva, una superficie o una region tridimensional),
entonces se dice que en esos puntos existe un campo vectorial.

Figura 1.2: Campo de vectores normales a una

Figura 1.1: Campo de vectores tangenciales a
superficie

una curva

Mds generalmente: un campo vectorial en R" es una funcidn F:D CR* - R que asocia
a cada punto & de su dominio D un vector F(¥). El campo vectorial se dibuja grdficamente
“pegando” una flecha F(Z) a cada punto & de su dominio.
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Figura 1.3: Campo vectorial.

2. Una funcion f: D CR* — R que asocia un numero real a cada punto  de su dominio D es
s
llamado un campo escalar. Por ejemplo, un campo vectorial F(x1,x2,...,x,) en R" tiene n
campo escalares componentes f1, fa, ..., fn de modo que:

—

F('Tla-r% 7-Tn) = (fl ($17$27 "'7xn)7 f2(l'1,l‘2, ~-~;$n); ) fn('rla'r% 7$n))

Ejemplo 1.1 1. Consideremos una pieza de material D, D C R®. La temperatura en cada punto
dentro de dicho cuerpo define un campo escalar T : D C R® — R, (z,y,2) = T(z,y,z) =
temperatura en el punto de coordenadas (x,y, z).

Figura 1.4: Campo escalar temperatura.

2. Segin la ley de gravitacidon de Newton, la fuerza gravitacional ﬁ(ar,y,z) ejercida por una
particula de masa m ubicada en el origen (0,0,0) sobre una particula de masa 1 ubicada en el
punto (z,y,z) # (0,0,0) estd dada por:

—-Gm
(22 + y2 + 22)3/2

ﬁ(xayaz): '(ZL',y,Z),

donde G es la constante gravitacional universal. El campo vectorial F es un ejemplo de un
Campo de Fuerzas (G = 6,67 x 10~ 'metro — kg — seg).
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\
7N

Figura 1.5: Campo de Fuerzas

1.2. Curvas en R"

En Célculos I y II, una curva en R? ha sido definida como el lugar geométrico de aquellos
puntos que satisfacen una cierta propiedad que relaciona a x e y. Por ejemplo, la curva definida por:
2 2
x*+y =1

es la circunferencia de centro (0,0) y radio 1, mientras que la curva definida por :
y=z> , 0<z<2

es parte de una parabola.

Esta forma de definir una curva no es adecuada para el estudio de las integrales de linea, en donde
una curva debe ser vista no solamente como un conjunto de puntos, sino como un conjunto
de puntos que son recorridos en un cierto orden. Por esta razon, consideremos en adelante
las curvas paramétricas.
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Definicién 1.2 Una curva paramétrica C en R" es un conjunto dirigido de puntos de la forma:
Z=a(t) = (a1 (t),as(t),...,an(t)) , a<t<b (1.1)

donde ai,as, ..., son funciones continuas en [a,b]; decimos que el conjunto es dirigido porque &
dicta un orden (o sentido) en el cual los puntos de C son recorridos cuando t varia desde a hacia b.
La funcién & : [a,b] — R™ es una representacién paramétrica de C.
Si la funcion .
Z=p(r) = (Bi(7),Ba2(7), -+, Bn(7)),  c<T<d (1.2)
es continua en [c,d], y existe una funcidn estrictamente creciente o la cual aplica [c,d] sobre [a,b]
(esto es, o ([c,d]) = [a,b]) y es tal que:

—

p(r) = d(o()), V7 € [¢,d],

entonces (1.1) y (1.2) representan la misma curva paramétrica C; esto es, a&) y B(r) recorren
el mismo conjunto de puntos, en el mismo orden, cuando t varia de a hacia b y T varia de ¢ a d.
Diremos en este caso que @ y E son representaciones paramétricas equivalentes de C, y que
3 es obtenida de @ por el cambio de parametro ¢ = o(7).

Ejemplo 1.2 Las funciones paramétricas:

at = (Bt , 0<t<V2
Bir) = ((L+7),(1+7)?%) -1<r<1
ambos representan el arco parabdlico y = x> , 0 <z <2, recorrido desde (0,0) hasta (2,4).
Yy
(2,4)

t=o(r)=V1+71

y a su vez @ es obtenida de 5 por el cambio de pardmetro inverso: T = o~ (t) =t — 1.

Observacion 1.1 De aqui en adelante, nos referiremos a las curvas paramétricas simplemente como
Curvas.
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Definicién 1.3 Diremos que un punto o estd sobre la curva C (o en la curva C) definida por (1.1)
si existe un ty € [a,b] tal que ¥y = d(tg). La coleccidn de todos aquellos puntos es la traza de C, y
es denotado por tr(C).

El siguiente ejemplo muestra que curvas distintas pueden tener la misma traza.

Ejemplo 1.3 Las funciones paramétricas:

a(t) = (cost,sent) , 0<t<2rm
B(r) = (cos(37),sen(37)) , 0<7<2r
F(r) = (senr,cosr) , 0<r<2rm

tienen la misma traza: la circunferencia unitaria x> + y> = 1. Sin em-

bargo, cada una de ellas representa una curva paramétrica distinta, dado
que: a(t) recorre una vez la circunferencia, en sentido contrario al de
las agujas del reloj, comenzando y terminando en (1,0), cuanto t recorre
[0, 27].

5(7) recorre tres veces la circunferencia, en sentido contrario al de las
agugjas del reloj, comenzando y terminando en (1,0), cuando T recorre
[0, 27].

F(r) recorre una vez la circunferencia, en el sentido de las agujas del
reloj, comenzando y terminando en (0,1), cuando r recorre [0, 27].

Figura 1.6: circunferencia
unitaria

Definicién 1.4 Sea C la curva definida por (1.1). Entonces d(a) y &(b) son el punto inicial y el
punto terminal de C, respectivamente. Si d(a) = @(b) , C se dice una curva cerrada. Sid(t1) # d(t2)
siempre que a < t1 <ty < b o a <ty <ty <b; entonces C se dice una curva simple.

Definicién 1.5 Una curva (paramétrica) se llama una curva cerrada simple (o curva de Jor-
dan) si ella es cerrada y es simple.

Ejemplo 1.4 1. La curva definida por: ¥ = d(t) = (t2,t*) , 0 <t < V2, es una curva
simple.

2. La curva definida por:
¥ =d(t) = (cost,sent), 0<t<2m,

es una curva cerrada simple, mientras que la curva definida por: ¥ = [3(7") = (cos(37),sen(37)),
0 <7 <2r, es cerrada pero no simple.
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3. Silatr(C) es como en la siguiente figura, entonces C no es simple:

Y

% tr(C)

‘ T

Si C y Cy consisten de los mismo puntos, pero recorridos en sentidos opuestos, diremos que C; es
la curva negativa de C, y escribimos: C; = —C y C = —(C;. Més precisamente:

Definicién 1.6 Sean C y Cy las curvas definidas por:

C:Z=a(t)=(ar(t),..,an(t)) , a<t<b.
C1 :f:B(T) :(51(7—)7“-7ﬂn(7—)) ’ c<7<d.
Si existe una funcion estrictamente decreciente p la cual aplica [c,d] sobre [a,b] y es tal que:
B(1) = au(r)), V7 €le,d], entonces diremos que Cy es la curva negativa de C, C; = —C.
Ejemplo 1.5 La funcién paramétrica d(t) = (2cost,sent), 0 < t < w, representa la mitad

superior de la elipse 9”4—2 +y

la funcién paramétrica: E(T)
representa a —C.

2 = 1 recorrida desde (2,0) a (—2,0). Si esta curva es C, entonces

a(—1) = (2cos(—71),sen(—71)) = (2cost,—sent), —7 < 71 < 0.

0,1)
. (—2,0) (2,0) =
(=2,0) | 2,00 = ’ |
Figura 1.7: Curva C Figura 1.8: Curva —C
Observacién 1.2 SiCy, Co, ... , Cx, son curvas paramélricas en R" tal que el punto terminal de C;

coincide con el punto inicial de C;j1q, Vi € {1,2,....k — 1}, entonces escribiremos C = C; + Cy + ...
+ Ci, para denotar a la curva obtenida recorriendo Cy, Co, ... , Cp en este orden.
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Ca

/EJ N

~

v~

Ci+Co+C3+Cy

1.3. Curvas suaves y Curvas seccionalmente suaves

La derivada de una funcién paramétrica @ : [a,b] — R es o/ (t) = (/) (), ay(t), ..., o, (t)) para cada
t € [a,b] en el cual (o) (t),ab(t),...,al (t)) exista. Aqui a}(a) y a}(b) deben ser interpretados como

derivada a la derecha y a la izquierda, respectivamente.

Definicién 1.7 1. Una curva C se dice ser suave si puede ser representada por ¥ = d(t),
a <t <b, donde & tiene derivada continua en [a,b] y o (t) # (0,0,...,0) Vt €]a, b].

2. Una curva C se dice ser seccionalmente suave si C = Cy + Co + ... + Cp, donde C1,Cs, ...,Ck
son suaves.

Ejemplo 1.6 1. La circunferencia unitaria es una curva suave. En efecto, ella puede ser repre-
sentada por:

a(t) = (cost,sent),0 <t < 2.

Claramente @ tiene derivada o (t) = (— sent,cost), la cual es continua en [0,2x7], y ademds:

a(t) # (0,0), Vit €]0,2n[. (Notar que o' (t) - @(t) = 0 YV t, es decir el vector tangente es
perpendicular al vector radio en todo punto.)

2. La curva 7(t) = (t —sent, 1 —cost), =27 < t < 2x, la cual representa dos arcos de un cicloide,
es seccionalmente suave. En efecto:

-

r'(t) = (1 — cost,sent).

r(t) = (0,0) < t=—2r0,2r
C1 Ca

—27 ‘0 27 @

Figura 1.9: 7(t) = (t—sent,1—cost), =27 <t < 2w
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1.4. Longitud de Arco

Por definicién, la longitud del segmento de recta de #; a s en R”
es ||#2 — Z1||. La siguiente definicién extiende la nocién de longitud a Yy
curvas mas complicadas.

Figura 1.10: Distancia entre ¥
y T2
Definicién 1.8 Supongamos que C es una curva representado por @ : [a,b] = R™. Sea P :a =ty <
t1 < ... < tp = b una particion de [a,b], y definamos:

Lp(C) = Z ll6i(t5) — a(t-1)l

Entonces C se dice ser rectificable si el conjunto {Lp(C) : P es una particion de [a,b]} es
acotado superiormente, en cuyo caso la longitud de arco de C se define como:

L(C) = sup{Lp(C) : P es una particion de [a,b]}

(En palabras simples, una curva es rectificable si es de longitud finita).

Teorema 1.1 Si C = C; + C2 + --- + Ci, entonces C es rectificable si y sélo si C1,Cs,...,Ci, son
rectificables, en cuyo caso L(C) = L(Cy) + L(C2) + -+ L(Ck)
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Teorema 1.2 SiC es una curva suave con la representacion paramétrica suave ¥ = d(t),a <t < b,
entonces C es rectificable y

b
() = / 1 (1)t

Ejemplo 1.7 1. La longitud de arco de la circunferencia de centro (0,0) y radio r > 0 es:

C : d(t)=(rcost,rsent) ; 0<t<2r

2m 2m 2m
L(C)= / [[(—=rsent,rcost)||dt = V/(rsent)? + (rcost)? dt = / rdt = 2nr
0 0

0

2. La longitud del segmento de hélice circular parametrizado por @(t) = (cost,sent,t), 0<t <
21 es:

2 27
£(C) :/ (= sen, cost, V)|t = [ VI Tdt =3 2r
0

0

1.5. Integrales de Linea

Supongamos que una particula se mueve en el espacio a lo largo de una curva C bajo la accién
de un campo de fuerzas F. Uno de los conceptos fundamentales en fisica es el trabajo realizado
por el campo de fuerzas sobre la particula cuando esta describe la curva. Si C es un desplazamiento
rectilineo dado por un vector d y F es una fuerza constante, entonces por fisica elemental se sabe
que el trabajo realizado por F al mover la particula es “fuerza por desplazamiento,” esto es,

trabajo = F.d

Ahora, en el caso general, esto es si la trayectoria C es no necesariamente recta y la fuerza es no nece-
sariamente constante, podemos aproximar la curva por un numero finito de desplazamientos rectos,
y entonces llegar a una férmula para el trabajo realizado por el campo de fuerzas F. Precisaremos
esto a continuacion.

Supongamos que C es una curva representado por @ : [a,b] — R3. Si ¢ varfa en un intervalo
pequerio de ¢; a t;+At, la particula se movera desde @(t;) a @(t;+At), en un desplazamiento vectorial
Ad = @(t; + At) — @(t;). Por la definicién de derivada tenemos la aproximacién Ad ~ o (t;) At.
Por lo tanto, el trabajo realizado al ir desde &@(t;) a @(t; + At) es aproximadamente :

— —

F(a(t)) - Ad ~ F(a(t) - o' (t;) At

Si dividimos el intervalo [a,b] en n partes iguales a =ty < ¢; < ... <t, =b con At =t;11 —t;,
entonces el trabajo realizado por F' es aproximadamente :

F(a(t)) - ol (t:) At

n

-
i
o
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Cuando n — oo esta aproximacién es cada vez mejor, por lo cual es razonable tomar como
definicién de trabajo al limite de la suma anterior (cuando n — o0). Pero, por lo visto en el curso
de Calculo II, este limite es precisamente la integral :

b
/ Fa)) - o (t)dt.

Este concepto fisico nos conduce a la siguiente definicién matemaética :

Definicién 1.9 Supongamos que C es una curva suave en R™ y que F esun campo vectorial definido
y continuo sobre la tr(C). Entonces la integral de linea de F' a lo largo de C estd definida por:

/Cﬁ dif = /ab Fa(t)) - a'(t)dt

donde @ : [a,b] — R™ es una representacion suave de C. (aqui “” denota el producto escalar de
vectores)

Observacion 1.3 1. La definicion anterior también se puede dar si C es una curva con repre-
tacid strica & de clase Ct y F' torial conti bre la tr(C
sentacion paramétrica & de clase C' y F' es un campo vectorial continuo sobre la tr(C).

2. Para que la definicién anterior tenga sentido, se debe probar que

/ﬁ~df
C

es independiente de la representacion suave escogida para C. Para esto, supongamos que & :
[a,b] = R" y 5 : [c,d] = R"™ son representaciones equivalentes de C, con:

B(r)=adlo(r)) ., e<7<d

donde o tiene derivada continua y aplica [c, d] sobre [a,b]. Si F = (F\, ..., F,) entonces tenemos
que:

((x): Aplicamos el cambio de variables t = o(T)).
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Como aj(o(1)) = B;(T), entonces la regla de la cadena dice que:

aj(o(7))o' (1) = Bj(7)
Luego :

Por lo tanto,

/ﬁ~da?
C

no depende de la representacion suave escogida para C.

Definicién 1.10 Si C = Cy + Cy + ... + C es una curva seccionalmente suave, y F es una campo
vectorial definido y continuo sobre la tr(C), entonces la fc F - d¥ se define como:

k
/F-df: E / F-dz
¢ i=1 Ci
Teorema 1.3 SiC es una curva seccionalmente suave y F' es un campo vectorial definido y continuo

sobre la tr(C), entonces:
/ ﬁ~da?:—/l3-da?
—c c

Ejercicio 1.1 Calcular fcﬁ - dZ, donde n = 2, ﬁ(m,y) = (2> +y%,22y), y C es el arco de la
circunferencia 2 + y2 = 1 desde (1,0) hasta (0,1), sequido por el segmento de recta desde (0,1) a

(1,1).

Solucién :
C = Cy + Cs, donde Cy es el arco de circunferencia y Co es el

segmento de recta. y
Por definicién, / F.dt=| F-dz+ | F-dz o1 Co

c Cy Cs ( ) ) ) <
Parametrizando Cy por d(t) = (cost,sent), 0<t < T, tenemos: \C

1
(L,o) =

Figura 1.11: C=C; +C2
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/nﬁdf
Cy

[SE]

F(cost,sent) - (—sent,cost)dt

[SE]

1,2costsent) - (—sent,cost)dt

[SIE]

-,
_ /(
0
= / (—sent + 2 cos® t sent)dt
0
2 4
= [cost—§c053t|02]

1

3
Parametrizando Cs como g(t) =(t,1),0 <t <1, tenemos:

1
F.dt = /)ﬁwD~UﬂMt
Co 0

= /%ﬁ+12ﬂﬂﬂﬂt

= A%ﬂ+nm

3

Por lo tanto,

Observacion 1.4 Resulta conveniente escribir las integrales de linea menos formalmente. Sin = 2,
usualmente escribiremos:

/Pda: + Qdy o bien /P(a:,y)da? + Q(z,y)dy para referirnos a /ﬁ -d¥ con F = (P, Q).
c c c
Una similar notacion se usa para n arbitrario. Por ejemplo sin =3 y F = (P,Q, R) entonces

la / F - d¥ se escribe usualmente en la forma:
c

/P@%@W+Q@%@@+Rm%dﬁ
C

Ejemplo 1.8 La integral de linea del ejercicio anterior se escribe como /(:U2 +y)dx + 2zydy
c

El siguiente Teorema nos habla sobre la propiedad de linealidad de las integrale de linea, y se
sigue directamente de la definicion.
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Teorema 1.4 Si C es una curva seccionalmente suave, F' y G son campos vectoriales continuos
sobre la tr(C), y a,b son constantes, entonces:

/(aF+bG /Fd:n—l—b/de
c

1.6. EIl Concepto de Trabajo como Integral de Linea

Consideremos una particula que se mueve a lo largo de una curva C bajo la accién de un campo
de fuerzas F'. El trabajo W realizado por F' se define como:

W:/ﬁ-df
C

Los ejemplos siguientes ponen de manifiesto algunas de las propiedades fundamentales del tra-
bajo.

Ejemplo 1.9 (Trabajo realizado por una fuerza constante) Si F es una fuerza constante,

a saber F = k puede demostrarse que el trabajo realizado por F al mover una partzcula desde un
punto @ a un punto balo largo de cualqmer camino seccionalmente suave que une @ y besk: (b a),

es decir el producto escalar de la fuerza E por el desplazamiento (b — @). Lo demostraremos en el
caso particular que el camino sea suave.

Sea C un camino suave que une d y l_;, con parametrizacion suwave & = (ay,...,ap) : [a,b] — R™.
Luego @(a) = @, @(b) = b, k = (k1, ..., kn). Se tiene entonces que:

= /b[klo/l (t) + ... + knal (t)]dt

=k /ba'l(t)dt + otk /ba;(t)dt
=ki[a1(b) — ar(a)] + ... + kn[an (D) — a(a)]

kn) - (a1 (b) — ai(a), ..., an(b) — an(a))
=(k1, .o, kn) - [(@1 (D), ... an (b)) — (a1 (a)..., an(a))]
kn) - [

-

=k (b-a)

Para este campo de fuerzas constantes, el trabajo depende solamente de los puntos extremos @
y by no de la curva que los une. No todos los campos de fuerza tienen esta propiedad. Los que la
tienen se llaman Conservativos.



14 CAPITULO 1. INTEGRALES DE LINEA

Ejemplo 1.10 (Principio del trabajo y la energia) Una particula de masa m se mueve a lo
largo de una curva bajo la accién de un campo de fuerzas F. Si la rapidez de la particula en el
instante t es v(t), su energia cinética estd definida por ymv?(t). Demostrar que la variacidn de la

energia cinética en cualquier intervalo de tiempo es igual al trabajo realizado por F durante dicho
intervalo de tiempo.
Solucién:

Designemos por 7#(t) a la posicién de la particula en el instante t. El trabajo realizado por F
durante un intervalo de tiempo [a,b] es

W= / F(7(t)) - (t)dt.
Queremos demostrar que:

b
/ F(@(t)) - (t)dt = %va(b) - %mv2(a)

Segiin la sequnda ley del movimiento de Newton tenemos:

F(7(t)) = mr(t) = mo'(t),

donde U(t) designa el vector velocidad en el instante t. La rapidez es la longitud del vector velo-
cidad, v(t) = ||T(t)||. Por lo tanto,

Frw) 7)) = F@®)-5(t) = m-v(2) - 700
1 d,, N 1 d
= Smo () 7)) = 5 (07(0)

Por lo tanto:

b - 1 1
F — [ - 2 — 2 _ - 2
/a (7(t)) - r'(t)dt = / 3 dt (t))dt 51T (t) 51T (b) mv”(a),

como queriamos probar.

1.7. Integrales de Linea a lo Largo de Curvas Cerradas

El punto inicial y terminal de una curva cerrada parece espe-
cial simplemente porque éste es el punto en el cual el recorrido
de la curva comienza y termina. Sin embargo, si cambiamos el Zo
pardmetro de tal forma que otro punto juegue este rol, enton-
ces no cambiard el valor de la integral de linea a lo largo de la /
curva. Para hacer preciso lo anterior, sea & : [a,b] — R™ una
parametrizacién de C, supongamos que a < ¢ < b, y sea C; la Ty
curva parametrizada por 3 : [c,c+b—a] = R,

Figura 1.12: Curva cerrada
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2« foa(r), sie<rt<b
B(m) _{ alfr—b+a), sib<rtr<c+b—a

Asi, 7 = f(c) = d@(c) es el punto inicial y terminal de C; (notar que tr(C) = tr(Cy)).
Notemos que si F' es un campo vectorial continuo sobre la tr(C) y C es suave, entonces:

Il
T
—~
QL
—~~
2
Bu
3
SN
<Y
\]
+
@\
o
+
7
s}
=
—~
2
\]
|
(ol
+
5
A
A
L
3
|
[l
+
5
A
<Y
\]

Reemplazando 7 por ¢ en la primera integral, y haciendo el cambio de variable t =7 — b+ a en
la segunda integral, obtenemos:

F(a®t)) - & (t)dt + / ) F(at)) - @ (t)dt

/
= / b F(@(t)) - &' (t)dt
/

Si C es seccionalmente suave, entonces también se cumple que:

/ ﬁ-df:/ﬁ-df
Cq C

Por lo tanto, cuando hablemos de una integral de linea a lo largo de una curva cerrada, no
serd necesario especificar el punto inicial. (Observar que lo que si hace cambiar el valor de la integral
a lo largo de una curva cerrada, es cuando uno cambia el nimero de veces en que recorre la curva,
y también cuando uno cambia el sentido de recorrido).

1.8. Integrales de Linea independientes del camino

Ejercicio 1.2 Considerar las siguientes curvas que unen (0,0) con (1,1)
Cy: la parte de la pardbola y = x? desde (0,0) hasta (1,1).
Co: el segmento de recta que va desde (0,0) hasta (1,1).
1. Si F es el campo vectorial F(z,y) = (z + y2,22), calcular fCl F-dzy fcz F.dz

2. Si F es el campo vectorial F(z,y) = (2zy? + 1,2z%y), calcular fcl F.dZy Jeo F . dz.
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Solucion:
Ci:a(t)=(t,t%), 0<t<1

Cz:&g(t):(t,t), OStS].
(1,1)
Co
C,
(0,0)
1
. 1_’ R 1
/F~da?:/ F(o?l(t))-a’l(t)dt:/ (414 82) - (1,20)dt =
Cq 0 0
! 2 oMt 1 1 1 6
4+t 42t = — 4+ — 4 —| =4+ 4= =2
/0(+ A=yt T2t T2

1 1
ﬁ-df:/ ﬁ(aé(t))~a§(t)dt:/ (t+1242) - (1, 1)dt
Co 0 0

22,0

1 1
:/ (t+t2+t2)dt:/ (t +2t%)dt = — + =t
0 0 2 3

2 3+4 7, ,6
3576 673

Ly
2

Por lo tanto,

/ﬁ-da?yé F.dz
C1 C2

1 1
ﬁ.df:/ ﬁ(al(t)).ag(t)dt:/ (265 +1,2%) - (1,20)dt
Cy 0 0
1 1
= / (267 + 1+ 4¢°)dt = / (6% + 1)dt =% + t|g = 2.
0 0

/C2F-da?:/0 F(az(t))-aQ(t)dt:/O (2t% + 1,26%)(1,1)dt =

1 1
/ (2% + 1+ 2t%)dt = / (4t® + 1)dt = t* + t|p = 2.
0 0
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Por lo tanto,
/ F.di= | F-dz.
C1 C2
Se observa que para el campo vectorial F(z,y) = (v +y>, z?), fCl F.dE # fc2 F -dZ, a pesar de
que C1 y Co tienen el mismo punto inicial y el mismo punto terminal; es decir las integrales de linea
de este campo si dependen del camino a lo largo del cual se integre.
Por otro lado, para el campo vectorial F(z,y) = (2zy® + 1,22%y) se observa que fcl F.di =

fc2 F. dZ; ain mds, en este caso se puede probar que para todo par de curvas C1,Co en R® con el
mismo punto inicial (xo,y0) y el mismo punto terminal (z1,y1) se cumple la igualdad.

/ ﬁ-da?:/ F.dz
Cl C2

Es decir, que las integrales de linea de ﬁ(w,y) =
(2zy? +1,22%y) = (P, Q) son independientes del ca-
mino a lo largo del cual se integre, solo dependen del C1
punto inicial y del punto terminal del camino. Notar

que 22(2,y) = dey = 2 (a,y), ¥ (2,y) € B2, condi-

(mlayl)

cion que no cumple el campo vectorial dado en 1. Mds (z0,%0)

adelante veremos que esta es una condicion necesaria Cs
(pero no suficiente) para que las integrales de linea de

un campo sean independientes del camino.

Figura 1.13: Independencia del camino

Definicién 1.11 Si F' es un campo vectorial continuo en un abierto D C R" y

/ ﬁ-df:/ F.dz
C1 C2

para todo par de curvas seccionalmente suaves Cy,Cy contenidas en D con el mismo punto inicial y
2
el mismo punto terminal, entonces se dice que las integrales de linea de F' son independientes del
camino en D. En este caso escribimos:
Tl
. .
/ F - dZ, para denotar la integral de linea de F a lo largo de cualquier curva seccionalmente

x
suave en D desde zy hasta x7.

Se tiene la siguiente equivalencia:

Teorema 1.5 Supongamos que F es un campo vectorial continuo en un abierto D. Entonces: Las
integrales de linea de F son independientes del camino en D si y solo si fc F -dZ =0 para toda
curva cerrada C (seccionalmente suave)contenida en D.

Demostracion:
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En primer lugar, supongamos que las integrales de linea de F son independientes del camino en D
y probemos que fc F-dz=0 para toda curva cerrada C contenida en D.

Sea C C D una curva cerrada. Si fijamos dos puntos Zy, #; en C, entonces ellos dividen a C en
dos curvas C1,C2, que mantienen el mismo sentido de C, y C = C; + C>. Dado que C; y —C» tienen
el mismo punto inicial y el mismo punto terminal, entonces por hipétesis se tiene que:

de donde

Reciprocamente, supongamos que fclf -d¥ = 0 para toda curva cerrada contenida en D y
probemos que las integrales de linea de F' son independientes del
camino en D.
Sean C1,Cy dos curvas contenidas en D con el mismo punto inicial i =

z
y el mismo punto terminal. Consideremos la curva C = C; + (—Ca). '
Claramente C es una curva cerrada contenida en D. Por hipdtesis,
Jo F - di = 0. Pero ocurre que: o
Ca
/ F.dz = / F.dz
C C1+(—C2)
. . Figura 1.16: C =C; + (—C2)
= / F-dz+ F-dz
C1 —C2
= / F.dz— | F-dz,
C1 C2
y luego
/ ﬁ-df—/ ﬁ.df:/ﬁ-df:o,
Cy Co C C
de donde: ' i
F.di= | F-di
C1 C2
Zo u

—C,

Figura 1.17: C =C; + (—C2)

Antes de enunciar el siguiente resultado, necesitamos dar dos definiciones:
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Definicién 1.12 Se dice que un campo vectorial F:D C R* —» R" es conservativo si eriste un
campo escalar diferenciable f : D CR* — R tal que F(z) = Vf(z),Yz € D. En este caso, a f se le
llama un potencial de F'.

(Recordar que Vf(z) = <6a—a{1(m)’ ey %(x)))

Definicién 1.13 Sea D un subconjunto abierto de R™ . El conjunto D se llama conexo si todo par
de puntos de D puede unirse mediante un camino seccionalmente suave contenido en D

Dy

Figura 1.18: Dy, D, y D3 son abiertos co- Figura 1.19: D4 (unién de dos abiertos disjun-
nexos de R? tos) no es conexo

Consideremos ahora el siguiente importante:

Teorema 1.6 Supongamos que F esun campo vectorial continuo en el abierto conexo D. Entonces,
las integrales de linea de F' son independientes del camino en D si y solo si existe un campo escalar
f definido en D tal que F =YV f, esto es, si y solo si F' es conservativo en D.

.
Observacién 1.5 En el caso que F = V f, se cumple que si C es cualquier curva seccionalmente
suave contenida en D, con punto inicial Ty y punto terminal I3, entonces:

/Cﬁ-dj:’: f(#) — (&), es decir que : / Vf-d# = f(a7) — f(a).

.
Observacién 1.6 De los dos tiltimos teoremas podemos concluir lo siguiente: Si F : D C R — R"
es un campo vectorial continuo en un abierto conexo D, entonces las tres siguientes afirmaciones
son equivalentes:

1. Las integrales de linea de F son independientes del camino en D.

2. /F" -d% =0 para toda curva cerrada C (seccionalmente suave) contenida en D.
c
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Figura 1.20: Curva que une #j con ¥

3. Eziste un campo escalar f: D CR" — R tal que F = Vf.

Sin un método para determinar si un campo vectorial F' es conservativo o no, el Teorema anterior
es de poco valor practico para calcular integrales de linea. El siguiente Teorema nos dara condiciones
necesarias para que F' sea conservativo.

R
Teorema 1.7 Si F = (Fy,...,Fy,) es un campo vectorial conservativo de clase C' en un abierto
conexo D de R™, entonces:

OF; _ OF; .
a—%(w) = 2 (),YeeD y Vi, je{l, .., n} (1.3)
Demostracién: Si F = Vf= ﬂ, e ﬁ , entonces:
ox1 Oxy,
_(9f of
b= (220
es decir: of
F; = o, Vie {]., TL}
Luego:

()

OF; 0 (0fY (= 0% f
o Ba:l _amjami

a2, = o,

Por otro lado,

OF; . 0 (of _f
sz (z) = Ox; (8—asj> (z) = O0x;0x; ()

y como F es de clase C' en D, entonces f es de clase C? en D, de donde:

*f . &f
8:17ja$i B 8:17@(356]

() Yz e D,

es decir que
OF;

69:]-

_ OF;
B 61‘,

(x) () YeeD y Vi,je{l,..,n}
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Observacién 1.7 1. Sin =2y F = (P,Q), entonces las condiciones (1.3) se reducen a: %—1; =
2Q
oz *
2. Sin =3y F = (PQ,R), entonces las condiciones (1.3) se reducen a: %—5 = %,% =
%, % = %. Para este caso, existe una formulacion equivalente del Teorema anterior, en

términos del llamado Rotacional de F. Mds precisamente tenemos la siguiente definicion:

Si F = (P,Q,R) es un campo vectorial definido en un abierto conezo D de R®, entonces

se define el rotacional de 13", rotﬁ, como el campo vectorial rotF : D CR — ]R3,rotﬁ =

OR _ 0Q oP _OR 9Q _ 9P ” ; 7 .
(By 92107 — on> o2 — oy ). Esta definicion es fdcil de recordar si escribimos formalmente:

i J k
= g 0 0 =
tF=| — — —=— =VxF
"o oxr Oy Oz ( x F)
P @ R

El teorema anterior nos dice que: “si F = (P,Q,R) es un campo vectorial conservativo de
clase C* en un abierto conexo D de R3, entonces rotF(z) = (0,0,0) Vz € D ”

N
3. Las condiciones (1.3) son necesarias pero no suficientes para que F sea conservativo en un

abierto conexo D.
Por ejemplo el campo vectorial F : R*\(0,0) = R?* F(z,y) = (;57%7, 77152) es de clase C', y
satisface (1.9), ya que 35 (e,y) = tarzis = 52(2,9), Y(z,y) € B\(0,0)
Sin embargo, F' no es conservativo en R?\(0,0) ya que Jo F -di = 2w # 0, donde C es la

circunferencia de centro (0,0) y radio 1, x*+y? =1, recorrida en sentido contrario al de las agujas
del reloj.

1.9. Regiones Simplemente Conexas

Para poder afirmar que las integrales de linea de F son independientes del camino en D siempre
que F es de Clase C* y satisface (1.3) en D, nosotros necesitamos una suposicién adicional sobre D:
que sea simplemente conexo. Intuitivamente esto significa que toda curva cerrada C contenida en
D puede ser deformada, sin quebrarse y sin salirse de D, hasta reducirse a un punto.

Un abierto conexo en R? es simplemente conexo si no tiene hoyos. A continuacién veremos la
definicién precisa de este concepto, pero antes de ello observaremos lo siguiente:

Observacién 1.8 Si C es una curva de Jordan (= curva cerrada simple) en el plano, entonces C
divide a R?> —C en dos conjuntos abiertos conexos y disjuntos que tienen a la curva C como frontera
comin. Una de esas regiones es acotada y se llama la regién interior a C. La otra es no-acotada
y se llama la regién exterior a C.
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/7 v /7
/ / 7 /
/ o 2/ /- v
‘Reglony iriterior,
/ / i ;
VRN (VR
/7 4 4

/ Vi s
7 /

Figura 1.21: Regio6n interior a C

Definicién 1.14 Sea D un subconjunto abierto y conero de R?. Se dice que D es simplemente
conexo si, para toda curva de Jordan C contenida en D, la region interior a C es también un
subconjunto de D. En la siguiente figura, D1 es simplemente conexo, y D> y D3 no lo son.

o ©

En R3, la regién entre dos esferas concéntricas es simplemente conexa, pero la regién entre
cilindros: D = {(z,9,2) : 1 < 2> +3y®> <4, 0 < z < 1} no es
simplemente conexa, debido a que la curva cerrada C mostrada en
la figura, es imposible deformarla (sin quebrarse y sin salirse de D)
hasta reducirla a un punto.

Existe una definicién precisa y general para el concepto de conjunto
simplemente conexo en R"(Vn). Antes de darla, necesitamos ver el
concepto de curvas cerradas homotdpicas.

Figura 1.22: Regién no simple-
. __ mente conexa, en R3 o
Definicién 1.15 Sea D C R™ y Cy1,Cs dos curvas cerradas contenidas en D con parametrizaciones

a,pf - [a,b] — R™, respectivamente, tales que d(a) = a(b) = g(a) = g(b) Se dice que Ci es
homotdpica a Cs si existe una funcién continua H : [a,b] x [0,1] — D tal que :
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Definicién 1.16 Sea D un subconjunto abierto y conexo de R™. Se dice que D es simplemente

conexo si toda curva cerrada seccionalmente suave C contenida en D es homotdpica a una curva
s

constante, esto es si toda curva cerrada & : [a,b] — R" es homoldpica a una curva f : [a,b] — R"

tal que B(t) = B(a) V t € [a, b].

o}
~
2
=
Il
=y
~
2
=

Figura 1.23: Curvas homotépicas

Observacién 1.9 1. Recordemos que un subconjunto D C R™ se llama con- P
vexo si YV xg, 1 € D, el segmento de recta que une a xo con x1 estd conteni- / o
do en D. Es facil probar que todo conjunto convexo es simplemente conezo. ! / ‘,

2. R™ es simplemente conexo, Vn. N4 o/

2 _ -
3. R* —(0,0) no es simplemente conezo. Figura 1.24: Conjunto

i . . Conver, U
4. Un conjunto abierto y conexo D C R™, que no es simplemente conexo, se flama multiple-
mente conexo.

A continuacion, se enunciara un importante resultado.

Teorema 1.8 Si D es un subconjunto simplemente conezo de R" vy F = (Fy,Fs,---F,) : D
R™ — R"™ es un campo vectorial de clase C' que satisface las igualdades:

N

OF;
6arj

_ OF;
n 6371

(z) (x),Yz €D y Vi,je{l,..,n},

entonces F' es conservativo en D (es decir, F = V[ para cierto f : D C R* — R), y por lo tanto
las integrales de linea de F' son independientes del camino en D.

1.10. Buscando funciones potenciales

Si
F=vf
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en un abierto conexo D, entonces el simbolo
F.dz
puede ser interpretado como df(=diferencial de f), dado que en este caso:

F.d¥ = Fidz, + Fydxs + -+ + F,,dz,,

of of of

= —d —d s+ ——d
gzt + O Tt Oy, o

= df

Nosotros decimos en este caso que
F- di
es una diferencial exacta, y escribimos:
/ﬁ(ﬁ:/ﬁ
c c

La pregunta es :

., Cémo encontrar f?

Una manera es escogiendo un punto conveniente zj € D, y evaluando

f@zfﬁ@

0

como una funcién de #, a lo largo de cualquier curva conveniente en D que una Zp con Z.

Si D es convexo, entonces la integral de linea anterior puede ser tomada a lo largo del segmento
de recta que une ¥y con ¥ que, como bien sabemos, estd parametrizada por :

a(t) =tf+ (1 —t)zp, 0<t<1,y asinos queda :

1@ = [ P+ (1= o) - @ - sy

Ejemplo 1.11 Si F : R2 — R? es el campo vectorial F(z,y) = (e*+y,z+2y) = (P(z,v), Q(z,y)),
entonces F es de clase C' en R%, su dominio R? es simplemente conexo, y ademds

oP _,_0Q 9
a (.’L‘,y)—].— ax('ray)a V(l‘,y)ER N

Por lo tanto, F es conservativo en RZ, es decir existe un campo escalar f : R?2 — R tal que

F=V{.
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Como R? es convero entonces tomando 75 = (0,0) tenemos que un potencial f viene dado por:

f(ey) = / Ft(a,y) + (1= 1)(0,0)) - (z,3) — (0,0))dt

Calculando se obtiene
flay)=e" +ay+y* -1

Ahora podemos usar [ para calcular las integrales de linea de F. Por ejemplo :

(2.4)
/ (e +y)dz + (x + 2y)dy = f(2,4) — £(0,0) = €® + 23,
(0.0)

Otro método para encontrar potenciales se muestra en los siguientes ejercicios :

Ejercicio 1.8 Calcular /(2:Uey + y)dx + (2%e? + x — 2y)dy, donde C es la porcion de la pardbola
c

y = 22 desde (0,0) a (1,1), sin parametrizar la curva C.

Solucién:

F(z,y) = (2zeY +y, 22e¥ +x — 2y) = (P(x,y), Q(z,y)) es de clase C' en R2, R2 es simplemente
conexo y ademds:
oQ

oP
B = Y = — 2
92 (z,y) =2ze? +1 By (z,y), V(z,y) eR

Por lo tanto, F es conservativo en R?, es decir existe f : R> — R tal que F= Vf.
Para encontrar un potencial f de F' procedemos como sigue:
5L (w,y) = 2ze? +y--- (i)
g—i(x,y) =az%e¥ +x —2y- - (ii)
Integrando ambos lados de (i) con respecto a x, obtenemos: f(z,y) = x%e¥ + xy + g(y).
Tomando derivadas parciales con respecto a y, y comparando con (i1), encontramos que:
r?e¥ +z + g'(y) = 2%e¥ + x — 2y, de donde g'(y) = —2y, es decir, g(y) = —y? +c.
Dando cualquier valor real a ¢ obtenemos un potencial f de F. En particular tomando ¢ =0,
obtenemos f(x,y) = z%e¥ + zy — y?
Por lo tanto :
/(Q:Uey +y)dx + (z%e¥ + x — 2y)dy = f(1,1) — £(0,0) = e.
c

Ejercicio 1.4 Probar que la integral de linea :

(1,1,-1)
/ (2z + 2yz)dr + (2y + 2z2)dy + (2zy)dz
(1,-1,2)

es independiente del camino en R*, y luego calcilela.
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Solucién :

ﬁ(w,y,z) = (2z + 2yz, 2y + 22z, 2xy) = (P(x,y,2),Q(z,y, 2), R(z,y, 2)) es de clase C' en R?,
R3 es simplemente conexo y ademds:

9 (2,y,2) =22 = Z(z,y, 2),

Yy
98 (2,y,2) =2y = 2E(z,y,2),
%(wayaz)ZQw:%(mayvz)a v(wayaz)eR3

Por lo tanto, F es conservativo en R3, es decir existe un campo escalar f : B> = R tal que
F= V[ (y en consecuencia las integrales de linea de F son independientes del camino en R*). En
particular, la integral dada en el enunciado es independiente del camino en R®. Para calcular esta
integral basta con encontrar un potencial f de F y luego evaluar.

Para encontrar un potencial f de F procedemos como sigue:

%(w,y,z) =2z + 2yz--- (i)

Integrando ambos lados de (i) con respecto a x, obtenemos: f(z,y,2) = 2> + 2yzx + g(y, 2).
Tomando derivadas parciales con respecto a y, y comparando con (ii), enconlramos que:

0
2zx + 8_5(31’ 2) =2y + 2x2z,

de donde

99 _
oy

Integrando con respecto a y concluimos que g(y,z) = y*> + h(z). Por lo tanto

2y.

f(x,y,2) = 2% + 2yzz + y° + h(2).

Ahora tomando derivadas parciales con respecto a z y comparando con (iii), obtenemos
2yx + h'(z) = 2zy, de donde h'(z) =0, es decir h(z) = c(constante). Por lo tanto

flz,y,2) =2 +2yze +y> + ¢

nos entrega la familia de potenciales del campo vectorial F.

Por lo tanto, la integral del enunciado vale :

(1,1,—1)
/ (2z + 2yz)dz + (2y + 2z2)dy + (2zy)dz = f(1,1,—1) — f(1,—-1,2) = 2.
(1,-1,2)
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1.11. Teorema de Green para regiones planas simplemente
conexas

Teorema 1.9 (1ra. forma del Teorema de Green)
Sean P,Q : D C R?2 — R campos escalares de clase C' en un subconjunto abierto D de R?. Sea

C una curva de Jordan seccionalmente suave, y representemos por R a la union de C y de la region
interior a C. Supongamos que R estd contenida en D. Se tiene entonces la igualdad:

// (% - %_];) d(z,y) = fCPdHQdy
R

en la que la integral de linea se toma a lo largo de C en sentido contrario
al de las agujas del reloj.

Ejercicio 1.5 Utilizando el Teorema de Green calcular 7{ y2de + zdy, donde
c

1. C es el cuadrado de vértices (0,0),(2,0),(2,2),(0,2).

2. C es el cuadrado de vértices (£1,+1).

Figura 1.25: Teorema

. . . de G
3. C esla circunferencia de centro (0,0) y radio 2. ¢ breen

Corolario 1.1 SiC es una curva de Jordan seccionalmente suave en R y R es la union de C y de
la region interior a C (R es llamada cominmente la regién acotada por C o la regién encerrada
por C), entonces:

1
Area de R:?{mdy:—fydw:—f—ydw—i—xdy,
c c 2 Je

donde C estd recorrida en sentido contrario al de las agujas del reloj.

2 2 .
Ejercicio 1.6 Encontrar el drea de la region encerrada por la elipse = + %= =1, siendo a,b cons-

b2
tantes positivas.

1.12. Teorema de Green para regiones planas miultiplemente
conexas

Observacion 1.10 En primer lugar, recordemos que si C es una curva de Jordan en el plano,
entonces C divide a R?> — C en dos conjuntos abiertos conexos y disjuntos que tienen a la curva C
como frontera comin. Una de esas regiones es acotada y se llama la region interior de C. La otra
es no-acotada y se llama la region exterior de C
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La figura de la derecha corresponde al Teorema 1.10 :

Teorema 1.10 (2da forma del Teorema de Green)

Sean C1,Ca,...,Cr, k curvas de Jordan seccionalmente suaves, contenidas en R%, que tienen las
siguientes propiedades:

1. Dos cualesquiera de esas curvas no se intersectan.
2. Todas las curvas Ca, ...,Cy, estan situadas en la region interior de C;.
3. Paracadai # 3, i>1, j>1,lacurvaC; estd situada en la region exterior de la curva C;.

Designemos con R la region que consiste en la union de Cy con la porcion de la region interior
de C1 que no estd en la region interior de cualquiera de las curvas Cs,Cs, ..., Cy.

Sean P,Q : D CR?> — R campos escalares de clase C' en un conjunto abierto D que contiene a

R.

Se tiene entonces la siguiente igualdad:

//R (% - ‘2—1;) d(z,y) = 75 (Pdz + Qdy) _zijyi (Pdz + Qdy)

en la que C1,Cs, ...,Ck son recorridas en sentido contrario al de las agujas del reloj.

Ejercicio 1.7 Calcule % ydz — (z — L)dy

TR donde C es la circunferencia x* + y? = 4.
g _

Observacién 1.11 1. SiC es una curva de Jordan en R?, precisemos a continuacion qué signi-
fica que C es recorrida en sentido contrario al de las agujas del
reloj.

Diremos que C es recorrida en sentido contrario al de

las agujas del reloj, si un hombre de pie sobre el plano xy ¢
que vaya caminando a lo largo de C tiene siempre a la region

interior de C a su izquierda.

Figura 1.26: Sentido positivo de
recorrido
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2. Para una regidn simplemente coneza, la condicién 2L = 99 implica que las integrales de
’ oy ox

linea fc Pdzx + Qdy son independientes del camino. Como ya hemos observado, si el dominio

. ., ) . . . . .
no es simplemente conezo, la condicion %—5 = 8—? no implica necesariamente la independencia
del camino. No obstante, para este caso existe una condicion de independencia que se deduce

del Teorema anterior, y que enunciaremos a continuacion.

Teorema 1.11 (invariancia de una integral de linea al deformar el camino)

Sean D un conjunto abierto conexo del plano R?>, P,Q : D C R2 — R campos escalares de clase

Cl, y supongamos que %—I; = % en todo D. Sean Cy y Cs dos curvas de Jordan seccionalmente suaves

situadas en D y que satisfacen las siguientes condiciones:
1. Cs estd en la region interior de C;.
2. Los puntos de la region interior de C1 que estan en la region exterior de Co pertenecen a D.

Se tiene entonces que:

7
i

e

7{ Pdz + Qdy = 7{ Pdz + Qdy
C1

Ca

!

recorriéndose ambas curvas en el mismo sentido.

Demostracién: De la 2% forma del Teorema de Green, tenemos que: Figura 1.27: Invariancia de

una integral

//R (% - %—];) d(z,y) = %Cl(de+Qdy) - 72(de+ Qdy),

donde R es la region que consiste de los puntos situados entre las dos curvas Ci,C» y las propias

curvas. Como %—5 = % en todo R, obtenemos de la igualdad anterior que:

7{ Pdx + Qdy = % Pdz + Qdy
C1

Ca

Observacién 1.12 Algunas veces el Teorema anterior se expresa diciendo que si %—I; = % en D,
entonces el valor de una integral de linea a lo largo de una curva cerrada simple en D no varia
si el camino se cambia por deformacion en otra curva cerrada simple cualquiera de D, con tal que
todas las curvas intermedias que se van obteniendo en la deformacion permanezcan dentro de D. Se

supone que el conjunto D es conezxo y abierto, pero no es necesario que sea simplemente conezo.

1.13. Integrales de Linea con respecto a la Longitud de Arco

Definicién 1.17 Sea C una curva suave en R™, f un campo escalar continuo sobre la tr(C), y sea
a : la,b] = R™ una representacion suave de C. Entonces la integral de linea de f con respecto a la
longitud de arco, a lo largo de C, se representa con el simbolo fc fds y se define como:
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b
/C fds = / @)l (1)1t

SiC=C1+Cy+ ...+ C; donde Cy,Ca,...,Ci, son suaves (es decir si C es seccionalmente suave),
entonces la fc fds se define como.

/fds: fds+ ...+ | fds
C Cy

C

En particular, fc ds, obtenida tomando f = 1, es la longitud de arco de C, como fué definido
anteriormente.

Ejercicio 1.8 Sea C el segmento de recta que va desde (0,0,0) hasta (1,—3,2). Calcular la :
Jo(z 4+ y* = 22)ds.

Solucién: f(z,y,2) =z +y? — 22
&(t) = (0,0,0) + t((]-a _372) - (0)070));0 <t<1
a(t) = (¢,—3t,2t),0 <t < 1, parametriza a C

/C (& +y* — 22)ds = / (@) - lla(t)|dt = / F(t, 38, 20)[|(1, —3,2)]|dt =

1 1 2
/ (t+9t2—4t)-\/1+9+4dt:/ V14-(9¢ = 3t)dt = V/14- {37&3—3%%} =V14- [3—;] = g\/ﬂ
0 0

Observaciéon 1.13 1. La fc fds es independiente de la representacion @ escogida para C.

2.  FEs facil probar que : / fds = / fds.
—C c

Notar que el signo menos que aparece en la correspondiente igualdad para integrales de linea
de campos vectoriales, aqui no aparece.

Observacion 1.14

Toda integral de linea fc F.dz puede ser escrita como una integral de linea con respecto a la longitud
de arco. En efecto:

. S0
F(a - — o d
(a(t)) ||a’(t)|||| (t)||dt

F(a(t)) - T(@)lla ()| de
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donde

Lo a1
=130

es el vector tangente unitario a C en &(t), en la direccion de C. Faw)
4
a(t)

Figura 1.28: Vector
tangente unitario a C

1.14. Otras aplicaciones de las integrales de linea

Las integrales de linea con respecto a la longitud de arco se presentan en problemas relativos a la
distribucién de la masa a lo largo de una curva. Por ejemplo, imaginemos una curva C en el espacio
R? como un delgado alambre de densidad variable. Supongamos que la densidad se expresa mediante
un campo escalar f, siendo f(z,y,2) la masa por unidad de longitud en el punto (z,y,z) de
C. La masa total M del alambre estd definida como la integral de linea de f con respecto a la
longitud de arco:

M:/Cf(:n,y,z)ds

El centro de gravedad se define como el punto (Z, 7, Z) cuyas coordenadas estdn determinadas
por las ecuaciones:

_ 1 1 1
.’L'—M/fo(l'ayyz)ds, Yy = M/Cyf(l',y,Z)dS, P M/sz(l-,y,z)ds

Un alambre de densidad constante se llama uniforme. En este caso el centro de gravedad también
se llama centroide.

Ejercicio 1.9 Calcular la masa M de un alambre que tiene la forma de una hélice cuya ecuacion
vectorial es: a(t) = (acost,asent,bt) , 0 <t <21 (a y b son constantes positivas), si la densidad
en (z,y,2) es f(z,y,2) = 22 +y? + 22.

Solucién :
2m . 2m
M = /f(a:,y,z)ds: f(d’(t))||a’(t)||dt:/ (a®cos®t+ a’sen’t +b*t?)||(—asent, acost, b)||dt
c 0 0

2m 3
= / (a2 + b2t2) /a2 + b2dt = /a2 + b2 |:27ra2 + b28i:| )
0

3
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En este caso, la coordenada Z del centro de gravedad viene dada por:

1 27

1 1
z = — / Zf(gg,y’ Z)dS = — / Z(;I,'2 + y2 + 2’2)d8 = — bt((l2 + b2t2) \V4 CL2 + det
M /. M Je M

0

_ I /a2 + b2 /27\'(ta2 N b2t3 b /a2 + b2
M 0

it = —— [27%a® + 47*b?] .

Las integrales de linea se pueden utilizar también para definir el Momento de Inercia de un
alambre o hilo con respecto a un eje. Si d(z,y, z) representa la distancia desde un punto (z,y, z) de
C a un eje L, entonces el momento de inercia I, estd definido por la integral de linea:

IL = /62(ar,y,z)f(a7,y,z)ds
C

en donde f(z,y,z) es la densidad en (z,y, z). Los momentos de inercia respecto a los ejes coor-
denados se representan por I, I, e I..

Ejercicio 1.10 Calcular el momento de inercia I, del alambre del ejercicio anterior.

Solucién: En este caso 6?(z,y,2) = 22 +y2 = a® y f(z,y,2) = 22 + y® + 22, por lo tanto,
I, = /a2(3172 + 9% + 2%)ds = a? /(a:2 + 9% + 2%)ds = a® M, donde M es la masa que se calculé en
c c

el ejercicio anterior.



Capitulo 2

Integrales de Superficie

2.1. Representacién Paramétrica de una Superficie

Una superficie es el lugar geométrico de un punto que se mueve en el espacio R® con dos grados
de libertad.
Existen tres métodos para representar analiticamente una superficie. Uno es la:

Representacién implicita: S = {(z,y,2) € R® : F(z,y,2) = 0}
Ejemplo 2.1 S = {(z,y,2) € R : 22+ y? + 22 —4 =0} = {(z,y,2) € R® : 22 + y2 + 22 = 4} es

una representacion implicita de la esfera de centro (0,0,0) y radio 2.

Observacién 2.1 En este texto, cuando se hable de “el punto (x,y,z)", nos estaremos refiriendo
a “el punto de coordenadas (z,y,z)".

Algunas veces podemos despejar en la ecuacién una de las coordenadas en funcién de las otras
dos, por ejemplo z en funcién de z e y. Cuando esto es posible obtenemos una Representacién
explicita dada por una o varias ecuaciones de la forma z = f(z,y).

Ejemplo 2.2 Una esfera de centro (0,0,0) y radio 2 tiene la representacion implicita ©2 +y? + 2% —
4 = 0. Al despejar z se obtienen dos soluciones z = \/4 — 22 —y? y 2 = —\/4 — 22 — y2; la primera
es la representacion explicita de la semiesfera superior y la sequnda es la representacion explicita de
la semiesfera inferior.

Existe un tercer método lamado la Representaciéon paramétrica que veremos a continuacion.

Definicién 2.1 Sean T un subconjunto conezo del plano R y XY, Z : T C R?> — R funciones
continuas. El subconjunto de R?:

S ={(X(u,v),Y (u,v), Z(u,v)) : (u,v) € T}

se llama una Superficie Paramétrica.

33
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Las ecuaciones:

r = X(u,v)
y = Y(u,v) ,(u,v)€eT
z = Z(u,v)

son las Ecuaciones paramétricas de la superficie S.

Si introducimos el radio vector 7 que une el origen a un punto (z,y, z) de la superficie, podemos
combinar las tres ecuaciones paramétricas anteriores en una ecuacién vectorial de la forma:

Esta es la llamada Ecuacién vectorial de S.

Observacién 2.2 Notar que S = 7(T)

u
T

Ejemplo 2.3 Si una superficie S viene dada explicitamente por:
z=f(z,y), (z,y)€D

Entonces una representacién paramétrica de S se obtiene tomando X (u,v) = u, Y (u,v) = v, Z(u,v) =
f(u,v). Es decir que una ecuacién vectorial de S es:

m(u,v) = (u,v, f(u,0)), (u,v) €D

o lo que es lo mismo: #(z,y) = (z,y, f(z,y)), (z,y) € D.

Ejemplo 2.4 La representacion paramétrica de una esfera de radio a > 0.
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“ y 0 pr =z
H
T
Las tres ecuaciones
T = QCOSUCOSV
Yy = asenucosv (2.1)
z = asenv

parametrizan una esfera de radio a > 0 y centro (0,0,0). Los pardmetros u y v pueden inter-
pretarse como los dngulos que aparecen en la figura. Si hacemos que (u,v) varie en el rectdngulo
T = [0,27] x [~F, 3], los puntos determinados por (2.1) describen toda la esfera. El hemisferio
superior es la imagen de [0,27] x [0, ] y el inferior es imagen de [0, 27] x [-F,0].

2.2. Producto Vectorial Fundamental

Consideremos una. superficie representada por la ecuacién vectorial
Si X,Y y Z son derivables en T, podemos considerar los dos vectores:

or <8X oYy 8Z> or <8X oy 82)

du  \ du’ du’ du v \dv v v

o7 S

El producto vectorial a—r X P se denomina producto vectorial fundamental de la represen-
u v

tacién 7. Sus componentes pueden expresarse como determinantes jacobianos. En efecto, tenemos:

i 7k
BFX o | ox oy oz |_ (0Y,Z) 0(Z,X) O(X,Y) (2.2)
ou’ Qv | 9w Ou Bu |\ J(u,v) d(u,v) O(u,v) '

ax oy 9z
Ov Ov ov
. or 7
si (u,v) es un punto en T en el cual — y —

) L O0u ™ Ov .
es no-nulo, entonces el punto imagen 7(u,v) se llama punto regular de 7. Los puntos que no son

son continuas y el producto vectorial fundamental
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regulares se llaman puntos singulares de 7. Una superficie S = 7(T") se llama regular si todos
sus puntos son regulares.

or  or or  or
En cada punto regular, los vectores — y — determinan un plano que tiene al vector — x —
Ou” B o7 ou  Ov
7 7
como normal(perpendicular); el plano determinado por o Y By 5 llama Plano tangente a la
U v

superficie. Mds precisamente: Si 7(ug,vp) es un punto regular de la superficie S = 7(T'), entonces el
7
plano que pasa por #(ug, vg) y tiene a B_(UO’ vg) X 5 — (up,vp) como vector normal se llama Plano
u
, or or
tangente a S en 7(ug,vg). Al vector a—(uo,vo) e
u

(uo,v0)-

(ug,vo) se le llama vector normal a S en

T

Vo

Uo

z
-
T
u
T

Si consideramos en T' un segmento rectilineo horizontal (tal como en la figura), su imagen por
7 es una curva situada en la superficie S. Si pensamos al pardmetro u como el tiempo, entonces

or
el vector 0 es el vector velocidad de esta curva. Cuando u se incrementa en Aw, un punto

u
situado al comienzo en (ug,vg) se desplaza a lo largo de la curva mencionada una distancia que
.

. . or . . .
es aproximadamente igual a B_(UO’ vo)|| Au. Andlogamente, si consideramos en T' un segmento
u

rectilineo vertical, su imagen por 7 es también una curva situada en la superficie S y un punto
se desplaza a lo largo de esta curva, en el tiempo Aw, una distancia aproximadamente igual a

—

or

% (Uo, Uo)

en una porcién de la superficie S que se puede aproximar por un paralelégramo determinado por

Aw. Un rectangulo en T que tenga un area AuAw se transforma bajo la accién de 7

or 7 .
los vectores —Au y — Awv. Se sabe que el area del paralelégramo determinado por dos vectores

U v
es igual a la longitud de su producto vectorial. Por lo tanto, el area del paralel6gramo determinado
or g’Au gAv es igual a :

H—Aux— vH: ‘gxg AulAv

ou Ov
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2.3. Superficies Suaves

Definicién 2.2 Una funcion 7(u,v) = (X (u,v),Y (u,v), Z(u,v)), (u,v) € T, se llama una funcién
paramétrica suave de R?> en R® si:

s su dominio T es un conexo cerrado y acotado en R?, cuya frontera consiste de una cantidad
finita de curvas de Jordan seccionalmente suaves y mutuamente disjuntas.

o]

s 7(u,v) # 7(u1,v1), siempre que (u,v) € T, (ur,v1) €Ty (u,v) # (u1,v1).
= 7 es de clase C', y el vector:

N(u,v) = %(u,v) X %(u,v) es no-nulo, V (u,v) € T

En este caso, a la superficie S = #(T") se le llama una Superficie suave.

Observacion 2.3 En la definicion anterior, T simboliza el interior del conjunto T.

2.4. Area de Superficie

Sea S = 7(T') una superficie suave. Al final de la Seccién 2.2 observamos que un rectangulo
en T de area AuAwv es transformado por 7 en un paralelégramo curvilineo en S cuya area es
aproximadamente igual a:

Definicién 2.3 FEl Area de superficie de la superficie suave S de la Definicidon 2.2, se define
como:

H—Au X —Av AuAv

Esto sugiere la siguiente :

or
X %(u, v)

‘ d(u, v)

Ejercicio 2.1 Calcular el drea de la superficie S definida por 7#(u,v) = (acosu,asenu,v) (a cte.
positiva), (u,v) € T = {(u,v):0 < u <2, |v| <b} (b cte. positiva)

(Respuesta : 4wab). (S es la parte del cilindro 22 + y? = a? acotado por los planos z = by 2z = —b).

Ejercicio 2.2 Calcular el drea de la esfera S definida por: #(u,v) = (acosu cosv,asen u cosv,asenv)
(a cte >0), (u,v) ET:{(U,U):OSUS%T,_TW <wv< g}
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(Respuesta : 4ra?). (S corresponde a la esfera de centro (0,0,0) y radio a).

Observacién 2.4 Si una superficie S estd definida explicitamente por z = f(x,y), (z,y) € T,
entonces sabemos que puede ser representada paramétricamente por:

Mz,y) = (z,y, f(z,y), (v,y) €T

En este caso ,

oF  oF o of  of
Py o &= (2L 94
Ba:X@y 0 5 <6$’ oy’
)
01 3

El 4rea de S es entonces:

A(S) ://T \/1+ (%)Z (%)2d(w,y)

Ejercicio 2.3 Calcular el drea de la parte del paraboloide z = 9 — % —y? que queda por encima del
plano z = 5.

(Respuesta : % - (17%/% — 1)).

Definiciones 2.1 1. Una funcion G : T C R* — R” se dice que es una Transformacién
regular si G es inyectiva, es de clase C', y det JG(x) #0, Vz € T.

2. Dos funciones paramétricas suaves 7 : Ty — R y 7 : Ty — R® se dicen equivalentes si
ellas estan relacionadas por:

7 (5(u,v), t(u,v)) = i (u,v), V(u,v) €Ty

donde G(u,v) = (s(u,v),t(u,v)) es una transformacion regular con G(Ty) = Ts. (¥1(u,v) =
FQ(G(’U,,U)), V(u,v) € Tl)

En este caso se dice que 7 y 7> son representaciones parametricas equivalentes de la superficie
S = T’1(T1) = TQ(TQ).
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S =7(T1) = 7%(T2)

Observacién 2.5 En la definicidn anterior, det JG(x) denota el determinante de la matriz Jaco-
biana de G en el punto x.

Para que la definicién de area de superficie tenga sentido, el drea de una superficie suave debe ser
independiente de cual de la infinidad de representaciones paramétricas equivalentes se escoja para
representarla. El siguiente teorema nos dice que esto es asi.

Teorema 2.1 Sir] : T3 — R y 13 : T, — R® son funciones paramétricas suaves equivalentes
)
entonces:

ori ori

%(u,v) X %(u,v)

ors ors

52 (6u0)x 5250 atet)

oL

Ik,

2.5. Borde de una Superficie

Atn sin una definicién formal, la idea de Borde de una Superficie suave es intuitivamente clara.
Asi por ejemplo,

El borde de la semiesfera {(z,y,2) : 22 + y? + 2% = a?,2 > 0} es
la circunferencia {(z,y,2) : 2> + y*> = a®,2 = 0}

(0,0,a)

semiesfera

borde

T

Figura 2.1: Borde de una
semi-esfera
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El borde del cilindro {(z,y, 2) : 2% + y* = a?,|z| < 1} consiste de
las dos circunferencias {(z,y,2) : 22 +y> =a%, 2 =1}y

z,y, 222 +y? =a%,z=—1
{(z,y,2) y

Figura 2.2: Borde de un cilin-
dro

3. Laesfera {(z,y,2) : 2% + y? + 22 = a®} no tiene borde.

Definicién 2.4 El Borde de una superficie suave S, denotado por 0S, es el conjunto de puntos ¥
en S para los cuales todos los conjuntos de la forma:

Udfy) = {ZE€R - |T—Foll<e y ¢S} (e>0)

SO0M, CONeros.

oS

Figura 2.3: Borde de una superficie

Observacién 2.6 1. Todo punto del borde de una superficie S = #(T') debe ser de la forma
Zo = #(ug, vo) con (u,,vp) en la frontera de T. Sin embargo un punto en la frontera de T' no
necesariamente se aplica en el borde de S.

2. Diremos que una superficie S es cerrada si no tiene borde, esto es si S = ¢. Asi por
ejemplo, una esfera es una superficie cerrada.

3. El complemento de una superficie cerrada S, R®> — S, consiste de dos conjuntos abiertos, uno
acotado y uno no-acotado. El acotado es el interior y el no-acotado es el exterior de la
superficie. Un vector normal a una superficie cerrada S es una normal exterior a S si
apunta hacia el exterior de S, y es una normal interior a S si apunta hacia el interior de

S.
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2.6. Superficies Seccionalmente Suaves
Si S1,Ss, ..., Sk son superficies suaves, que satisfacen:

1. Cada uno de los bordes 051,085, --,0S), intersecta al a menos uno de los otros bordes en
una curva seccionalmente suave.

2. Ningun par de entre las superficies S, S>,- -, Sk tienen puntos en comun que no son borde,
entonces decimos que Si,Ss, - Sk, forman una superficie seccionalmente suave S con
secciones suaves S1,S,---, Sk v escribimos

S=S+S5+---+5;

Ejemplo 2.5 1. La superficie del cubo [0,1] x [0,1] x [0,1] es una
superficie seccionalmente suave, con seis secciones suaves. Esta es
una superficie cerrada. 1

T

Figura 2.4: Superficie de un
cubo

2. La superficie comprendida del hemisferio x> +y>+22=1,2>0

y del cilindro 2> +y*> =1, —2< 2z <0, es seccionalmente suave.

Esta no es cerrada. \
———
=25

P95

Figura 2.5: Superficie seccio-
nalmente suave

Definicién 2.5 Se define el drea de superficie de una superficie seccionalmente suave S = S; + 5o +
--- 4+ S como:

A(S) = A(S1) + A(S2) +-- -+ A(Sk)
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2.7. Integral de Superficie de un Campo Escalar

Definicién 2.6 Sea S una superficie suave representada por 7 : T — R?, y supongamos que f es una
funcion real-valorada y continua en S. Entonces la integral de superficie de f sobre S se representa

con el simbolo // f(x,y,2)dS y estd definida como:
s

fy2ds = [[ 1@ m) - || @) x Lu,v)
s T ou Ov

Si S =51+ 5 + ...+ Sk es una superficie seccionalmente suave, entonces:

//Sf(a:,y,z)dS: //Slf(x,y,z)d5+/s2 f(:n,y,z)dS—l—...—l—/SIc f(z,y,2)dS

‘ d(u, v)

Observacion 2.7 1. La // f(z,y,2)dS es independiente de cual de la infinidad de representa-
s

ciones paramétricas equivalentes se escoge para representar a S.

2. Sif=1, entonces //S flz,y,2)dS = //S ds = A(S)

Ejercicio 2.4 Calcular // (14 2)dS, donde S es el hemisferio z = /1 — x? — y?
s

Solucién
S corresponde a la semiesfera superior de centro (0,0,0) y radio 1,

y puede ser parametrizada por:
T
7(u,v) = (cosu cos v, sen u cosv,senv), (u,v) € T =10,2n] x [0, 5] 0,0.1)

Figura 2.6: Superficie de una

semiesfera
L i J k
or Or J
— X == = — sen cos v COS U COS v 0
ou  Ov
—cosusenv —Senusenv COSvU

= g(cos u cos> v) — 3(— sen u cos’ v) + lAc(cos vsenw)

= (cosucos®v, senucos®v, cosvsenv)

= cosv - 7(u,v)

Por lo tanto:
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= ||cosv - F(u,v)|| = |cosv| - ||F(u,v)|| = |cosv| = cosv, para 0 <wv < g

ou Ov

Luego:

(1+2)dS = f(#(u,v)) B—F(u,v)xa—F(u,v) d(u,v)
//s //T Hau v

//T(l + senv) - cosvd(u, v)

2m 5
/ / (cosv + senvcosv)dvdu
o Jo

2 2 .
/ [senv + v|02] du
0 2
27T
= / §du:277<§>:377
o 2 2

2.8. Superficies Orientables y Orientacion de Superficies

La idea intuitiva de superficie orientable es la de una superficie tal que se pueda definir en todo
punto de ella un vector normal unitario de modo que dicho vector varie en forma continua sobre la
superficie. Un modelo en papel de una superficie orientable siempre presenta dos caras que pueden
distinguirse pintandolas con dos colores diferentes. Las superficies no-orientables tienen tan sélo 1
cara.

Mas precisamente se tiene la siguiente:

Definicién 2.7 Una superficie suave S se dice orientable si tiene una representacion
7: T — R tal que si:

or or
N(u,v) = %(u,v) X %(u,v),

entonces:
N
lim M existe, V¥ (ug,vo) € 0T, y
(w,v)=(uo,v0) || N (u, )]

2. R .
o Nuwo) _ . N(u0)

(u,v) = (uo,v0) 7 = = (w,v) = (u1,v1) T, =
TN (u )l TN (u,0)|

siempre que (ug,vo) y (u1,v1) son puntos en OT tal que 7(ug,vo) = F(u1,vy).

Notacion: En la definicién anterior, 0T simboliza la frontera del conjunto 7'
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Ejemplo 2.6 FEl cilindro, la esfera, el plano, el elipsoide, el paraboloide eliptico, y en general
todas las superficies con las cuales trabajaremos, son orientables.

Observacion 2.8 1. FEl clasico ejemplo de superficie no-orientable es [a Banda de Mdobius.

2. Si S es una superficie orientable y 7 : T — R* representa a S y satisface la Definicién 2.7,
entonces podemos definir un campo vectorial i = 1(¥) sobre S como sigue:

Si & = #(u,v), donde (u,v) pertenece al interior de T, y N(u,v) = g—i(u,v) X g—i(u,v)
entonces:
N
(@) = e
[N (u, v)]

mientras que si T = (ug,vo), para algin (ug,vo) € T, entonces:

—

N(u,0)
N (u,v)]

A

TL(I‘) = lim(u,v)—)(uo,vo

El campo vectorial i es llamado la orientacién de S inducida por 7

Claramente, n(¥) es un vector unitario para cada ¥ € S, y es normal a la superficie S en Z. La
orientacidn puede ser visualizada dibujando una flecha de longitud 1 en la direccidn de n(%),
en cada punto T de S.

3. Una superficie orientable puede tener solo 2 orientaciones. Relacionado con esto, tenemos el
siguiente resultado.

Teorema 2.2 Sean 77 : Ty — R® y 75 : Ty, — R representaciones paramétricas equivalentes de
una superficie orientable S, las cuales satisfacen la Definicién 2.7, y supongamos que ellas estan
relacionadas por 15(s(u,v), t(u,v)) = 71 (u,v) donde G(u,v) = (s(u,v),t(u,v)) es una transforma-
cion reqular de Ty sobre Ts.

Sean Ny y N las orientaciones inducidas en S por v1 y 73, respectivamente. Entonces:

a(s,t) fs 95

~ ~ ; S, —

1. Ny = e sza(u,v)—‘%_% %‘>0
u ov

2. iy =iy si HE2L <0,

2.9. Orientacion de superficies seccionalmente suaves

Para discutir la orientabilidad de una superficie seccionalmente suave, debemos introducir la
nocién de Borde positivamente dirigido de una superficie suave.
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Definicién 2.8 Si n es una orientacidn de una superficie suave S y C es una curva suave del
borde S de S, decimos que C estd positivamente dirigida con respecto a 7 si una persona
caminando a lo largo de C con su cabeza en la direccion de n(¥) siempre tiene a S a su izquierda.
Decimos que 0S estd positivamente dirigido con respecto a n si toda curva suave en 9S lo
estd.

Si S es la seccion del paraboloide z = 4 — x> — y? acotada por los
planos z = 0 y z = 1, y n es la orientacion indicada en la figura,
entonces OS estd positivamente dirigido con respecto a i, si es recorrido
en el sentido mostrado en la figura:

Figura 2.7: Borde positiva-
mente dirigido

Si tomamos como orientacion a —n, entonces 0S estard positiva-
mente dirigida con respecto a —n, si es recorrida en el sentido mostrado
en la Figura 2.8

T

Figura 2.8: Tomando —n co-
mo orientacion

Definicién 2.9 Una superficie seccionalmente suave S = S; + Sy + -+ + Sy se dice orientable si
sus secciones suaves S1,Ss.--- , Sk son orientables, y es posible escoger orientaciones iy, Na,--- , Ny
sobre ellas de tal modo que si C es cualquier curva comin de 0S; y 0S;(i # j) entonces la direccion
positiva de C con respecto a n; coincide con la direccion negativa de C con respecto a nj. Si las
orientaciones son escogidas de esta manera, entonces S se dice orientada.

La superficie seccionalmente suave de la siguiente figura
estd orientada. Notar que la direccion positiva del borde comin
con respecto a 717 coincide con la direccién negativa de dicho bor-
de con respecto a ns, y vice-versa.

So : semiesfera superior
S1 : cilindro

Figura 2.9: Orientacién de una super-
ficie seccionalmente suave
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Observacién 2.9 Una superficie seccionalmente suave orientable tiene eractamente dos orienta-
ciones posibles.

2.10. Integral de Superficie de un Campo Vectorial

Definicién 2.10 Sea F = (P,Q, R) un campo vectorial continuo en la superficie suave orientable
S, y supongamos que N es una orientacion de S. Entonces la integral de superficie de F' sobre
la superficie orientada S esta definida como la integral de superficie del campo escalar F -1, esto

es como :
//ﬁ-ﬁdS
S

Observacion 2.10 Si n es inducida sobre S por la representacion paramétrica

o]

7 =7(u,v), (u,v) €T,

entonces:

- _ 5 (u,v) x G (u,0)
n(r(uvv)) - oF oF ’
150 (,v) x 55 (u, v)]

y por lo tanto, de acuerdo a la definicion de integral de superficie de campos escalares, se tiene
que:

J[Fenas = [ Bt it |5 x 5o | doo
= [, Fown Ié:EZ; ?Z;H | Hg_z(”’”) g )] ),

es decir que:

F.ndS= F(7(u,v)) - —F(u,v) X —F(u,v) d(u,v)
JlFnas= ] (o x g

Ejercicio 2.5 Calcular ffsﬁﬁ dS, donde F(z,y,2) = (—y,2,2%) y S es la esfera 2% +y>+22 =4
orientada con la normal hacia afuera.

(Respuesta : 0).
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Ejercicio 2.6 Calcular ffs(ari +y2j + zk) - a(&) dS, donde S es el tridngulo determinado por el
plano x +y + z = 1 y los planos coordenados, y n(Z) tiene componente z positiva.

(Respuesta : ).

Definicién 2.11 Sea S = Sy + Sy + -+ + S una superficie seccionalmente suave y orientable,
orientada con ny,Ns, -+ , N tal como en la Deﬁniciér_{ 2.9. Si F' es un campo vectorial continuo
sobre S, entonces se define la integral de superficie de F' sobre la superficie orientada S, como:

k
F-hdS= // F-h; dS
//S zzzl S;

Ejercicio 2.7 Sea S la superficie seccionalmente suave cerrada, que consiste de:
Si :{('Tay)z):zz 1—a° _y2 20}
SQ = {(wayaz) : ZL’2 +y2 = la_l S z S O}a )
Sz = {(z,y,2) : 2* +y* <1,z = -1},

con la orientacion hacia afuera.
Calcular

//ﬁﬁ dS, donde ﬁ(m,y,z):(m,y,z)
s

(Respuesta : 2L).

A continuacién veremos una forma més simple de calcular una integral como la anterior.

2.11. El Teorema de la Divergencia (o de Gauss)

Definicién 2.12 La divergencia de un campo vectorial diferenciable F = (P,Q,R) estd definida
como:

.o 9P 9Q OR
dl’l}F—%-‘-a—y‘F%

Teorema 2.3 (de la Divergencia)

Sea D una region sélida acotada en R®, limitada por una superficie seccionalmente suave orien-
table y cerrada S, y supongamos que F es un campo vectorial de clase C' en D y n es la
orientacion de S que apunta hacia el exterior. Entonces:

//Sﬁ'ﬁdsz///l)divﬁ(%y,z) d(z,y, 2)
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Ejercicio 2.8 Utilizando el Teorema de la divergencia calcular ffsﬁ - ndS donde ﬁ(ar,y,z) =
(0,y,2) y S es la esfera % + y* + 2% = 4 orientada con la normal hacia afuera.

(Respuesta : 64m/3).

Ejercicio 2.9 Use el Teorema de la divergencia para calcular ffsﬁ - ndS, donde ﬁ(m,y,z) =
(2z,zy,x2) y S es la esfera x> + y? + 22 = 1 orientada con la normal hacia afuera

(Respuesta : 5T).

Ejercicio 2.10 Hacer el Ejercicio 2.7, utilizando el Teorema de la divergencia.

Observacion 2.11 1. Notar que el Teorema de la divergencia expresa una relacion entre una
integral triple extendida a un sdlido y una integral de superficie tomada sobre la frontera de
ese solido.

2. La divergencia de un campo vectorial F= (P,Q, R) a veces se denota simbdlicamente usando

el simbolo V = (3%, 8%, 8%), como el producto escalar V - F = (3‘1, aay, 82) (P,Q,R) =
2Q 8R
Bz + By + 5%

2.12. El Teorema de Stokes

En primer lugar, recordaremos el concepto de rotacional de un campo vectorial en R?, y haremos
algunas observaciones.

1. SSF:DCR} 5> R}, F= (P,Q,R), es un campo vectorial diferenciable en un abierto D de R3,
entonces se define el Rotacional de F rotF como el campo vectorial rotF : D CR — R3,

i (OR_9Q 0P 0B 90 or
ror = Oy 0z 0z 0Ox’ Ox Oy

Esta definicién es facil de recordar si escribimos simbdlicamente:

2

Por ejemplo, si F : R® — R, F(z,y,2) = (zy?22, 22seny, 2%e¥), entonces

- 2 el
rotF = Or Oy Oz
xy?2?  2’seny x2eY

es decir, rotﬁ(w,y, z) = (2%e¥ — 2zseny, 2zy’z — 2ze¥, —22y2?), V (2,9, 2) € R3.
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2. Combinando los Teorema 1.7 y Teorema 1.8 que vimos en el Capitulo 1, podemos concluir
en términos del Rotacional, que en el caso tridimensional (R?) se tiene :

“Gi F': D CR® — R3 es un campo vectorial de clase C en un abierto simplemente conexo D
de R?, entonces:

F' es conservativo en D <= rotﬁ(m,y,z) = (0,0,0), V (z,y,2) € D”

(Recordar, que por definicién: F es conservativoen D < F =V f, para algin campo escalar
f diferenciable en D).
De lo anterior, concluimos en particular que :

3. Sif:D CR — Resun campo escalar de clase C2 en un abierto D de R?, entonces
rot(Vf)(z,y,z) = (0,0,0), V (x,y,z) € D o escrito simbdlicamente:

Vx(Vf)=0

4. Si F: A CR® — R® es un campo vectorial de clase C2 en un abierto A de R3, entonces
div(rotF) =0 en A. Por lo tanto, el Teorema de la divergencia implica que si una superficie
orientable cerrada S y la regién sélida D encerrada para S estan contenidas en A, entonces:

//S(rotﬁ) -ndS = i///]:)(div(rotﬁ))d(x,y,z) -0

donde 7 es cualquier orientaciéon de S.

A continuacién enunciaremos el Teorema de Stokes. En primer lugar, daremos una version restrin-
gida, para luego dar la forma general.

Teorema 2.4 (Forma restringida del Teorema de Stokes)

Supongamos que S es una superficie orientable suave definida por ¥ = 7(u,v), (u,v) € T, donde
T es un conexo cerrado en el plano uv acotado por una curvae de Jordan 7. Supongamos también
que 7 es de clase C®> en T, y que el campo vectorial F = (P,Q,R) es de clase C* en S. Sea
la orientacion de S inducida por ¥ y finalmente supongamos que 7(u,v) recorre el borde de S,08S,
exactamente una vez cuando (u,v) recorre v. Entonces:

//(mtﬁ)-ﬁdsz F.dz
S oS

donde el sentido de recorrido del 8S es aquel en el cual #(u,v) lo recorre cuando (u,v) recorre a
v en el sentido antihorario.

Observacién 2.12 .
Notar que en el caso especial en que S es una region del plano zy

acotada por una curva de Jordan 0S, y consideramos la parametrizacion
natural de S : 7(z,y) = (2,5,0), (v,y) € S, entonces i = (0,0,1) y la
formula del Teorema anterior se reduce a:

Figura 2.10: Teorema de
Green en R?
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//g (Z—f B %5) d(z,y) = yis(de +Qdy),

es decir se recupera la igualdad del Teorema de Green.

La siguiente figura corresponde al Teorema 2.4 :

oS

A continuacién, se enunciard la forma general del Teorema de Stokes para superficies en
R3.

Teorema 2.5 (de Stokes)

Sea S una superficie seccionalmente suave orientable y acotada, con borde consistente de curvas
seccionalmente suaves C1,Cs,--- ,Ck, cada una de las cuales positivamente dirigida con respecto a la
orientacion n de S, y supongamos que el campo vectorial F es de clase C' en S. Entonces:

k
//(mtﬁ)-ﬁdszz/ F.di
s =176

Observacion 2.13 1. Algunos casos particulares muy comunes son:

Si S es como en la figura, con borde consistente de 1 sola

curva seccionalmente suave Cy, positivamente dirigida con il
respecto a la orientacion n de S, entonces el Teorema de
Stokes dice que:
//(rotﬁ)-ﬁdS: F-di
S C1
C1

Figura 2.11: Borde con una
sola curva seccionalmente sua-
ve
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b) Si S es como en la figura, con borde consistente de 2 curvas
seccionalmente suaves Cy,Co cada una de las cuales positiva- G

mente dirigidas con respecto a la orientacion n de S, entonces /
S

=

el Teorema de Stokes dice que:

// rotF) i dS = F dF + / F.di s
Ca

Figura 2.12: Borde con dos
curvas seccionalmente suave

2. El Teorema de Stokes expresa una relacion entre una integral extendida a una superficie y una
integral de linea tomada sobre la curva o curvas que constituyen el borde de tal superficie.

La siguiente figura corresponde al Ejercicio 2.11 :

Ejercicio 2.11 Sea C el borde orientado del tridgulo descrito en la figura anterior, el cual estd con-

] —y
tenido en el plano z = 3.

Si F"(a?,y,z) = (—3y?,42,6x), calcular la /ﬁ -dT?
c
Solucién

El cdlculo directo de fcﬁ - d¥ requeriria la evaluacion de 3 integrales de linea, una sobre cada
uno de los segmentos de recta que componen C. Sin embargo, si aplicamos el Teorema de Stokes,

obtenemos:
/ﬁ-da?://(rotﬁ)ﬁds,
c S

donde n es la orientacion que apunta hacia arriba.

rotF(z,y,z) = (—4,—6,6y)
S : Flz,y) = (ar,y,%) (z,y) ER

gl
8
|
O = =
— oS
o= O
I
—
=
—
A
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que nos dd la orientacion requerida.

//S(mtﬁ) A dS = //R rotF(i(z,y)) - (g_z o Z_Z) dz.y) =
//R(_4’ ~6,6) (0’ _717 1) d(z,y) = /02 /02_96(3 + 6y)dydz = 14.

/ﬁdf:m
C

Por lo tanto,

Luego,

La siguiente figura corresponde al Ejercicio 2.12 :

Ejercicio 2.12 Sea C la curva interseccion del paraboloide z = x +1y?% con el plano z = vy, recorrida
de tal forma que mirando desde el eje z positivo, el sentido es el contrario al de las agujas del reloj.
Calcular: / zydz + z>dy + 2°dz.
c
Solucién: Sea F(x,y,2) = (zy,x2,2%), y S la porcion del plano z = y que queda en la region interior
al paraboloide z = x> + y? (esto es, que queda en la region z > x> + y?).
Por el Teorema de Stokes, tenemos que:

/ﬁ-df://(rotﬁ)-ﬁds
C S

donde n es la orientacion que apunta hacia arriba.

Si (x,y,2) € C entonces > + y*> = y, y esta es la ecuacion de la circunferencia en el plano
xy, 1 = senf. Por lo tanto, la proyeccion de S sobre el plano xy es el circulo R acotado por la
circunferencia r = sen . Asi, S se puede parametrizar como:

S:i(z,y) = (2,9,y), (z,y)€ER

or oF |11k
Soxme=[10 0 [=(0,-11)
9% o1 1
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que nos dd la orientacion n.

Por lo tanto:
. m  rsenf
// (rotF)-n dS = // zd(z,y) = / / (rcos@)rdrdd =
5 R 0o Jo

1 T 3 _ 1 4y
3/0 sen’fcosfdf = T3 5en fl5 =0

Observacién 2.14 Si dos superficies orientadas Sy y Sz tienen a una misma curva C como borde
coman, y C estd positivamente dirigida tanto con respecto a la orientacion ny de S1 como con respecto
a la orientacion ny de Sa, entonces por el Teorema de Stokes se cumple que:

/ / (rotF) - fiy dS = / Fdz = / / (rotF) - iy dS
Sl C 52

para todo campo vectorial F de clase C* en Sy y So. Lo anterior sirve para casos en los cuales
es dificil integrar sobre Si, y sin embargo es fdcil integrar sobre Ss.

Ejemplo 2.7 Sea S; el semielipsoide z = 2\/1 — x%2 — y? orientado con la normal apuntando hacia
arriba, y sea F(z,y,2) = (22,92, 22 tan zy).

Calcular:
/ / (rotF) -y dS
S1

Solucién: rotF(z,y,z) = (z22sec?zy, —yz2sec’zy, 0)

Sea Sy el disco unitario {(z,y) : x? + y* < 1} orientado con la
normal apuntando hacia arriba. Notar que la circunferencia unitaria
C: 22 +y?® =1 es el borde comiin de Sy y Sa, y si se recorre en sentido
antihorario, entonces estd positivamente dirigida con respecto a Ny y
con respecto a 2. Luego :

//S (rotF) - iy dS://O(rotﬁ)-ﬁQ dS =0 N

Figura 2.13: Calculo sobre un
semi-elipsoide

La sequnda integral es cero porque Sy : 7a(z,y) = (7,y,0), (z,y) € Ry = {(z,y) : 22 +y?> < 1}
87“2 87’2
Ba: ay

=(0,0,1), rotF(#(z,y)) = rotF(z,y,0) = (0,0,0)
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2.13. Algunas Aplicaciones de las Integrales de Superficie

1.- Area de una superficie

areas) = [[as = [[

2.- Centro de gravedad. Momento de inercia Si un campo escalar f representa la densidad
(masa por unidad de drea) de una ldmina delgada adaptada a la superficie S, entonces la masa
total m de la superficie se define por la férmula:

m://sf(a:,y,z)dS

Su centro de gravedad es el punto (Z,7, z) determinado por las férmulas:

5 X 50 d(u,v)

:E:%//Sa:f(x,y,z)ds
7= [[ vty 2as
2:%//Szf(x,y,z)d5

El momento de inercia I} de S alrededor de un eje L viene dado por:

I, ://q52(w,y,z)f(w,y,z)d5

donde §(z,y, z) representa la distancia de un punto cualquiera (z,y,z) de S a la recta L.

Ejercicio 2.13 a) Determinar el centro de gravedad de la superficie de una esfera uniforme (=den-
sidad constante) de radio a.
b) Determinar el centro de gravedad de la superficie de una semiesfera uniforme de radio a.

Solucién (a):
7(u,v) = (acos(u) cos(v), asen(
(u,v) € T =]0,27] x

or or
|0 G wo)

= <
| ~—
(@]
t\9u|>lo
w

Do | A
I_.I\_/
)

w0

D

=1

~

<

A

A

v)

= 0,2 COS

Figura 2.14: Centro de
gravedad de una esfera
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Como S es uniforme entonces la densidad es constante, esto es,
f(z,y,2) =k para alguna constante k.

m://f(a:,y,z)dS://de:k//dS:k-Area(S):k~(47ra2).
S S S

Por lo tanto, m = 4ma’k

-1 1
z = m//qxf(x,y,z)ds——4ﬂa2k //Sarde

1 1
= W//Sa:dS:W//Tacosucosv-(a2cosv)d(u,v)

2 pm/2 27 1
= % ; /7{/2 cos u cos® vdvdu = %/0 cosu [g—l-zsen%[/fm du

a 27

= o ; §cosudu = g [senulg™] =0

o 1
i = o [[vrwsaas = o [[ wkas

_ 1 _ 1 2

= W//S ydS = gy //Tasenucosv (a”cosv)d(u,v)

a 27

2r  pm/2
2
= _4 o /ﬂ'/2 senucos“vdvdu = _4 o —2 senudu

= g [—cosul3™] =0

o l 1 1
zZ = m//szf(a?,y,z)ds——4ﬂa2 //SdeS_—47ra2 //SzdS

1 21 /2
= // asenv(a’cosv)d(u,v) = i/ / senvcosvdvdu
47Ta2 T 4:7T 0 _71./2

a [* [senv /> a [
= E ; |: 9 |_7r/2]du—ﬂ/0 Odu =0

Por lo tanto, el centro de gravedad es: (0,0,0).

Por lo tanto, el centro de gravedad de la superficie de una esfera uniforme es el centro de la
esfera.
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Solucién (b): #(u,v) = (acos(u) cos(v), asen(u) cos(v), asen(v))

(u,v) € T = [0,27] x [o, g] :
or or o
a—Z(u,v)xa—Z(u,v) = a® cosw s
Como S es uniforme entonces la densidad es constante, esto es, ” v

f(z,y,2) =k para alguna constante k.

xr

Figura 2.15: Centro de grave-
dad de una semi-esfera

m = //f:vy, )dS = //de k//dS

= k- Area(S) = k(27a?) = 2na’k

_ 1 1
E//Swf(mayvz)ds_ 27ra2k //kads

T =
— 1 2 d( )
= 5.3 acosucosv.a cosv d(u,v
2w 2m
1 n
= — / cosucos*vdvdu = a/ cosU, 2-|-—sen2v| 2| du
27r
= % ; Zcosudu: g [senulg™] =0
y =0

7 = l// 5 kdS = E// asenv(a®cosv)d(u,v)
m m
271. 27I' 2
B k Sen-v /2
= / / senvcosvdvdu = 27ra2k/0 [ 5 1o }du
a
= o (2” 5) =3

Por lo tanto, el centro de gravedad es (0,0, %) .
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3.- Flujo de fluido a través de una superficie

Imaginemos que un fluido es una coleccién de puntos llamadas particulas. A cada particula
de coordenadas (z,y,z) le asignamos un vector v(x,y,z) que representa su velocidad. Este es
el campo de velocidad de la corriente. El campo de velocidad puede o no cambiar con el tiempo.
Consideraremos tan solo corrientes estacionarias, esto es, corrientes para las que la velocidad
‘7(:5, y,z) depende unicamente de la posicién de la particula y no del tiempo.

Designemos con p(x,y,z) a la densidad (masa por unidad de volumen) del fluido en el punto
(x,y,z). Siel fluido es incompresible, la densidad p serd constante en todo el fluido. Para un fluido
compresible, tal como un gas, la densidad puede variar de un punto a otro. En cualquier caso, la
densidad es un campo escalar asociado a la corriente. El producto de la densidad por la velocidad
lo representaremos por ﬁ, esto es,

ﬁ(wayaz) = p(mayvz)‘?(xayvz)

Este es un campo vectorial llamado densidad de flujo de la corriente. El vector ﬁ(a:,y, z) tiene
la misma direccion que la velocidad, y su longitud tiene las dimensiones :

masa distancia masa

unidad de volumen  unidad de tiempo (unidad de area) - (unidad de tiempo)

Dicho de otro modo, el vector densidad de flujo ﬁ(w, y, %) nos dice cuanta masa de fluido circula
por el punto (z,y,z) en la direccién de V' (z,y, z), por unidad de area y de tiempo.

Sea S = 7(T) una superficie paramétrica. En cada punto regular de S designemos con 7 al
vector unitario normal que tiene la misma direccién que el producto vectorial fundamental, es decir:

oF 7

= (u,v) X 5—-(u,v
(P, v)) = oD X Bl

152 0,0) % Qo0

El producto escalar F-fesla componente del vector densidad de flujo en la direccién de 7.

La masa de fluido que pasa a través de la superficie S en la unidad de tiempo en la
direccion de 7 es entonces igual al valor de la integral de superficie :

//ﬁ~ﬁd5.
S
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Capitulo 3

Series de Fourier

En este capitulo estudiaremos uno de los conceptos de mayor importancia en la matematica, las
llamadas Series de Fourier.

3.1. Introduccion

Es bien sabido que bajo ciertos supuestos de regularidad, podemos describir algunas funciones
en términos de series de funciones, por ejemplo recordemos que

2 1.3

eﬂ”:1+x+%+§+..., Ve € R

Este es el desarrollo en Serie de Taylor de la funcién exponencial. Pero en este caso es necesario
que nuestra funcién tenga infinitas derivadas y que ademds la serie de la derivadas sea convergente
para un cierto conjunto de valores, es decir, el intervalo de convergencia no sea un punto.

Una pregunta es ;podemos expresar en términos de series de funciones algunas aplicaciones que
no sean tan regulares?

La respuesta la daremos a lo largo de este capitulo.

La mayoria de los conceptos de este capitulo fueron generados a fines del siglo XVIII y comienzos
del siglo XIX y llevan asociados los nombres de grandes matemaéticos de la época, como por ejemplo
Fourier, Laplace, Bernoulli, D’Alembert, Green, Poisson, Dirichlet, Neumann, Lagrange, Gauss, por
nombrar algunos. Estos conceptos han marcado el inicio de importantes lineas de investigacién en
la actualidad, con una amplia aplicacién, como son por ejemplo el estudio de la teoria de senales o
la gran area relacionada con las EDP, en donde hay una gran cantidad de investigadores en todo el
mundo trabajando en una amplia gama de problemas, entre los que podemos nombrar por ejemplo,
el andlisis no lineal, la teoria de control, la teoria de scattering, la teoria de los elementos finitos, el
disenio optimal, por citar algunas lineas de trabajo.

59
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3.2. Series de Fourier

Como se ha visto en los cursos de Célculo, las series de funciones mas comunes corresponden
a los desarrollos de Taylor y Maclaurin. En lo que sigue analizaremos otro tipo de desarrollo para
funciones, el cual serd 1til en una gran cantidad de aplicaciones.

Recordemos que para obtener desarrollos en Series de Taylor y MacLaurin de una funcién, es
necesaria una gran regularidad de la funcién, sin embargo, existe una serie de fenémenos descritos
por funciones no regulares, en particular, al estudiar las sefiales, podemos encontrar muchos puntos
de discontinuidad o no diferenciabilidad.

Las Series de Fourier aparecen en 1822, cuando Jean Baptiste Fourier resolvié por primera vez
la ecuacion del flujo del calor a través de series trigonométricas. Luego el mismo método ha sido
utilizado para estudiar una amplia clase de problemas.

En primer lugar veamos algunas definiciones y resultados previos.

3.2.1. Convergencia puntual de una serie de funciones

Definicién 3.1 Para cada k € N|J{0}, sea fi. : R = R wuna funcion. Se dice que la serie de funcio-
nes Y neq fr(z) converge puntualmente en I C R si para cada = € I la sucesidn de nimeros
reales (Sp(2))nen definida por S,(z) = > p_o fe(x) es convergente. La sucesion (Sn(z))nen se
llama sucesion de sumas parciales.

Si S(z) = lim,_,o Sy(z), entonces S(z) se llama el valor (o la suma) de la serie Y, o fr(z)
y se escribe S(z) =Y 1 o fe(z).

3.2.2. Funciones continuas por tramos

Definicién 3.2 Se dice que una funcion f de valor real es continua por tramos en un intervalo
[a,b] si:

1. f estd definida y es continua en todos, excepto un nimero finito de puntos de [a,b], y

2. Los limites f(xg) = limy_o+ f(zo +h) y f(xy) =lim,_o- f(vo +h) ezisten y son niimeros
reales, para cada punto xo de [a,b]. (Observar que sélo uno de estos limites es apropiado si o
es un punto extremo de [a,b]).

Observacién 3.1 1. Una funcién que es continua por tramos en [a, b] no necesariamente estd de-
finida en todos los puntos de [a,b]. Por ejemplo, la funcion:

fz) = r+m , 85 —w<xz<0
- r—7m ,s0<z<m

es continua por tramos en el intervalo [—m, 7).

2. Por definicion, toda funcién continua f : [a,b] = R es continua por tramos en [a,b].
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3. El conjunto de todas las funciones continuas por tramos en un intervalo fijo [a,b] se deno-
tard por PCla,b]. Asi, si denotamos por Cla,b] el conjunto de todas las funciones continuas
de [a,b] = R, entonces por lo anterior, Cla,b] C PCla,b].

4. En el espacio PCla,b], consideraremos como iguales a 2 funciones que difieran solamente en
un numero finito de puntos.

Figura 3.1: Ejemplo de una funcién continua por tramos en [a, b].

Figura 3.2: Grafica de f de la Observacién 3.1, 1.

3.2.3. Funciones Pares e Impares

Definicién 3.3 Se dice que una funcién f continua por tramos en un intervalo de la forma [—a, a)
es

1. par si f(—z) = f(z), para toda x en el dominio de f.
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2. impar si f(—z) = —f(z), para toda x en el dominio de f.

Observacion 3.2 La importancia de las funciones pares e impares para lo que nos interesa es que:

a

f par = flx)dx = 2/0a flx)dz, vy

—a

a

f impar = f(z)dz = 0.

—a

Una observacidn elemental es que el producto de una funcion par con una impar es una funcién
impar, y que el producto de dos funciones pares es una funcion par, y que el producto de dos funciones
impares es una funcion par. En pocas palabras, la multiplicacion de funciones pares e impares obedece

a las reglas:
(Par).(Par)=(Impar) (Impar)=Par
(Par).(Impar)=(Impar).(Par)=Impar

Ejemplo 3.1 Las funciones 1,cosz,cos2z,---, son pares en PC[—a,a] y senz, sen2x,-- -, son im-
pares.
Ast:
a
fimpar = f(x)coskxdr =0 vy

—a

a

f par = f(z)senkzdz = 0.

—a

3.2.4. Series de Fourier

Definicién 3.4 Sea f una funcion continua por tramos en [—m, 7| y consideremos la serie de fun-

ciones :

o0
ao
2 + Z(akcoskx + bisenkx) donde
k=1
1 T
ap = — f(z)coskxdx para k=0,1,2,--- y
™ —Tm
1 K
by = — f(z)senkxdx para k=1,2,---.
™) —n

Esta serie es llamada la Serie de Fourier de f y los coeficientes ay, by son llamados los Coe-

ficientes de Fourier de f.
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Ejemplo 3.2 Encontrar el desarrollo en serie de Fourier de la funcién

-1 , s —m<2z<0
f(m)_{ 1 ,si O<z<m

Solucién

f es una funcion impar. En consecuencia:

ap = — f(x)coskxdr =0, V k.

™

Por otro lado, f(x)senkx es par y por lo tanto:

2 (7 2 7 9 PI
= —/ f(x)senkxdx = —/ senkxdr = — (1 — coskn) = { Rr o0 5 K
T Jo T Jo km k

En consecuencia, el desarrollo en serie de Fourier de f es:

4 { sen3r  senbx }
— | senx + AR
T

3+5

n(2k — 1)z
Z (2k —1)

=1

Teorema 3.1 Sea f una funcién tal que [ y su primera derivada f' son continuas por tramos en
[, 7]. Entonces el desarrollo en serie de Fourier para f converge puntualmente en [—m, 7| y tiene

el valor:
fzg) + flzo)
2
en cada punto xo en el interior del intervalo, y

(G B (G S
2
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+ —_
Observacién 3.3 1. Notar que la expresion w es el promedio de los limites por la
derecha y por la izquierda de [ en xo y es igual a f(xo) siempre que xo sea un punto de
continuidad de f. En consecuencia:

“El desarrollo en serie de Fourier de una funcion f tal que f y f' son continuas por tramos
en [—m,w], converge a f(xo) siempre que zy sea un punto de conlinuidad de f, o €] — 7, x|.
Por otra parte, si f liene una discontinuidad en xy, xy €] — w,w[, entonces la serie de
Fourier de f converge en xo al valor localizado en el punto medio del “salto”que se produce en
la discontinuidad xo”.

/X’/
[f(ad) + flxy)]

N | =

Lo

2. Otra forma equivalente de enunciar el Teorema anterior es :
“Si f y f' € PC|—m,n], entonces la serie de Fourier de f converge puntualmente en cada
+ —
punto zo de [—m, 7| y tiene el valor M
H=mD) (7)) »
5 .

YV zo €]—m, 7], ypara los extremos tmx

toma el valor

3. Si aplicamos el Teorema anterior al Ejemplo 3.2, concluimos que la serie :

1 [senw + 22832 4 sendr 4 ...]  converge puntualmente en el intervalo [—m,m]  a:

-1 , 8 —7<2z<0
0 ,s z=-m0m
1 ,s8 0<z<m

Ast, por ejemplo, cuando x = 7, el valor de esta serie es 1, y por lo tanto:

4 1 1 1
1= |14+ - —Z4...
T { 3 + 5 7 + }
o lo que es equivalente:
T_4 1 n 1 1 n
4 3 5 7
Andlogamente, cuando x = 7 se obtiene:

™

A2 V2 V2 V2
"Iz 3z et
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y se liene una sequnda representacion de § como:

4. Observemos que si una serie trigonométrica % + 32 (agcoskx + bypsenkx) converge a un
valor A cuando x = xg, entonces también convergerd a A en todos los puntos de la forma
To + 2nm, siendo n € 7. un entero cualquiera. Esto es una consecuencia del hecho de que las
funciones senkx y coskx son periddicas de un periodo que divide a 2m. Por lo tanto: “ Si
la serie % + 312 | (agcoskx + bpsenkx) converge puntualmente en [—m, [ a una funcién f,
entonces realmente converge en todo R a la funcién F obtenida por la repeticion sucesiva de
f alo largo de R, en intervalos de longitud 2w.”

Es claro que la funcidon F obtenida en esta forma, es periddica de un periodo que divide a
2w, (y por lo tanto F(z + 27) = F(z), para todo x). F es conocida como la Extensién
Periddica de f.

Vs

o
3
w
3

Combinando las ideas anteriores obtenemos el siguiente:

Teorema 3.2 Si f y f' son continuas por tramos en [—m,w|, entonces la serie de Fourier de f
converge puntualmente en todo R. Mas aiun, si F' denota la extension periddica de f, entonces el

F(zi)+F(zg)
2

valor de la serie es F(xy) cuando xy es un punto de continuidad de F, y es cuando xq

es una discontinudad de F'.

Observacion 3.4 FEl Teorema anterior puede usarse para trazar la grdfica de la serie de Fourier
(esto es, la grdfica del valor de la suma de la serie) de cualquier funcion f tal que f y f' €
PCl—r,x]. El procedimiento es como sigue: Primero, se traza la grdfica de la extension periddica
F'; luego se localiza el punto medio del salto de cada discontinuidad de F. El dibujo resultante,
incluyendo estos puntos aislados, serd la grdafica de la serie en cuestion. Asi por ejemplo, la grdfica

de la serie de Fourier
sendx

4
— |senx +
T

del ejemplo 3.2 es la siguiente :
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Ejemplo 3.3 Encontrar el desarrollo en serie de Fourier de la funcion f(z) = |z,

y trazar la grdfica de la serie.

Solucién: Como f es una funciéon par, entonces :

1
by = =

f(z)senkzdz =
7r

-7

Por otro lado : a;, =

-7

A 2 k
k;«éO:ak:—/ xcoskxdx:—[msenxg—
7 Jo ™ k

0 para k =

—T<zxr<m,

1,2,

1 [7 2 (7
—/ |z|coskxdr = —/ zecoskxdr
™ ™ Jo

1/ senkxdx], de donde
k Jo

En consecuencia, el desarrollo en serie de Fourier de f es:

T 4 ( cos3zx
— — —|cosx + —(5—
2 7

R.

La grifica de la serie de Fourier de f es:

coSdx
32 + 52

+ )

Como f y f' € PC[—w,n] entonces la serie de Fourier anterior converge puntualmente en todo
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-3 27 -7 7r 2 37

En particular se tiene que cuando x = 0,

T 4 1
0—5—;<1+§+---)

2

de donde: T =1+ 95 + 25 + - -

Ejemplo 3.4 1. FEncontrar el desarrollo en serie de Fourier de la funcion:

_J 0,8 —m<z<L0
f(w)_{a? , 8 0<z<mw

2. Usar la serie obtenida en 1. para probar que:

LaPS T S
8§ T3 5P

3

Ejemplo 3.5 Sea g la funcién en PC[—x, ] definida por:

() = 0 , 8 —71<2<0
I =11 , 81 O<z<m

Notar que si f es la funcién del Ejemplo 3.2, entonces g = % + %f

y trazar la grifica de la serie obtenida.

67

De lo anterior y del desarrollo encontrado en el Ejemplo 3.2, se concluye que el desarrollo en serie

de Fourier de g es:

1 n g send -+ sendx n sendx n
2 0w 3 5

La grifica de la serie de g es:
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—3r 27 -7 s 27 37

3.3. Series de Senos y de Cosenos

Si f es una funcién par en PC[—m, 7], entonces, para todos los valores de k, f(z)coskz es par, y
f(z)senkx es impar. Por lo tanto:

y

f(x)coskxdr = 2 /7T f(z)coskzdz,
0

—T

s
f(x)senkxdr =0,
—T
de donde concluimos que:
“El desarrollo en serie de Fourier de una funcién par en PC[—7,n] incluye solamente términos
cosenos, y viene dado por:

o0
2 T
% 4 Z apcoskxr, donde aj = —/ f(x)coskxdr”
2 1 ™ Jo

Un argumento similar al anterior muestra que:
“El desarrollo en serie de Fourier de una funcién impar en PC[—m, ] incluye solamente términos
senos, y viene dado por:

o0 2 ™

Zbksenka:, donde by = —/ f(z)senkzdx”.
T Jo

k=1

En las aplicaciones de la teoria de las series de Fourier, frecuentemente se necesita obtener el
desarrollo en serie para una funcién f continua por tramos, que estd definida solamente en el intervalo
[0, 7]. Una forma de obtener dicho desarrollo en serie, es extendiendo f al intervalo [—=, 7] (donde
con esto quiere decirse que se define una funcién F en [—m,w] de tal modo que F coincide con f
en [0,7]), y entonces F' se desarrolla en serie de Fourier. En aquellos casos donde f se comporte
razonablemente bien (por ejemplo de tal forma que F' y F' € PC[—m,xn]),) el desarrollo en serie
de Fourier de F' serd una buena aproximacién de f en [0, 7).
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Lo esencial de este método tiene relacién con la forma en que f es extendida a [—m,7]. Esto,
por supuesto puede hacerse de muchas formas, pero las siguientes dos extensiones son las mds
convenientes e importantes. La primera es llamada extensién par de f, denotada por Py, y definida
por:

_f f(=x) ,si —w<x<0
Pf(w)_{ flz) ,s1 0<z<m
mientras que la segunda es llamada la extensién impar de f, denotada por I, y definida por:

_f —f(=x) ,si —w<z<0
[f(w)_{ flz) ,s1 O0<z<m

f
RN
— | ™ *
y Y
Py Iy
[
T ™~ - ™
—r ‘ T < K T x
/_/

Es claro que Py es una funcién par, y que /¢ es una funcién impar, para cualquier f. Por lo
tanto:

1. El desarrollo en serie de Fourier de P es:

o0 2 T
o + Z apcoskzx, donde ap = — / f(z)coskxdx, k=0,1,---
2 =1 T 0

Esta serie es llamada el desarrollo en serie de Fourier de coseno de f.

2. El desarrollo en serie de Fourier de Iy es:

(o] 2 K

Zbksenkx, donde b = —/ f(z)senkzdz, k=1,2,---
T Jo

k=1

Esta serie es llamada el desarrollo en serie de Fourier de seno de f.
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Ejercicio 3.1 Sea f la funcién definida por f(z) =22, 0<z <.
1. Encontrar las extensiones par e impar de f.
2. Calcular las series de Fourier de coseno y de seno de f.
Solucién:
1.

Pi(z) = (—x)> , si —w <2 <0 _ 22 s —7m<z<0
e & ,si 0<z<m = 2 s 0<z<n

es decir, la extension par de f es: Py(z) =2*, V2 €[-m, 7.

Por su parte, la extension impar de f es:

I(x) = —(-2)? ,si —7<z<0 _ —z? | si —1<z2<0
A 22, s 0<z<m o 22 ,si 0<z<m
Los grificos de f, Py e Iy vienen dados por:
y
71.27 71'2 7T') —
Py I

2. El desarrollo en serie de Fourier de coseno de f es:

a [ee]

0

> + E apcoskx,
k=1

donde 5
ap = —/ f(x)coskxdr =
T Jo

2 (7 2 [2? 2 [
—/ z?coskrdr = = {x—senkﬂg - —/ arsenka:da:}
™ Jo ™ k k 0

-4 [T —4 - 1 ("
= %/0 rsenkrdr = = [%coskﬂg + E/o coska?da?]
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o]
-2 e = corg

Por lo tanto,

4
ak:(—l)kﬁ, para k=1,2,--
2 K
ag = —/ 2?dr = =72,
T Jo

y luego el desarrollo en serie de coseno es:

L4
3

2 cos2x  cos3r  cosdx
COST — > + 3 B + -

Como f y f' son continuas por tramos en [0,7|, entonces la serie anterior converge pun-
tualmente en todo R. Su grifica se muestra a continuacion.

Por su parte, el desarrollo en serie de Fourier de seno de f es :

Z brsenkzx,
k=1
donde o 7
by, = —/ f(x)senkxdx
™ Jo
de donde,

2 8 Pl —
T”—m ,Sik’—l,3,5,"'

-2 sik=2,4,6,- -

sen2r  sendx 8 sen3r  sendx
2w | senx — 5 + 3 — — ; senx + + + .-

Tal como antes, la serie anterior converge puntualmente en todo R, y su grdfica también se
muestra a continuacion.
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NASINNS

—47r 37r—7r f7r 27r 37r 47r

Figura 3.3: Gréfica de la serie de Fourier de coseno de f.

Figura 3.4: Grafica de la serie de Fourier de seno de f.

3.4. Cambio de Invervalo

Hasta ahora se ha tratado exclusivamente con funciones definidas en los intervalos [—, 7] y [0, 7].
Sin embargo, esto es demasiado restrictivo, y ahora generalizaremos los resulados a un intervalo

arbitrario [a, b].
Antes de ver el caso general, primero consideremos intervalos de la forma [—p, p].

Definicién 3.5 Sea f una funcidn continua por tramos en [—p,p| (donde p es una constante posi-
tiva). Llamaremos Serie de Fourier de f a la serie :

0 k
LU Z (akcos (lmr_a:) + bpsen (ﬂ)> donde
2 P p P

P k
ap = — f(z)cos <ﬂ> de, para k=0,1,2,--- y
“p D
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1 [P k
= —/ f(z)sen (ﬂ) de, para k=1,2,---.
pJ_p P

Observacion 3.5 1. Los resultados anteriores referentes a convergencia, son también vdlidos en
este caso. Asi por ejemplo se tiene que: “Si f y f' € PC[—p,p], entonces la Serie de Fourier
de f converge puntualmente en todo R; mds ain, si F' denota la extension periédica de f (esto
es, F' coincide con f en [—p,p] y fuera de [—p,p] estd definida por F(z+2p) = F(x)), entonces

F(zf)+F(zq)
2

el valor de la serie es F(xo) si xo es un punto de continuidad de F, y es 8t xo €s

una discontinuidad de F'”

2. Notar que si p = 7w, entonces tenemos la Serie de Fourier que consideramos en la seccion
3.2.4.

3. La discusion anterior puede adaptarse ficilmente al caso general de una funcion f € PCla,b],
siendo [a,b] un intervalo arbitrario. De hecho, el desarrollo en Serie de Fourier de una f €

PCla,b] es
> kmx 2kmx
+Z<akcos< )—l—bksen <b—a))
donde
2 b 2kmx
ak_b—a/a f(z)cos <m> dv, para k=0,1,---
)

b
f(z)sen 2k de, para k=1,2, -
b—a
a

b—a

Ejercicio 3.2 Encontrar el desarrollo en serie de Fourier, en PCI0,1], de la funcién f(z) = z.
Solucién: En este caso, [a,b] = [0,1], y luego el desarrollo en Serie de Fourier de f es:

o0
ao
0} + ; aycos(2krx) + b sen(2knz))

donde
1 1
ay = 2/ xzcos(2kmz)dz, y by = 2/ xsen(2kmwz)dx
0 0

Integrando por partes se obtiene que: ag = 1,ar =0 para k # 0, y b, = ;—; para k=1,2,---
Por lo tanto, la serie de Fourier de la funcion f(x) =z en PCI0,1] es:

1 1 o+ sendnx n senbrr
— — — | sen27zx S
2 7 i 2 3

La grifica de esta serie es:
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Ejercicio 3.3 Encontrar el desarrollo en serie de Fourier de la funcion f € PC[2,4] cuya grifica
es:

Solucién: Del grifico de f deducimos que [a,b] =[2,4], y :

(2) = r—2 ,s12<zx<3
Tl 44—z , s 3<x<4

El desarrollo en serie de Fourier de f es

ao
2

M2

+ Y (agcos(kmz) + brsen(kmzx)),  donde:

>~
Il

1

ap = /24 f(z)cos(kna)dr = /23(95 — 2)cos(kmz)dx + /34(4 — z)coskmzdr y

by = /2 " b (o) sen(kra)de = /2 (o — 2 sen(kra)da + /3 "4 w)sen(kna)de

Aunque estas integrales pueden calcularse directamente, los cdlculos pueden simplificarse consi-
derablemente al tomar en cuenta el siguiente argumento :
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Si F' es la extension periddica de f a todo R, (F(x+2)=F(z), V x) entonces las funciones
F(x)cos(kmz) y F(x)sen(kmx) son periddicas de periodo 2 y luego se cumple que:

/mOH F(2)cos(krz)dx = /4 F(z)cos(krx)dr = /24 f(z)cos(kmz)dr, y

zo 2

/m " p@)sen(kre)de = /2 ! () sen(kne)de = /2 Y () sen(kna)da

o]

para todo niumero real xg.
En particular, si zg = —1 tenemos:

1 1

F(z)cos(kmx)dx :/ |z|cos(kna)dx

—1

ap = /24 f(x)cos(krx)dx = /

-1

1

by = /2 " (o) sen(kra)de = / Fa)sen(krz)ds = /_ 11 \e|sen(knz)dz

-1
Pero la funcién valor absoluto x — |z| es una funcién par en [—1,1], de donde:

b, =0, V k, y

1
ap = 2/ zeos(kmx)dx
0

Calculando se obtiene :

k;ﬁQ ,s1 k es impar
ap =1, ap=

0 , s k espar, E#0

Ast, el desarrollo en serie de Fourier de f € PC[2,4] es:

1
2 72 32 52

4 ( cos3mr  cosbmx )
— — | cosmx + + + -
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Observacién 3.6 Sea f una funcidn continua por tramos en R (esto es, tal que f restringida a
cualquier intervalo acotado [a,b], es continua por tramos en [a,b]). Se dice que f es periddica si
existe una constante real T > 0 tal que f(x+T) = f(z) para todo x en el dominio de f. La constante
real positiva mds pequena T con esta propiedad se llama el periodo de f.

Se tiene la siguiente propiedad importante:

“Si f es una funcion continua por tramos en R que es periddica de periodo 2p, entonces:

zo+2p Yyo+2p
/ flz)dz = / flxz)dz  para todo par de nimeros reales  xo, Yo

Zo Yo

3.5. Integracion de Series de Fourier

Teorema 3.3 Sea f una funcion continua por tramos en R, periddica de periodo 2, y sea:
a )
?0 + Z(akcos(km) + bsen(kz)),
k=1
la serie de Fourier de f. Sia,b € R con a < b, entonces se cumple que:

b 00
_ag ay(senkb — senka) — by (coskb — coska)
/a Fl)de = 20— a) + ,;:1: -

En otras palabras, la integral definida de f de a a b puede calcularse por la integracion, término a
término, de la serie de Fourier de f.

Teorema 3.4 (Teorema de Integracién)
Sea f una funcion cualquiera en PC[—m, 7], cuya serie de Fourier es :

WE

+

% (acoskx + bysenkz).

>~
Il

1

T
Entonces la funcién z — / f@®)dt, x €] —m,n[, tiene una serie de Fourier que converge pun-
0
tualmente en | — w,w[, y
x oo o0 k+1
b —bpcoskx + |ap, + (-1 ag| senkx
/f(t)dtzzk+z i o + (1) o] . VYaze]-mal
0

k k
k=1 k=1
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3.6. Problemas de Sturm-Liouville

Consideremos la ecuacién diferencial en el intervalo [a, b]:

d

& PO+ v =0, <<,

dx

donde p € Cta,b], p(x) #0 Vz €la,b], q,r€Cla,b], r(z)#0,VxeEla,b],y\esun pardmetro
independiente de z. Esta ecuacién es conocida como una Ecuacién de Sturm-Liouville.
Si a dicha ecuacién diferencial le agregamos las condiciones en la frontera:

ary(a) + azy'(a) =0

Bry(b) + B2y’ (b) = 0,

donde a1, as, son constantes reales no ambas cero,y [1, 32 son constantes reales no ambas cero,
entonces obtenemos el problema con valores en la frontera :

(d

ar {p(w)@} +[g(z) + Ar(z)]ly =0, a<z<b

dx -

ary(a) + azy'(a) =0

L Bry(b) + B2y’ (b) =0

(%) es llamado un Problema de Sturm-Liouville.

Estos problemas se presentan en la practica al usar el método de separaciéon de variables en la
resoluciéon de ecuaciones diferenciales parciales.

Es claro que para todo numero A, el problema (x) tiene la solucién trivial y = 0, es decir
y(x) = 0,V € [a,b]. Las soluciones no-triviales (si es que existen) se llaman funciones propias del
problema, y los valores de A para los que esas soluciones no triviales existen son los valores propios
del problema (x).

Ejemplo 3.6 Encontrar los valores propios y las funciones propias del siguiente problema de Sturm-
Liouwville:

Y+ y=0
y(0)=0
y(m) =0

Solucién: Si A < 0 entonces la solucion general de la ecuacion y” + Ay =0 es:
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y(x) = creV A f e VAT

De las condiciones y(0) = y(x) = 0 se obtiene ¢; = c2 = 0, de donde y =0 la cual no es una
funcion propia.

Si A =0, entonces la solucidn general de la ecuacion y" =0 es: y(x) = ¢; + cox. De las condi-
ciones y(0) = y(n) = 0 se obtiene ¢; = co =0, de donde y =0 la cual no es una funcién propia.

Si X > 0, entonces la solucidn general de la ecuacion y" + Xy = 0 es y(z) = cicos(vVAx) +

casen(vVAz).

y(0)=0= ¢, =0
y(7) = 0 = casen(v/Ar) =0, de donde sen(v/Ar) = 0 (buscamos soluciones no-triviales), es decir:

\/X:n, n €N

Por lo tanto:
A=n? neN

Por lo tanto, A = 1,4,9,16,---, son los valores propios del problema planteado, y las funciones
propias correspondientes son y(x) = casen(nz)(cas #0),n € N. Tomando c; =1 se obtiene que:
y(z) = sen(nz),n € N es un conjunto completo de funciones propias.

En resumen:
Valores propios: A = 1,4,9,16, - --
Funciones propias: y(z) = senz, sen2z, sen3z, sendx, - - -



Capitulo 4

Ecuaciones en Derivadas Parciales

Una ecuacién diferencial parcial (E.D.P.) es una ecuacién que contiene una funcion incégnita de
dos o mas variables independientes y una o més derivadas parciales de dicha funcién incégnita.

El orden de una ecuacion diferencial parcial es el orden de la derivada de mds alto orden que
aparece.

Ejemplo 4.1 La ecuacion

Pu 0%

o2~ a2
(c constante) es una E.D.P. de orden 2 (o de sequndo orden). Aqui u es la funcion incdgnita, y
x,t son las variables independientes. Esta ecuacion es conocida como la ecuacién unidimensional

de onda.
Notemos que la ecuacién anterior se puede escribir como L(u) = 0 donde

9%u 9%u
L) = 5 ~ € gpa

este operador tiene una propiedad muy especial: observemos que si u(z,t) y v(x,t) son funciones
cualesquiera dos veces derivables y «, 8 son constantes, entonces:

Lau + Bv) = aL(u) + BL(v),

es decir, L es un operador lineal.
Una E.D.P. de la forma L(u) = f donde f es una funcién dada y L es un operador lineal, es
llamada una ecuacién diferencial parcial lineal. La ecuacién unidimensional de onda

u  ,0%u

e o
es una E.D.P. lineal. Por otro lado, la E.D.P.:

@ 2_+_ @ 2—]_
ox ot)

79
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no es lineal.
Una E.D.P. lineal L(u) = f donde f = 0 (es decir una E.D.P. lineal de la forma L(u) = 0) se
llama ecuacién homogénea.

Una E.D.P. lineal general de orden dos en dos variables independientes tiene la forma:

0*u 0*u 0%u ou ou
AT B L0 D+ E— + Fu=G
() ox? + oxdy * oy? * ox + dy +
donde A, B,--- ,G pueden depender de x,y, pero no de u.

La ecuacién () es llamada:
1. elipticasi B> —4AC <0

2. parabdlica si B2 —4AC =0
3. hiperbélica si B> —4AC > 0.

Algunos ejemplos de E.D.P. lineales de orden dos importantes son:

9? 9?2
au_ c2—u Ecuacién unidimensional de onda.
ot? Ox?
0 9?
au_ cQ—u Ecuacién unidimensional del calor.
ot o2
9?2 9?
2z + A 0 Ecuacién bidimensional de Laplace.
ox2  Oy?
9?2 9?
8—7; + 8—7; = f(z,y) Ecuacién bidimensional de Poisson.
x y

Una solucién de una E.D.P. en alguna regién R del espacio de las variables independientes es
una funcién u que tiene todas las derivadas parciales que aparecen en la ecuacién, en algiin dominio
que contiene a R, y que satisface la ecuacion, en todo punto de R.

En general, la totalidad de las soluciones de una E.D.P. es muy grande. Por ejemplo, las funciones:

ui(z,y) = —y®,  us(w,y) =ecosy, us(w,y) = In(z® +y?)
que son totalmente diferentes entre si, son soluciones de la ecuacién bidimensional de Laplace
0*u N 0%u
oxr? = 0y?
Mas adelante se verd que la solucién inica de una E.D.P. correspondiente a un problema fisico
dado se obtiene mediante la aplicacién de informacién adicional derivada de la situacion fisica. Por
ejemplo, en algunos casos, se dan los valores de la solucién requerida del problema sobre la frontera

de algin dominio (condiciones en la frontera); en otros casos, cuando el tiempo ¢ es una de las
variables, se indican los valores de la solucién en ¢t = 0 (condiciones iniciales).

=0

Teorema 4.1 (superposicién) Siu; y us son soluciones cualesquiera de una ecuacidn diferencial
parcial lineal y homogénea Lu = 0 en alguna regién R, entonces u = ciuy + cous (donde ¢1,co son
constantes cualesquiera) también es una solucidn de esa ecuacidn, en R.
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4.1. Modelo de la Cuerda vibrante. Ecuaciéon unidimensional
de onda.

Como una primera E.D.P. importante, consideraremos la ecuacion que rige las pequenas vibracio-
nes transversales de una cuerda vibrante, la cual se estira hasta tener la longitud L y a continuacién
se fija en los puntos extremos. Supéngase que la cuerda se deforma y entonces, en un determina-
do momento considerado como ¢ = 0, se suelta y se le deja vibrar. El problema es determinar las
vibraciones de la cuerda.

Al deducir una ecuacion diferencial correspondiente a un problema fisico dado, normalmente tie-
nen que efectuarse simplificaciones para que la ecuacién resultante no quede demasiado complicada.
En este caso se hacen las siguientes suposiciones :

1.- La masa de la cuerda por unidad de longitud es constante (cuerda homogénea). Ademas, la
cuerda es perfectamente eldstica y no ofrece resistencia alguna a la flexion.

2.- La tensién causada al estirar la cuerda antes de fijarla en sus puntos extremos es tan gran-
de que puede despreciarse la accién de la fuerza gravitacional sobre la cuerda.

3.- La cuerda realiza un movimiento transversal pequeno en un plano vertical, es decir, toda particula
de la cuerda se mueve estrictamente en la direccién vertical, de modo que la deflexion y la pendiente
en todo punto de la cuerda se mantienen con valor absoluto pequeno.

Ahora, introducimos un sistema de coordenadas rectangulares (z,u) de modo que un extremo
de la cuerda esté en (0,0) y el otro extremo en (L, 0).

Con las suposiciones anteriores se tiene que si u(z,t) representa el desplazamiento vertical de la
cuerda en el punto z en el instante ¢, entonces la funcién wu(x,t) describird de manera razonable
las vibraciones de la cuerda vibrante.

Para obtener la ecuacién diferencial se consideran las fuerzas que actian sobre una pequena
porcién de la cuerda (ver figura anterior). Como la cuerda no ofrece resistencia a la flexién, la
tensién es tangencial a la curva de la cuerda en cada punto. Sean T} y T, las tensiones en los
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puntos extremos P y () de esa porcién. Debido a que no hay movimento en la direccién horizontal,
las componentes horizontales de la tensién deben ser constantes. Usando la notacién mostrada en la
figura anterior, se obtiene :

(i) ---Theos(a) = Tyeos(f) = T = constante

En la direccién vertical se tienen dos fuerzas : las componentes verticales —Tsen(a) y Tasen(S)

de T1 y T» respectivamente. De acuerdo a la segunda ley de Newton, la resultante de esas dos
2

fuerzas es igual a la masa pAs de la porcién por la aceleracién evaluada en algin punto entre

—,
xy z+ Ax; (p esla masa de la cuerda por unidad de longitud (densidad) y As es la longitud de
la porcién). Asi tenemos por lo anterior que :

Tysen(8) — Tisen(a) = pAsot
hsen 1sen(a) = pAs—=n

Aplicando (i) a lo anterior obtenemos :

Tysen(B) Tysen(a)  pAs d%u

Taeos(f3) Ticos(a) T 0t

Como la pendiente de la curva de la cuerda es pequena, puede sustituirse As por Az. Por lo
tanto la ecuacién anterior queda como :

e 0%

(¢i) - - - tan(B) — tan(a) = T

Pero sucede que tan(a) y tan(3) son las pendientes de la curva de la cuerda en x y en z+ Az,

respectivamente, es decir :
ou ou
t = —_— t = _—
o) = (5r) )= (5)

Dividiendo (i7) por Az, obtenemos :

Ou _ (0w | 2 p O
0 ) i nw ox) .| T ot

Por tltimo, si ahora hacemos tender Az a cero, se obtiene la ecuacién :

1
Az

Pu _ pou
oz2 T Ot?

T
Si ¢ = —(>0), entonces la E.D.P. anterior queda como :
p

0*u 5 0%u

W% = o
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T

(L,0)

Figura 4.1: Cuerda en el instante ¢

Tal como mencionamos antes, esta ecuacion es conocida como la ecuacién unidimensional de
onda.

Para determinar como se mueve la cuerda, se busca una solucién u de (1) que también satisfaga
las condiciones impuestas por el sistema, fisico.

Como la cuerda se fija en los extremos x = 0 y = = L, se tienen las dos condiciones en la
frontera:

(2)---u(0,t) =0, w(L,t)=0, Vt> 0
La forma del movimiento de la cuerda dependerd de la posicién inicial de la cuerda w(z,0) y de

la velocidad inicial u;(x,0). Si se denota la posicién inicial por f(z) y la velocidad inicial por g(z),
se obtienen entonces las dos condiciones iniciales:

3)---ulr,0)=f(z), 0<z<L vy
(4) - uw(x,0) = g(z), 0<az<L.

(Notar que para que las condiciones iniciales sean compatibles con las condiciones en la frontera,
necesariamente f(0) = f(L) = g(0) = g(L) = 0).

Asi, el problema a resolver es:

(1)--uy = gy, 0<z <L, t>0
(2) - -u(0,t) =u(L,t) =0, t>0
(3)---u(z,0) = f(z), 0<z<L
(4) -+ u(2,0) = g(z), 0<z<L

Para solucionar este problema, lo haremos en 3 etapas:
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Primer paso: Aplicar el llamado Método de separacién de variables, de donde se obtendran
dos ecuaciones diferenciales ordinarias.

Segundo paso: Se determinaran soluciones de esas dos ecuaciones, que satisfagan las condiciones
en la frontera.

Tercer paso: Se sumaran esas soluciones de modo que el resultado sea una solucién de la
ecuacion de onda (1), que satisfaga también las condiciones iniciales dadas.

Primer paso : Suponemos que u(z,t) = F(z)G(t)---(5), es decir que u es el producto de dos
funciones, una que depende sélo de x y otra que depende sélo de t. Reemplazando en (1), obtenemos:
F(x)G"(t) = AF"(x)G(t), de donde dividiendo por c2F(z)G(t) se tiene:

Gll(t) B FII(:L,) .
2GH ~ Fa) siempre que  F(z)G(t) #0,

y luego como z y t son variables independientes, concluimos que :

GII (t) _ FII(:L,)
2G(t) F(z)

= k, siendo k una constante.

Lo anterior produce las siguientes dos ecuaciones diferenciales lineales ordinarias :

(6)--- F"(x) —kF(z) =0,

(7)---G"(t) — kG(t) = 0

Aqui, k es una constante arbitraria.

Segundo paso: A continuacion, se determinan soluciones F' 'y G de (6) y (7) tales que u(zx,t) =
F(z)G(t) satisfaga las condiciones en la frontera (2), es decir tales que:

w(0,t) = F(O)G(t) =0 y u(L,t)=F(L)G(t) =0, Vt.

Es claro que si G = 0 entonces u = 0, lo cual no tiene interés alguno (ya que no nos ayudard a
resolver nuestro problema de la cuerda vibrante). Por lo tanto, G # 0, de donde se obtiene:

Pasamos ahora a resolver:

F'"(z) — kF(z) = 0
©)-- {F(O) =F(L)=0

Si k > 0 entonces la solucién general de F"'(z)—kF(z) =0 es F(z) = AeV¥k* 4 Be=Vk* |y aplicando
las condiciones F'(0) = F(L) = 0, obtenemos F' = 0 lo cual no tiene interés alguno porque entonces
u=0.
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Si k = 0 entonces la solucién general de F'' () —kF(x) =0 (<= F"(z) =0) es F(z) = Az + B,
y aplicando las condiciones F'(0) = F/(L) = 0 se obtiene A = B =0, de donde F' = 0, como antes.
Por lo tanto, k¥ > 0 = la unica solucién de (9) es F' =0, la cual no tiene interés alguno.

Por ultimo, si k < 0 entonces la solucién general de F"'(x) — kF(z) =0 es:

F(z) = Acos(N/—kz) + Bsen(v/—kz),

y aplicando las condiciones F'(0) = F/(L) = 0 obtenemos:
F0O)=0= A4=0

F(L) = 0 = Bsen(v—kL) =0 = sen(v/—kL) =0

— V—-kL=nm,n e N= v — :%,nEN.

Asi, se ha obtenido las siguientes soluciones no-triviales de (9):

=1,2,--- (B, #0) (una infinidad de soluciones).

(10) - - - Fy,(z) = Bpsen (n%a:) , n

Ahora, consideramos la ecuacién diferencial G”(t) — c?kG(t) = 0 para los valores k = — (%)2 (n€e
N) que acaban de obtenerse. Es decir, se considera:

Q'(#) + (%)2 G(t) =0,

0 escrito m&s brevemente:

G"(t) + A\.G(t) =0, donde X\, = -

Una solucién general de esta ecuacién es:
G (t) = Chcos(Ant) + Dypsen(Ant)

Por lo tanto: las funciones
nw
un(z,t) = Fp ()G, (t) = (Cr,Bpcos(Ant) + Dy Bpsen(Ant))sen (Ta:) =

= (apcos(Apt) + Bpsen(Apt))sen (n%a:) , n=1,2-.-

son soluciones de (1) que satisfacen las condiciones en la frontera (2) (siendo A, = <%, y siendo

Qi By, constantes arbitrarias).

Tercer paso:
En general, una solucién :

Un(z,t) = (apcos(Ant) + Brsen(Ant))sen (n%a:) -+ (11)
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no satisface las condiciones iniciales (3) y (4).

Pero como la ecuacién (1) es lineal y homogénea, y las condiciones (2) son u(0,t) = u(L,t) =0,
entonces la suma de una nimero finito (por grande que sea) de soluciones u,,, es también una solucién
de (1) que satisface las condiciones (2).

Para obtener una solucién que satisfaga (3) y (4), se considera la serie infinita (que en principio
no sabemos si es o0 no convergente):

(12) - Zun x,t) = Z(ancos(/\nt) + Brnsen(A,t))sen (n%a:) .

n=1

A partir de esto y la condicién inicial (3) se concluye que:

(13)-- Zansen (—a?) = f(x), 0<z<L

de donde, para que (12) satisfaga (3) deben elegirse los coeficientes a,, de modo que u(z,0) sea el
desarrollo en serie de Fourier de seno de f € PC|0, L], es decir:

(14) - /f sen mr )da? n=12---

Andlogamente, si obtenemos w(z,t) derivando la serie dada en (12) término a término (proce-
diendo formalmente), y aplicamos la segunda condicién inicial (4), se encuentra que:

> nmx
ut(z,0) = lZ(—anAnsenAnt + BnAncos/\nt)senT] 0
i

n=1
—Zm sen™t= = g(r), 0<z<L

de donde para que (12) satisfaga (4) deben elegirse las coeficientes f,, de modo que us(x,0) sea el
desarrollo en serie de Fourier de seno de g(x); es decir:

2 [t nwe
BnAn = z/o g(m)seanm

de donde como \,, = <7, se obtiene:

(15)--- B = — g(ar)senn—zxda:, n=12,---

En principio, u(z,t) dada por (12), con coeficientes dados por (14) y (15), suministra sélo una
solucién formal del problema (1) — (2) — (3) — (4)(decimos “formal” ya que no sabemos, al menos
por ahora, si la serie dada en (12) es o no convergente).
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Existen resultados que garantizan que bajo ciertas condiciones sobre las funciones f y g, la
serie dada en (12) con coeficientes a,, B, dados por (14) y (15), no sélo es convergente, sino
que define una funcién u(z,t) que es de clase C?, que satisface la ecuacién unidimensional de onda
(1), satisface las condiciones de contorno (2) y las condiciones iniciales (3) y (4). A continuacién,
entregamos uno de estos resultados :

Teorema 4.2 Supongamos que f y g son funciones reales definidas en [0, L] tales que f, f', f", g,
g' son continuas, y "' y g" son continuas por tramos. Ademds, supongamos que f(0) = f(L) =
") = f"(L) = g(0) = g(L) = 0. Entonces, la serie dada en (12) con coeficientes dados
por (14) y (15), es una serie convergente, define una funcion u(x,t) que es continua en R
= {(z,t) : 0<x <L, t>0} queesdeclase C> en R = {(z,t) : 0 <z <L, t >0},
que satisface la ecuacion (1) en R, y satisface las condiciones (2), (3), y (4).

En los capitulos 6 y 7 aparecerdn varios problemas del tipo (1) — (2) — (3) — (4), en los que las
funciones f y g satisfacerdn las condiciones requeridas en el teorema anterior.

Sin embargo, las condiciones exigidas en el Teorema anterior son demasiado restrictivas, y en la
practica se presenta una gran cantidad de problemas en los cuales f y g no satisfacen tales hipétesis.
En este tipo de casos, también se habla de una solucién del problema (1) — (2) — (3) — (4) en un
sentido mas amplio. Un caso como el recién mencionado es el de una deflexién inicial triangular, que
se muestra a continuacién :

Ejemplo 4.2 Encontrar la solucion de la ecuacidn de onda (1) correspondiente a la deflexion inicial
triangular (k serd aqui una constante positiva) :

2k . L
T, sio 0<e <3
2(L—2), si L<a<lL

y velocidad inicial 0.

Solucién: Como g(z) =0, se tiene que B, =0, YV n. Por otro lado,

2 [* 2 | 122k Lok
ay, = z/o f(a:)sen?dm =7 l/o fa:sennLﬂda? + /L/2 f(L - x)senn—zxda:

4k L2 nwx L nwT
= il L — nRe
Iz l/o zsen— dw+/L/2( x)sen 7 dx
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() o (5] - e ()

Por lo tanto, la solucién u(zx,t) buscada viene dada por:

= nm = 8k nm entt nwx
u(z,t) = ;ancos()\nt)sen (Ta:) = z:l 3 sen (7) cos ( T > sen (T)

_ 8k crt (7r ) 1 3c7rt 3T n
= cos 7 sen La: 32003 7 sen La:

4.2. Solucién de D’Alembert de la Ecuacion de onda

Es importante hacer notar que la solucién (17) de la ecuacién de onda:

0*u 0%u
1) — = 2=
ot? Ox?
puede obtenerse de otra forma, transformando adecuadamente (1). Mas precisamente, si se introdu-
cen las nuevas variables independientes:
v=zx+ct, z=x—ct

Entonces, u se transforma en una funcién de v y z, y es posible expresar las derivadas que apare-
cen en (1) desde el punto de vista de derivadas con respecto a v y z, aplicando la regla de la cadena.

La situacién es:
w=u(v,2) = u(v(r,t), 2(z,1))

Por la regla de la cadena:

Ou Oudv Oudz Ou Ou

9r  ovor 908 ov @ 9z

u_ 0 (u\ _ 0 (0w} 0 (0u)_0 (9u)0v,
dx2  dxr \ox/) Oz \ v Ox \ 0z Ov \Ov /) Ox

9 (u\ o= 0 (ow\ v 9 (ou) o0z
0z \Ov/) Ox 0Ov \0z) Ox 0z \0z) Oz
0*u  O*u 8%u &

~ 2 + 020V + Ovdz + 022’

Por lo tanto:

y si suponemos que u es de clase C? entonces concluimos:

8% O%u 0%u  O*u

22 00 500 92
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Anédlogamente se obtiene que:

Pu_ (0 o o
oz~ ¢ \ a2 0z0v 022
Reemplazando en (1), tenemos:
u
020v

Esta claro entonces que el punto central del presente enfoque es que la ecuacién anterior puede
resolverse con facilidad mediante dos integraciones sucesivas. En efecto :

Al integrar con respecto a z, se obtiene que:

ou

5 = h(v), donde h(v) esuna funcién arbitraria de wv.

A continuacién, integrando con respecto a v, obtenemos:

u = /h(v)dv + U(z), donde P(z) esuna funcién arbitraria de z.

Como la / h(v)dv es una funcién de v, entonces llaméndole ¢(v), obtenemos que la solucién

u es de la forma:
u = ¢(v)+TU(2).
Ahora, como v = x + ¢t, z = x — ct, entonces:
u(z,t) = ¢z +ct)+¥(zx —ct)---(I).
Esta expresién (I) se conoce como solucién de d’Alembert de la ecuacién de onda (1).

Es posible determinar las funciones ¢ y ¥ a partir de las condiciones iniciales. Para simplificar,
consideremos el caso de velocidad inicial g(z) =0 y deflexién inicial u(z,0) = f(z).

Al derivar (I) con respecto a ¢ obtenemos:

Ou , ,
5 =c¢'(z + ct) — V' (x — ct).
Luego:
u(z,0) = ¢(x) + ¥(z) = f(z)
ui(2,0) = e¢'(z) —c¥'(x) =0
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De la tltima ecuacién tenemos: ¥’ = ¢, de donde: ¥ = ¢ + k, k constante; de esto iltimo y

de la primera ecuacion tenemos: 2¢ + k = f, es decir: ¢ = fT

Por lo tanto:
u(,) = 31+ et) + S — et)] - (1)

Como wu(z,t) debe estar definido para todo 0 < z < L y para todo t > 0, de la ecuacién
(IT) anterior vemos que la funcién f debe extenderse a todo R. De las condiciones de frontera
u(0,t) = u(L,t) = 0 se observa que dicha extensién debe ser impar y periédica, de periodo 2L.
No olvidemos que también se requiere que dicha extensién debe resultar ser de clase C2. Asi, si
llamamos f* a la extension periddica impar de f, con periodo 2L, entonces :

u(z,t) = %[f*(a: +ct) + f*(x — et)]

f*

4.3. Flujo Unidimensional del Calor

El flujo de calor en un cuerpo de material homogéneo lo rige la llamada ecuacién del calor:

ou

= v, (¢ = K/op)

ot
donde u(z,y, z,t) es la temperatura en el cuerpo (en el punto (z,y,z) y en el instante t), K es la
conductividad térmica, o es el calor especifico y p es la densidad del material del cuerpo. 72u es el
laplaciano de u con respecto a las coordenadas z,y, z,

P, Py S
VU= 5 Oy2 022

Como una aplicaciéon importante, se considera la temperatura en una varilla delgada, o alambre,
de seccién transversal constante y material homogéneo, la cual esta orientada a lo largo del eje x y
se encuentra perfectamente aislada en toda su superficie lateral, de modo que el calor sélo fluye en
la direccién z.
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Y

Por lo tanto, u sélo depende de z, y del tiempo t, y la ecuacién se convierte en:

ou  ,0%
W% = o2

la cual es conocida como la ecuacién unidimensional del calor.

Resolveremos (1) para cierto tipo importante de condiciones en la frontera y condiciones iniciales.
El procedimiento serd semejante al aplicado en el caso de la ecuacién de onda.

Veremos el caso en el que los extremos # = 0y x = L de la varilla (L es la longitud de la varilla)
se mantienen a la temperatura 0; luego las condiciones en la frontera son:

2)--u(0,t) =0, w(L,t)=0, V ¢

Sea f(x) la temperatura inicial en la varilla; luego la condicién inicial es:

(3) - u(z,0) = f(x).

Asi, el problema a resolver es:

(1)-up = gy, 0<z <L, t>0
(2)---u(0,t) =u(L,t)=0, t>0
(3)--ru(z,0) = f(z), 0<z<L

que a continuacién pasamos a resolver:

Primer Paso: Aplicando el método de separacién de variables, en primer lugar se determinan
soluciones de (1) que satisfagan las condiciones en la frontera (2). Se parte de:

u(z,t) = F(x)G(t)
Al sustituir en (1), se obtiene:

F(z)G'(t) = F"(x)G(t), de donde dividiendo por c*F(z)G(t) se tiene :

= ) siempre que  F(x)G(t) # 0.
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La expresién de la izquierda sélo depende de ¢, mientras que la de la derecha sélo depende de =z,
por lo tanto las dos deben ser iguales a una constante, que la denotaremos por k.

Por lo tanto:

2G(t)  F(z)
Esto conduce a las dos ecuaciones diferenciales lineales ordinarias:
(4)-- F'(z) —kF(z) =0, y
(5)---G'(t) — *kG(t) = 0.
Hasta aqui, k es todavia arbitraria.

Segundo Paso: Ahora se determinan soluciones F' 'y G de (4) y (5) de modo que wu(z,t) =
F(z)G(t) satisfaga las condiciones en la frontera (2), es decir:

w(0,t) = F(O)G() =0,  u(L,t) = F(L)G(t) =0, Yt

de donde, como buscamos soluciones no-triviales, concluimos:

Para k =0y k>0, (4) y (6) implican que F = 0 lo cual no tiene interés alguno porque
entonces u = 0.

Si k < 0 entonces la solucién general de (4) es :

F(x) = Acos(v/—kzx) + Bsen(v/—kzx).

De (6) se tiene: F(0) = A = 0, y entonces F(L) = Bsen(v/—kL) = 0. Debemos tomar B # 0
ya que de lo contrario, F' = 0. Luego sen(v/—kL) =0, de donde:

(7)...\/_kL:n7T, obien, vV — :n% (TLEN)

Asf entonces se obtienen las siguientes soluciones de (4) que satisfacen (6) :

(8): Fu(@) = Bsen (F2) (Ba#0), n=12,-

Ahora se considera la ecuacién diferencial (5). Para los valores k = — (%)2 que acaban de
obtenerse, (5) toma la forma:
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G'(t) + \2G(t) =0, donde X\, = chW
cuya solucién general es:
Gn(t) :Cnei)‘ita n = 1727"'
Por lo tanto, las funciones:
9)---uy(x,t) = F,(2)G,(t) = BnCne*’\itsen n_wx = ane*’\itsen n_wx n=12,---
’ L L ) ) )

son soluciones de (1) que satisfacen (2).

Tercer Paso: Para obtener una solucién que también satisfaga (3), se considera la serie:

(10) . -u(l‘,t) = i un(.r,t) = i Oznefkﬁtsen (n%l')
n=1 n=1

con A\, = 7.

Basandose en esto y en (3) obtenemos:

u(z,0) = iansen (n%a:) = f(x)

de donde, para que (10) satisfaga (3), deben elegirse los coeficientes a,, de modo que u(z,0) sea el
desarrollo en serie de Fourier de seno de f € PCI0, L]; es decir:

2 [F nm
(11)...an_z/0 f(x)sen(fx)d:ﬂ, n=1,2,---

Observacién 4.1 1. Notar que, debido al factor exponencial, todos los términos (sumandos) de
(10) tienden a 0 cuando t — oo.

2. Tal como en el caso de la cuerda vibrante, aqui estd presente el problema de la convergencia de
la serie dada en (10). A continuacion se entrega un resultado que da condiciones suficientes
para que la serie dada por (10) sea convergente y sea una solucién del problema (1) —(2)—(3).

Teorema 4.3 Sea f:]0,L] = R una funcion continua con f(0) = f(L) =0 y tal que su derivada

L
f' exista en [0,L] y sea cuadrado integrable (esto es, que |f'(x)]*dz < 00). Entonces la serie
0

dada en (10) con coeficientes dados por (11), es una serie convergente, define una funcién u(z,t)
que es continua en R = {(z,t) : 0<z <L, t> 0}, tiene derivadas parciales u; y uz, en R
={(z,t) : 0<z <L, t>0}, y satisface (1) —(2) — (3).
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Observacion 4.2 Tal como antes, las condiciones exigidas en el Teorema anterior son demasiado
restrictivas, y en la vida real se presenta una variedad de problemas en los que f no satisface las
condiciones mencionadas. Nuevamente, en este tipo de casos se habla de una solucion del problema
(1) — (2) — (3) en un sentido mds amplio. Un caso como este se da a continuacion.

Ejercicio 4.1 Encontrar la solucién u(z,t) de la ecuacion unidimensional del calor, que satisface
las condiciones:

u(0,t) =u(L,t) =0, ¢t>0

T si 0<z<i
uw(z,0)=<"" o 2
L—-z, si 5<z<L
Solucién: En este caso, la temperatura inicial es:
T si 0<z<il
f(l‘) = ’ . L 2
L-z, si 5<z<L

Por lo anterior sabemos que la solucion viene dada por:

Z ape” (=) tsen (ngw) ,  donde,
/ f(z sen ) dx

4L
= n2ﬁ2sen (mr) , n=12---

Por lo tanto, la solucion buscada es:

u(z,t) = i—g [e(%)2tsen (%x) — %ef(gz")%sen (3%37) + - ]




Capitulo 5

Variable Compleja

Recordemos que, el conjunto de los nimeros complejos se define como :
C ={(z,y) : z,y € R}, provisto de la adicién y multiplicacién dados por:

(z1,91) + (22,92) = (21 + 22,91 + y2)
(1, y1)(22,y2) = (X122 — Y1Y2, T1Y2 + Y122)

Los numeros complejos se representan también en forma binomial como z = x + iy,
donde: z +iy = (z,y), y i=(0,1).
Notar que i> = —1. Asi, las operaciones anteriores se pueden escribir como:

(561 + iy1) + (CUQ + iyg) = (561 + ZL'Q) + i(y1 + yg)
(21 +iy1) (22 + 1y2) = (122 — Y1y2) + (12 + y122)

Si z = = + iy entonces:
x = Re(z) = parte real de z
y = Im(z) = parte imaginaria de z.

C se representa geométricamente por un plano, llamado el plano complejo. Si z = = + iy, entonces
se llama moédulo de z al nimero no-negativo |z| = /22 4+ y2. Si z es no- nulo, al tnico nimero real
f, —mw < 0 <, que satisface las condiciones :

x = |z|cosl, y = |z|senb,
se le llama el Argumento (principal) de z, y se representa por 6 = arg(z). Notar que todo nimero
complejo z # 0 puede escribirse en la forma polar :
z =x +1iy = rcosh + irsenf = r(cosh +isenf), donde r =|z| y 6 =arg(z).

95
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Definicién 5.1 1. Siz = x + iy, entonces se define: e* = e® % = e (cosy + iseny)
Notar que e #0, VzeC

2.  Dado un numero complejo z, definimos:

elZ + e—ZZ elZ _ e—ZZ
cosz = ———,  senz = ————
21

2

5.1. Limite y Continuidad

1. Se llama funcién compleja a una funcién f: D C C — C.

Ejemplo 5.1 a) f:C—C, f(2)=22+22+1.
b) f:C—C, f(z)=c¢e"

2. Sea f: D C C — C una funcién compleja definida en un conjunto abierto D que contiene
a 2o, con la posible excepcién de zg. Se dice que el nimero complejo L es el limite de f(z)
cuando z tiende a zg, y escribimos lim,_,,, f(z) = L si :

Ve>0, 36§>0 tal que :
0<l|z—z| <0 = |f(z)—L|<e

Ejemplo 5.2 lim 2% =i? = —1.

Z—1

3. Sea f:D CC — C, una funcién compleja, D abierto, y zg € D. Se dice que f es continua
en 2o si lim, ., f(2) = f(20).

Ejemplo 5.3 a) f(z) =e* es conlinua en zo, VY zo€ C.

b) Toda funcién polinomial p : C — C, p(z) = ap + a1z + -+ + a,, 2™, es conlinua en
zo, VYV z9€C.
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5.2. Derivadas y Funciones Analiticas

Definicién 5.2 Sea f una funcion compleja definida en un conjunto abierto D de C, y supongamos
que z9 € D. Se dice que f es derivable en zy si el

i £2) = £(20)

z—r20 Z—Zp

existe en C.

En este caso, al limite anterior se le llama la derivada de f en zo y se le denota por f'(zp). Asi,

fI(ZO) — lim f(Z) - f(ZO)

2—2p Z— 2o
Las siguientes proposiciones para funciones complejas son validas:
1. f derivable en zp = f continua en zj.

2. Si dos funciones complejas f y g son derivables en zp, entonces su suma, su diferencia y su
producto también lo son, y se tiene que:

(f +9)'(20) = f'(20) + g'(20)
(f = Q)I(ZO) = f’(Zo) - 9’(20)
(f9)'(20) = f'(20)9(20) + f(20)g" (20)

Si ademas, g(zo) # 0, entonces la funcién % es derivable en zg, y:

P\ P Co)a(e) — F)g(20)
(5) (0) = 0o

3. Es valida la regla de la cadena, es decir, tenemos: (g o f)'(z0) = ¢'(f(20)).f'(20), siempre que
el dominio de g contenga una vecindad de f(zy) y existan f'(20) y ¢'(f(20)).

Ejemplo 5.4 1. Si f(z) = 2> — 2z entonces f'(z) = 32> -2, VzeC.

2. Sif(z)= }fj, entonces:

(2) = 1.(1—2)(1—_(12;@.(—1) _ (1_22)2, VreC— {1}

3. Si f(z) = senz entonces se puede probar que f'(z) = cosz. Ahora, si g(z) = sen(z? + 22),
entonces por la regla de la cadena: g'(z) = cos(2? + 22)(22 + 2)

Si f es una funcién compleja, entonces sus valores pueden escribirse como: f(z) = u(z) +iv(z) (es
decir f = u+iv), donde u y v son funciones reales de una variable compleja (estoes, u: D C C — R,
yv:DCC—=R).
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f(2) =u(z,y) +iv(z,y), siz==z+iy
u = parte real de f

v = parte imaginaria de f

Ejemplo 5.5 1.- Si f(z) = e* = e+ = e(cosy + iseny) = (e"cosy) + i(eseny).

2.- Si f(2) = 2% = (z +iy)* = 2% + 2zyi + (—y°) = (2% — y?) +i(22y).

Teorema 5.1 Sea f: D C C — C una funcion compleja definida en un conjunto abierto D de C,
y escribamos f =wu-+iv. Si f es derivable en el punto zy = xg +iyg de D, entonces u y v deben
tener derivadas parciales finitas ug, wy, vz, vy, en (To,Yo), y ellas estdn relacionadas con f'(zo)
mediante las ecuaciones:

ou Ov
f'(z0) = %(l’o,yo) ‘H%(l”o,yo),

Ov Ou
f'(Zo) = a—y(woayo) - la—y(iﬂoayo)

Esto implica, en particular, que deben verificarse en (xg,yo) las llamadas Ecuaciones de Cauchy-
Riemann, esto es, debe verificarse:

0 0
a_Z(l’o,yo) = 8_z($0,y0)

0 0
a_;}_(m():y()) = —a—Z(Cﬂo,yo)

Observacion 5.1 FEl Teorema anterior nos dice que una condicion necesaria parae que la funcion
f =u+1iv tenga derivada en zy = xo + iyo, es que las cuatro derivadas parciales vy, Uy, Vs, Uy
existan en (xo,y0) y satisfagan las ecuaciones de Cauchy-Riemann. El siguiente ejemplo nos mos-
trard que sin embargo, esta condicidon no es suficiente.

Ejemplo 5.6
23 — g .
u(z,y) = m, si (z,y) # (0,0)
0, si (z,y) = (0,0)
o3+ y3 .
vz, y) = ma si (z,y) # (0,0)

0, si (z,y) = (0,0)
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Satisfacen
u5(0,0) =v,(0,0) =1
uy(0,0) = —v,(0,0) = —1

Es decir, u y v satisfacen Cauchy-Riemann en (0,0). Sin embargo, f'(0) no existe, donde
f=u+1iv. En efecto :

f) = JO) _ —ytiy _

14
z—0 1y T

para x =0,

e ey QO i1+
p R z2—0  z4+iz 2

Las ecuaciones de Cauchy-Riemann son suficientes para establecer la existencia de la derivada de
f=u+iv en zp en el caso de que u y v tengan derivadas parciales continuas en una vecindad de
Zp. Més precisamente se tiene :

Teorema 5.2 Sean u y v dos funciones reales definidas en un conjunto abierto D de C, y supon-
gamos que las cuatro derivadas parciales u,, uy, vy, v, existan y sean continuas en D. Si en algin
punto zo = xo +1yo de D se tiene que

0 0 0 -0
570 90) = 5 (@0sw)  y (0, u) = 5 F(w0,0)

entonces la funcion f =u+iv es derivable en zy.

Definicién 5.3 Sea f: D C C — C una funcidn compleja definida en un abierto D de C. Se dice
que f es analitica en D si f es derivable en todo punto de D.

Se tiene el siguiente importante criterio:

Teorema 5.3 Sean D wun abierto de C, y f =wu+iv una funcion compleja definida en D con u
y v funciones reales. Entonces se cumple la siguiente equivalencia:

f es analitica en D uyv son de clase Cl en Dy
satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en todo punto de D.
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Ejemplo 5.7 1. Consideremos la funcién f : C — C, f(z) = 23. Entonces al reemplazar z
por z = x + 1y, se obtiene :

flz +iy) = (2* — 32y?) +i(32%y — y*)

Es claro que u(z,y) = 2® — 3zy* y v(z,y) = 322y — y> son de clase C* en C. Ademds:

Ou g g O o D
ax(w,y)—i’w 3y—6y(w,y), am(w,y)—ﬁwy— ay(w,y) V (z,y) € C

Por lo tanto f(z) = 2* es analitica en C.

2. Consideremos la funcién f: C— C, f(z)=2
flx+iy) =2 —iy=x+i(—y)
U(l‘,y) =, U('Tay) =Y
ou

uw y v son de clase C' en C, pero: %(a:,y) =1# g—z(aj,y)

Por lo tanto f no es analitica en C.
Adn mds, ¥ D abierto de C, f no es analitica en D.

8. f:C—=C, f(z+iy)=2z>+iy®

u(z,y) = 2%, v(z,y) =y> son de clase C* en C.

Ahora:

ou v

ov ou
%(l’,y) - _a_y(xay)

Por lo tanto, f no es analitica en C, y tal como en el ejemplo anterior, para todo D abierto
de C, f no es analitica en D. Sin embargo, obsérvese que f si es derivable en los puntos de
la pardbola { (z,y) : 2z =3y? }.

Observacién 5.2 1.  Un simple cdlculo prueba que la funcion f definida mediante la ecuacion
f(z) =2z", n €N, es analitica en todo C y su derivada es f'(z) =nz""t. Cuando n es un
entero negativo, la ecuacion f(z) = 2" define una funcién analitica en C\{0}. Las funciones
polinomiales son analiticas en todo C, y las funciones racionales (cuocientes de polinomios)
son analiticas en todo el plano salvo en los puntos en los que el denominador se anula. La
funcién exponencial definida por la formula e* = e*(cosy + iseny) si z =z + iy, es analitica
en todo C y ademds coincide con su derivada. Las funciones complejas seno y coseno (siendo
combinaciones lineales de exponenciales) son también analiticas en todo C.
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2. También se usa la expresion “f es analitica en un punto zo”. La definicion es la siguiente:

Definicién 5.4 Se dice que f : D C C — C es analitica en el punto zo € D si existe una bola
abierta con centro 2o, B(zo,r), tal que f es analitica en B(zo,T).

5.3. Integrales Complejas

Definicién 5.5 Sea C una curva seccionalmente suave en C descrita mediante una funcion compleja
z:]a,b) — C,  2(t) = z(t)+iy(t). Si f es una funcidn compleja definida y continua en C, entonces

la integral de contorno de f a lo largo de C, que se denota f(z)dz , estd definida por:
c

Lﬂawzlﬂuwwz@m

Observacién 5.3 Si f = u + iv entonces la integral anterior queda mds explicitamente como:
b b
1= [ 102 0d = [ o+ o) @0+ i o
b

= / (u(z(t),y(t) +iv(x(t),y(®)) - (2'(t) + iy’ (t))dt =

Es decir que :

/Cf(z)dz = /C(uda:—vdy) + i/(udy-l-vda:)

C

2
Ejemplo 5.8 Calcular: / 2 dz  dondeC es la circunferencia de centro (0,0) y radio 3, recorrida
c

en sentido antihorario.
Solucién :
C : z(t) = (3cost) +i(3sent), t € [0,2n]

x(t) = 3cost,  y(t) = 3sent.

2 2 2(z — iy) 2z . =2y
fz)=-= T 32 —aigr T lai e
Z r 4y r° +y r° +y ¢ +y

u(@(t),y(t)) = Feost, v(x(t),y(t)) = —3sent,
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z'(t) = —3sent, y'(t) = 3cost.

Reemplazando en la férmula dada en la Observacion 5.3 obtenemos que :

cg dz:0+i/027r2dt:4m'.
5.4. Teorema de la Integral de Cauchy

El siguiente resultado es conocido como el Teorema de la Integral de Cauchy.

Teorema 5.4 Supongamos que f =u+iv es analitica en un abierto conexo S de C. Sea C una
curva de Jordan seccionalmente suave tal que tanto C como su region inlerior estdn contenidas
integramente en S. En estas condiciones se cumple:

/C flz)dz =

Demostracion: Si escribimos:

/C F(2)dz = /C (u + iv)d(z + iy) = /C (udz — vdy) +i / (udy + vdz)

c

y aplicamos el Teorema de Green a cada integral real de linea, encontramos:

[ 1= [[ = —wpien +i [[ =0

donde R = I(C) UC, siendo I(C) la regién interior a C.
R C S por hipétesis, y por ser f analitica en S se satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en
S yluego —v, —uy =0y u, —v, =0 en R, de donde :

/f(z)dz =0+ 1¢-0=0.
c
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A modo de reciproco del Teorema de Cauchy, tenemos:

Teorema 5.5 Sea f = u + iv continua en un abierto conexo S de C y supongamos que u y v
admitan derivadas parciales u,,uy, vy, vy continuas en S. Si la integral de contorno f(z)dz

c
es igual a cero para toda curva poligonal cerrada C contenida en S, entonces f es analitica en S.

5.5. Foérmula de la Integral de Cauchy
El siguiente teorema es conocido como la Férmula de la integral de Cauchy.
Teorema 5.6 Supongamos que f es analitica en un abierto conexo S de C. Sea C una curva de

Jordan seccionalmente suave tal que C y su region interior I(C) estdn contenidas en S. Entonces
para todo punto zo € I(C), se cumple:

1
= — Mdz
2mi Jo 2 — 2o

f(20)

con tal que la curva C esté orientada en sentido antihorario.

5.6. Valor medio de una funcién analitica sobre una circun-
ferencia

Apliquemos la férmula de la integral de Cauchy al caso en que C es una circunferencia con centro
en zo descrito por:
2(t) = zo +re’t, 0<t<2m,

siendo r = radio de la circunferencia C.

Suponiendo que f es analitica en un abierto conexo S que incluye a C y a su interior, tenemos:
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f(z0) = L / 1(z) dz = 1 /2” Mrieitdt
C 0

2mi Jo 2 — 2o 2mi rett
Es decir:

5.7. Foérmula de la Integral de Cauchy para la derivada de
una funcion analitica

Teorema 5.7 Supongamos que f es analilica en un abierto conexo S de C. Sea C una curva de
Jordan seccionalmente suave tal que C y su regidn interior I(C) estdn contenidos en S. Entonces,
para todo punto zo € I(C), tenemos:

o= g [ 2D

T 27 Jo (2 — 20)?

con tal que la curva C esté orientada en sentido antihorario.

5.8. Existencia de las derivadas superiores de una funcién
analitica

Teorema 5.8 Supongamos que f es analitica en un abierto conexo S de C. Sea C una curva de
Jordan seccionalmente suave tal que C y su region interior I(C) estdn contenidos en S. Entonces,
para todo punto zo € I(C) y para todo entero n > 1, existe la derivada f()(zy), y viene dada por la
integral
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T 2mi

n n! f(z
£ (z) = _/C#dz

con tal que la curva C esté orientada en sentido antihorario.

5.9. Series de potencias complejas

o0 o0
Una serie de la forma  ag + E an(z —20)" = E an(z—20)" sellama una serie de potencias
n=1 n=0

de (z — z0)- Enella 2,29 y ap(n =0,1,2,---) son nimeros complejos. A toda serie de potencias de
este tipo se le asocia un circulo, llamado el circulo de convergencia de la misma, de manera que la
serie converge para todo z interior a este circulo y diverge para todo z exterior al circulo. El centro
del circulo es zp y su radio se llama el radio de convergencia de la serie de potencias. Un criterio
para calcular dicho radio de convergencia es el siguiente :

Teorema 5.9 Consideremos una serie de potencias Y., a,(z — 20)". Si eiste el

, Qp,
lim
n—oo

anJrl

entonces la serie Y~ an(z — 2z9)™ converge si |z — 2| < R, y diverge si |z — z| > R, donde

a
R = lim “ .
n—o00 a,n+1
(o]
Teorema 5.10 Supongamos que la serie Z an(z — 29)" converge para todo z en B(zg,r) ={z :
n=0

|z — z0| < r}. Entonces la funcion f definida por :

flz)= Zan(z—z())”, z € B(zo,r)
n=0

tiene derivada f'(z) para cada z en B(zg,r), dada por :

fl(z) = Z nan(z — 29)" !
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o0 o0
Observacién 5.4 Como las series E an(z—20)" y E na,(z—z)" " tienen el mismo radio de

n=0 n=1
convergencia, entonces mediante la aplicacion reiterada del Teorema anterior, concluimos que para

cada k € N eziste la derivada f™(2) para cada z € B(z,7), y viene dada por la serie :

F(2) = Z #!k)!an(z — z)" k.

n=~k
Si en la igualdad anterior hacemos z = zg, obtenemos que :

f(k)(zo) = k! ag para k= ]-727 U

De esta forma concluimos lo siguiente :

“Si la serie Y~ an(z — 20)" converge para todo z en B(z,r), entonces la funcién f definida
por

f(z):z:an(z—zo)", z € B(z,r)
n=0
tiene derivadas de todos los drdenes en la B(zo,r), y ademds se tiene la igualdad :

. f(n)(,
fz)= ZfT(!O)(Z—Zo)n, z € B(zp,r)”

n=0

5.10. Desarrollo en serie de potencias para funciones analiti-
cas

El Teorema 5.10 nos dice que una serie de potencias convergente en un entorno B(zg,r) (=
una bola abierta de centro zp), define una funcién que es derivable en todo punto de dicho entor-
no. Una tal funcién es por consiguiente analitica en 2. Utilizando las formulas integrales dadas en
las secciones 5.5 y 5.8, es posible demostrar el reciproco de este resultado, que damos a continuacién.

Teorema 5.11 Supongamos que f es analitica en un abierto conexo S de C y sea zy un punto
de S. Entonces, en todo entorno B(zg,7) tal que B(zo,7) C S, puede representarse [ mediante una
serie de potencias convergente:

> F) (2 N
o= T )
n=0 ’
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Observacién 5.5 1. El desarrollo en serie anterior se conoce con el nombre de Desarrollo de
Taylor de f alrededor de zg.

2. Los Teoremas 5.10 y 5.11 reunidos nos dicen que una condicion necesaria y suficiente para
que una funcion compleja f sea analitica en un punto zo es que f sea representable por una
serie de potencias en algun entorno de zg. Cuando existe una tal serie de potencias, su radio
de convergencia es, por lo menos tan grande como el radio de cualquier entorno B(zo,r) que
esté contenido en la region de analiticidad de f. Ya que el circulo de convergencia no puede
contener en su interior ningun punto en el que f no sea analitica, se deduce que el radio de
convergencia es exactamente igual a la distancia desde zo hasta el punto mds prozimo en el
que f deja de ser analitica.

3. Con los resultados que hemos visto hasta el momento, podemos concluir que la analiticidad
en un punto zo (que, por definicion, solo exige que la funcion posea primera derivada en un
entorno de zg), introduce una restriccion muy severa a una funcién. Ella implica la existencia
de todas las derivadas de 6rden superior en un entorno de zy, y también garantiza la
existencia de una serie de potencias convergente que representa a la funcion en un entorno de
zo. Esto marca una gran diferencia con el comportamiento de las funciones de variable real,
entre las que es posible encontrar casos en que la primera derivada existe, y sin embargo la
sequnda derivada no existe.

Ejemplo 5.9 Los siguientes desarrollos en serie de potencias son vdlidos para todo z € C :

= 2" 22 28
z __ J— PR
1. e —nézom—1+2+5+§+
ot (_1)” 22n+1 23 2,5 27
2, = =y -
sens nz:% O A TR
0o n _9 2 4 6
. (—1) "o z z
Boeoss=) g Tt E e

Utilizando los resultados anteriores, el lector debe demostrar la validez de los desarrollos de arriba.

5.11. Ceros de las funciones analiticas

Si f es analitica en zg y si f(z0) = 0, el desarrollo de Taylor de f en torno a 2y no tiene término
constante y adopta por tanto la forma siguiente:
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f(Z) = Z an(z - ZO)n

Esto es vélido para cada z de algin entorno B(zg,r). Si f es idénticamente nula en este entorno
(estoes, si f(z) =0 paratodo z € B(z,r)) entonces cada a, =0, ya que a, = f"(z)/n!. Sien
cambio f no es idénticamente nula en ese entorno, existira en el desarrollo un primer coeficiente aj no
nulo, en cuyo caso el punto z, se llama un cero de orden k de f. A continuacién, demostraremos
que existe un entorno de zy que no contiene ningiin otro cero de f.

Teorema 5.12 Supongamos que [ es analitica en un abierto conexo S de C. Supongamos ademdas
que f(z0) =0 para algin punto zg de S y que [ no es idénticamente nula en un entorno B(zo,r) C
S. Euiste entonces un entorno B(zo,r') C B(zq,r) tal que f(z) #0 para todo z € B(z0,7"), 2z # 20.

Demostracién: El desarrollo de Taylor en torno a zy se convierte en f(z) = (z — 29)*g(z), donde
k>1yg(2) =ar +art1(2 —20) + -+, ¥ g(20) = ar #0.

Como g es continua en zg, existe un entorno B(zg,7’) C S en el que g no se anula. Por consiguiente,
f(z) # 0 para todo z € B(zo,7"), 2z # 2o.

Observacion 5.6 1. El resultado anterior nos dice que los ceros de una funciéon analitica
que no es idénticamente nula, son aislados.

2. El Teorema anterior tiene varias consecuencias importantes. Por ejemplo, podemos utilizarlo
para demostrar que: “una funcion analitica en un abierto conexo S no puede ser nula en ningin
subconjunto abierto no vacio de S sin ser idénticamente nula en toda la region S”.

5.12. Teorema de identidad para funciones analiticas

Teorema 5.13 Supongamos que f es analitica en un abierto conexo S de C. Sea T un subconjunto
de S que tenga un punto de acumulacion zo € S. Si f(z) =0 YV z € T, entonces f(z) =0 Vz €8.

Observacién 5.7 Se dice que zy es un punto de acumulacién de T si existe una sucesion {z,}nen

de puntos distintos de T tal que lim z, = zj.
n—oo

Como corolario tenemos el siguiente resultado importante, citado algunas veces como el Teorema de
identidad para funciones analiticas:

Teorema 5.14 Sean f y g funciones analiticas en un abierto conexo S de C. Si T es un subcon-
Junto de S que tiene un punto de acumulacién zo € S y si f(z) =g(z) V z €T, entonces

f(z)=g(z2) VzeSs.
Demostracién: Basta aplicar el Teorema anterior a (f — g).

Observacion 5.8 Otra forma equivalente de escribir el Teorema 5.14 es:
“Si f y g son analiticas en un abierto conexo S y {z € S : f(z) = g(z)} tiene un punto de
acumulacion en S, entonces f(z) =g(z) Vze€S”
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5.13. Desarrollo de Laurent para funciones analiticas en un
anillo

Definicién 5.6 Si zo € C y 0 < ry < ra, el conjunto
A(zo;ri,m2) ={2€C : 1 <|z—20 <r2}

se llama un anillo en torno a zo.

Si una funcién es analitica en un anillo A(zg;r1,72), pero no lo es en el entorno B(zp,r2), no
puede ser representada por una serie de potencias de (z — 2p). LAURENT descubri6 (en 1843)
que una tal funcién puede representarse por medio de dos series, una de las cuales es una serie de
potencias de (z — zp) y la otra es una serie de potencias de (z — zp) !. El Teorema de Laurent es
el siguiente:

Teorema 5.15 Supongamos que [ es analitica en un anillo A(zo;71,72). En tal caso, para todo
punto z en este anillo, tenemos:

f(z) = fi(z) + f2(2) - -- (1),
donde - -
AR =D an(z=2)" ¥y f2(2) =) an(z—2)"
n=0 n=1

Los coeficientes vienen dados por las férmulas:

(2)--- an—i/(&dz (n=0,£1,%+2,---),

= 9 J . Zo)n+1

siendo el camino C cualquier circunferencia orientada en sentido antihorario con centro zg y
radio r, donde r1 < r < ra. La funcién fi (llamada parte regular de f en zy) es analitica en el
entorno B(zo,r2). La funcion fo (que se llama la parte principal de f en zg) es analitica en el
conjunto C \ B(zp,r1).

o0 o0
Observacién 5.9 La suma Y. a, (2 —20)" + Y. a_n (2 —20) " se escribe también como:
n=0 n=1
o0

Z an (z — 20)"

n=—oo

y se llama Desarrollo de Laurent de f en torno a zy. As7 :

= f(2) = Z an(z2—20)", Vz € A(zo;r1,72)

n=—oo

f analitica en el >
anillo A (z0;71,72)

La formula (2) demuestra que una funcidn puede tener a lo sumo un desarrollo de Laurent en
un anillo dado.
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5.14. Singularidades aisladas

Definicién 5.7 Se dice que un punto zy es una singularidad aislada de f si:
1. f es analitica en un entorno reducido de zy (esto es, un circulo de centro zo sin su centro).

2. f no es analitica en zp.

Observacién 5.10 i) En la definicidn anterior, no es necesario que f esté definida en zg.
ii) En virtud de 1., existe un anillo A(zo;7r1,72) en el que f es analitica y tiene un desarrollo (inico)
de Laurent, sea éste:

f(z) = Zan(z—z())”+Za,n(z_zo)*”...(*)
n=0 n=1

(Ya que el radio interior r1 puede ser arbitrariamente pequeno, la formula (x) es vdlida en el
entorno reducido B(zo,7m2)\{20}). La singularidad zy se clasifica en uno de los tres tipos siguientes
(dependiendo de la forma de la parte principal):

1. Si no aparecen potencias negativas en (x), esto es, si a_, =0 VYV n €N, entonces el punto zy
se llama una singularidad evitable. En este caso, puede evitarse la singularidad definiendo
f en zo como: f(z0) = ao.

2. Sia_, #0 para algin n pero a_,, =0 Y m > n, entonces el punto zy se llama un polo de
orden n. En este caso, la parte principal se reduce a una suma finita, a saber:
a_ a— a—
! + 2 s+ + 7nn
z—z0 (z—2) (z — 20)

Un polo de orden 1 se dice un polo simple.

3. Sia_, #0 para una infinidad de valores de n, entonces el punto zy se llama una singularidad
esencial.

Ejemplo 5.10 Consideremos a f(z) = { Oz ;Z jfg .

Esta funcion es analitica en C\{0} (es discontinua en 0, ya que

— 1 cuando z — 0). El
desarrollo de Laurent en torno a 0 tiene la forma:

sen z 2’2 Z4 2’6

- 1-_4+ = = 4+...

z 3l 50T
Como no aparecen potencias negativas de z, entonces el punto z = 0 es una singularidad evitable. Si
definimos de nuevo f ddndole el valor 1 en 0 (esto es, f(0) = 1), entonces la funcién asi modificada

se hace analitica en 0. Es decir:
_ sen z , z # 0
fz) = { 1 z=0

)

es analitica en 0.
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sen z

Ejemplo 5.11 Consideremos a f(z) = = si 2 # 0. El desarrollo de Laurent en torno a 0 es:
z

sen z 1 1 1 1 1,
:___'_+___'Z +...

25 24 31 22 51 7!

En este caso, el punto z = 0 es un polo de orden 4. Obsérvese que no se ha dicho respecto al
valor de f en 0.

Ejemplo 5.12 Consideremos a f(z) = e'/* si z # 0. El punto z = 0 es una singularidad esencial,
ya que:
1 1 1 1

1

1/z
e =1 -
z 20 22 n!zn

Teorema 5.16 Supongamos que f es analitica en un abierto conexo S de Cy definamos g me-
1

diante la ecuacion : g(z) = [0) si f(z) #0. Entonces:
z

f tiene un cero de g tiene un polo de

—
orden ken zy € S. orden ken zg.

Demostracién: Si f tiene un cero de orden k en zg, existe un entorno reducido B(zp,7)\{z0} en
el cual f no se anula. En el entorno B(zg,7) tenemos f(z) = (z — 2z0)*h(z), siendo h(z) # 0 si
z € B(zp,r). Luego, 1/h es analitica en B(zp,r) y tiene un desarrollo:

1

= by + (2 — .-, donde by = ———
7(z) o+ bi(z —20) + -+, donde by en) £0
Por consiguiente, si z € B(zo,7)\{20}, tenemos:
e : ot b (5= ) + )
p—y = . 0 1 —_ 0 e
(z=20)"h(z)  (z—2)"
bo b1

= + — -, by #£0.

(z—20)" (2= 20)""

y, por tanto, zo es un polo de orden k para g. El reciproco se demuestra de la misma manera.

Observacién 5.11 Notar que, en particular, este Teorema nos asequra que si P(2) es un polinomio
que tiene como ceros a zi,--- ,z, con multiplicidades my,--- ,m,, entonces g(z) = 1/P(z) tiene
como polos a z1,--- , 2z, con ordenes my,--- ,M,.
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5.15. Residuo de una funcién en un punto singular aislado

Si zp es un punto singular aislado de f (esto es, una singularidad aislada), existe un entorno
reducido B(zo,r)\{z0} en el cual f tiene un desarrollo de Laurent, sea éste:

(3)---f(2) = Za” (2 — 20)" + Z a_,(z—2) "
n=0 n=1

El coeficiente a_; que multiplica a (z — zp)~! se llama el residuo de f en z; y se representa
con el simbolo:

a—1 = Res f(2)

Z=ZzZp

La férmula (2) nos dice que:

(4)---2mi Res f(z) = /f(z)dz

Z=ZzZp
C

es decir:

Z=Zo

Res f(z) = QLTF’L /f(z)dz
c

si C es una circunferencia con centro en zy orientada en sentido antihorario, tal que C C

B(z0,m)\{#0}-

Resulta relativamente facil en muchos casos calcular el residuo en un punto sin emplear la inte-
gracién. Por ejemplo, si zg es un polo simple de f, podemos usar la férmula (3) para obtener:

Res f(z) = lim (2 — 29) f(2)

Z=Zz0o zZ—rZ2o
Andlogamente, si zg es un polo de orden 2 de f, es ficil demostrar que:

Res f(z) = ¢' (20) ,

Z=Z0

siendo g aquella funcién analitica en zy tal que g(z) = (z — 20)?f(2), para z # z.

Maés generalmente, se tiene:

Supongamos que f tiene un polo de orden m > 1 en z = zp, y sea g aquella funcién analitica
en zp tal que g(z) = (2 — 20)" f(z), para z # z9. Si g(z) = by + b1(z — 20) + --- es la expansion
en serie de potencias de g alrededor de z = 2y, entonces para z cercano pero # zp, se tiene que :

bo bm—1 N k
2) = ——m + —+ btk (2 — 2
f( ) (Z _ Z())m (Z _ ZO) kZ:O m-+ ( 0)
Esta ecuacién da la Expansién de Laurent de f en un entorno reducido B(zg,r)\{zo}. Pero
entonces:
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9" (20)
Zfie;) f(2) =bm1 = Tl)?

En particular, si z = 29 es un polo simple, entonces Res f(2) = g(z0) = lim (2 — 20) f (2)
Z=Z0o Z—Z0

Todo esto puede ser resumido en el siguiente :

Teorema 5.17 Supongamos que f tiene un polo de orden m en z = zy y sea g aquella funcion
analitica en zo tal que g(z) = (z — 20)™ f(2), para z # zo. Entonces:

En casos parecidos a éstos, en los que el residuo se puede calcular ficilmente, la igualdad (4) nos
brinda un poderoso método para calcular integrales de contorno a lo largo de caminos cerrados.

CAUCHY fué el primero en comprobar que la teoria de los residuos tiene gran nimero de apli-
caciones. Todas éstas estdn basadas en el Teorema del Residuo (Cauchy), que es una generalizacién
de (4) al caso cuando el camino C incluye en su interior mds de un punto singular aislado.

5.16. Teorema del Residuo (Cauchy)

Teorema 5.18 Sea f una funcion analitica en todos los puntos de un abierto conexo S de C,

excepto en un nimero finito de puntos singulares aislados. Sea C una curva rectificable de Jordan tal

que C y su region interior estén contenidas en S. Supongamos que C contiene un cierto nimero de

singularidades de f en su interior, sean éstas zy,--- , z,, pero que no existen singularidades sobre C.
Tenemos entonces:

Z=Zk

n
/f(z)dz — 21’ S Resf(2) - (5)
o k=
con tal que el camino C esté orientado en sentido antihorario.

Demostracién:

Cuando solamente existe una singularidad z; dentro de C, la analiticidad de f nos permite
reemplazar el contorno C por una circunferencia de centro z;, y la férmula (5) se reduce a la (4).

El Teorema general puede demostrarse por induccién respecto al nimero n de singularidades.

Indicaremos el camino para deducir el caso n = 2 a partir del caso n = 1.

Supongamos que existen exactamente dos singularidades z; y z» dentro de C. En tal caso existe un
entorno reducido B(z1,7)\{z1} contenido dentro de C en el que podemos escribir: f(z) = f1(2)+ f2(2)
siendo f; la parte regular y fy la parte principal de f en z;. segin el Teorema de Laurent, fy es
analitica en C\{z;}, y por lo tanto, en particular, f, es analitica en S\{z1}. Sea ahora g la funcién
definida en S\{z2} como sigue:

g(z):{ f(z) = fa(z), si z€S8, z#z, z#z

fi(z1), st 2=z
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De este modo, g es analitica en S\{z2}.

A continuacién, calcularemos la integral / g(z)dz de dos maneras. Ya que z; no estd sobre C,

podemos escribir: ¢
[o@iz= [ @) - pends= [ sz [ pes-
0-- c c c c
= /f(z)dz —2mi E{:ezf f2(2) = /f(z)dz — 27 E{:ez.ff(z)
c c

Por otro parte, podemos reemplazar C por una circunferencia C; con centro en 2o orientada en
sentido antihorario, y contenida dentro de C, pero de tal manera que z; no sea interior a C;. Se
tiene entonces:

i) oo /g(z)dz = /g(z)dz = 2mi Res g(z) = 2mi Res f(2)

2=zo z=2z2
C1

De i) y ii) concluimos:

/f(z)dz = 2mi Z Res f(2)
k=1

Z=Zp
C

Esto demuestra (5) para n = 2. El caso general se demuestra en forma parecida.

5.17. Diferencia entre el niimero de ceros y el ntimero de
polos en el interior de un contorno cerrado
Teorema 5.19 Supongamos que f es analitica en un abierto conexo S de C excepto, acaso, en un

nimero finito de polos. Sea C una curva rectificable de Jordan tal que C y su regién interior estén
contenidas en S. Supongamos ademds que minguno de los ceros o polos de f estén sobre C. Sean

Z1,+ -, 2q los ceros de f que estdn dentro de C, y designemos por ny, el orden de zy, (k=1,2,---,q).
Sean p1,--- ,pr los polos de f que estdn dentro de C y designemos por my, el orden de pr (k =
1,2,---,r). Entonces se cumple que :

1 [, < -
(6)----- P o) dZ_,;nk —;mk
C

Observacién 5.12 FEl sequndo miembro en (6) es la diferencia entre el nimero de ceros y el nimero
de polos situados en el interior de C, con tal que cada cero y cada polo se cuente tantas veces como
indique su orden.

Demostracién: Supongamos que en un entorno reducido de un punto zo tenemos f(z) = (2 — )" -
g(z), siendo g analitica en z9 y g(20) # 0, y n un entero (positivo o negativo). Existe entonces un
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entorno reducido de zp en el que podemos escribir:

fllz) _ _n 9'(2)
= +
flz)  z—=  g(2)
siendo el cociente g'/g analitico en z. Esta igualdad nos dice que un cero de f de orden n (que

para el caso es zp) es un polo simple de f'/f con residuo n. Andlogamente, un polo de f de orden
n es un polo simple de f'/f con residuo —n. Este hecho, unido al Teorema del Residuo de Cauchy,

da lugar a:
i q r
/f(z)dz:%m' an—ka
c f(Z) k=1 k=1
: 1 [ 1) - -
o lo que es equivalente : — / dz = ng — my,
2mi ) f(2) ; I;

5.18. Calculo de integrales reales mediante los residuos

Se dispone de varios métodos, que dependen de la forma particular de la integral a calcular.
Vamos a describir brevemente dos de tales métodos:

2m
El primer método se refiere a integrales de la forma: R (sent,cost) dt, donde R es una

0
funcién racional( = cuociente de polinomios) de dos variables.
Teorema 5.20 Sea R una funcion racional de dos variables y consideremos:

221 2241
f(z)_R( %2z 22 )

siempre que la expresion del sequndo miembro sea finita. Designemos por C a la circunferencia
unitaria con centro (0,0). Entonces:

27
(7)------ R (sent, cost) dt = / @dz,
0 1z
c
con tal que f no tenga polos sobre C.

Demostracién: Una funcién z que describa C viene dada por z(t) = e, si 0 < t < 27. Para esta
funcién tenemos:

2'(t) = iz(t), % = sent, % = cost,

y luego:

ﬁdz = 27r Mdt = 27r R(sent, cost)dt
C/ /0 iz(t) 0
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Observacién 5.13 Para calcular la integral del sequndo miembro de (7) necesitamos tan sdlo cal-
cular los residuos del integrando en aquellos polos que son interiores a C.

dt

————, donde a €R, |a| > 1.
a + cost

2m
Ejemplo 5.13 Calcular 1 :/
0

Solucién :
Aplicando (7), encontramos:

dz
[=-2i | ——
Z/z2+2az+1
c

El integrando tiene polos simples en las raices de la ecuacion 2> + 2az + 1 = 0. Estos son los

puntos:
z1=—a+vVa2—1, z3=—-—a—+a2—1.

Los correspondientes residuos Ry y Ry son:

1 1
R, =1 - = ,
1 zg’gl(z 21)22 +2az +1 21 — 22
1 1
Ry = 1i - =
2 zgrzl2(z 22)22 +2az +1 2o — 21

Si a > 1, entonces z1 es interior a C y zo exterior a C. Por lo tanto:

1 )_ 4 . 2n
S Vae -1 VaZ -1

Sia < —1, entonces zo es interior a C y z1 exterior a C. Luego:

I:—2i<2m’ 1 ): dm
Z2 — 21 —2va?2 -1 Va2 —1

I=-2 (2771'

21 — 22

Ejemplo 5.14 Calcular la siguiente integral mediante los residuos:

/2’T cos2t dt <1
————— s a :
o 1 —2acost+ a2’

Solucién: Aplicando la férmula (7) que dice:

27 2 2
z z2—=1 z 1
R (sent, cost) dt = M dz, siendo f(z) = R — i , encontramos:
0 1z 2iz 2z
c
27 27 2 2
cos2t dt cos’t — sen”t z
o 1 —2acost + a? o 1—2acost + a® iz
c

-1 (24—1-1) dz _ -1 (z4+1) dz
6/22(az2—(1+a2)z+a)_ QiC/az2(z—a)(z—%)
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1 1
Como a® <1 entonces —1<a<1y —->1, 0 - <—1.
a

Luego, los polos del integrando que son interiores a C son 0(polo de orden 2) y a (polo simple).
Ast, del Teorema del Residuo tenemos:

9 (= +1)dz N {2m' (ResM +ReSM>}

21 J az’(z —a) (z—g) 2i =0 iz z=a 1z
S
o dz a(z—a)(z—%)

Muchas integrales impropias pueden tratarse por medio del Teorema siguiente:

AT

1—a?

(z* +1) } 2ma’®

Teorema 5.21 Designemos por T = {xz +iy / y > 0} al semiplano superior. Sea S un abierto
conexo en C que contiene a T y supongamos que f es analitica en S, excepto a lo mds, en un
numero finito de polos. Supongamos ademdas que ninguno de estos polos estd sobre el eje real. Si :

T

lim [ f (Rei") Re’ df = 0,

R—o0 Jo

o0
entonces el valor principal de Cauchy de la integral / f(x)dx existe y es igual a:
—0o0

n
2mi -
mi- ) Resf(2),
k=1
donde z1,- -+ ,z, son los polos de f contenidos en T.

o0

Observacién 5.14 FEl valor principal de Cauchy de la integral / f(z)dz es definido como:
b

blg_noo B f(z)dz.

o0
Si / f(x)dz converge entonces su valor es igual a su valor principal de Cauchy; sin embargo
— 00

b 00
puede suceder que el valor principal de Cauchy lim f(x)dx converja y / f(x)dx diverja.
b—+oo J_y — 0o
Demostracién(del Teorema): Sea C el camino orientado en sentido antihorario formado tomando
la porcién del eje real desde —R a R y la semicircunferencia en T' que tenga a [— R, R] como didmetro,
habiendo tomado R lo bastante grande para que incluya todos los polos z1,--- , z,.
Entonces, por el Teorema del Residuo :

=Zk

n R s
2mi - Res f(z) = | f(z)dz = f(z)dx + f(Re?)iRe' df
o= s [ s |
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Por lo tanto:

n R ™
27i Y Res f(2) :/ f(:n)d:n—H'/ f (Re”) Re'? df.
=1 " -k 0
Aplicando lim obtenemos :
R—+00

, " . -
lim /_Rf(:n)dm = 27i - I;Resf(z)

R—+o00 — Z=2k

Observacién 5.15 La igualdad Rll’[il / f (Rew) Re' dd = 0 se satisface automdticamente si f
—>-+00 0

es el cuociente de dos polinomios, por ejemplo f = P/Q, con tal que el grado de Q) exceda al grado
de P por lo menos en 2 unidades.

o0
d
Ejemplo 5.15 Para calcular la integral /_oo ﬁ consideremos f(z) = T30 Claramente f

es analitica en todo C excepto en 4 polos que son las raices de la ecuacion 1+ z* = 0. Estas son :

z =1z, =T =123 4. (Ningungo de estos polos estd sobre el eje real).
ks

De éstos, tan solo z1 y 2o estan en el semiplano superior. Por otro lado: Rll'm f (Rew) Re'? df =
) —+00 /o
. " Re”df ) R
lim ———— =0, ya que [ e el cuociente de dos polinomios = donde grado (Q) excede
R—+oc0 o\ 4 Q
teodo g4 (Rew)

el grado (P) en 4 unidades.
El residuo en z; es:

L o (g=z) 11 _e’%
Rey /() = Jim == S ) = i " = 5 = o =
El residuo en z es:
o _,(2—22)_1_1_1_6%r
igif(z)—ZILgZ (2—22)f(2)—215§2 1420 42 1% 1% 4

oo 1 — i im 2
Por lo tanto:/ ——dx =27 (e 4 4 64. ) = g (2 cosz) = 7r£

o 1+at 4 4 4
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Ejemplo 5.16 Calcular la siguiente integral mediante los residuos
o0
1
/ S
o TPt +1
1 e
. Claramente f es analitica en todo C excepto en 2

Solucién:
Consideremos la funcion f(z) = ——
f 1) 22+2+1

polos simples que son las raices de 2> +z+1 = 0.
—-1+v1-4

Peroz’+2+1=0 < z= 5
+ X294

zZ1 =
~zZ =
Z9 =

it

M L

i

||

Ninguno de estos polos estd sobre el eje real. De éstos solo zy estd en el semiplano superior
0 ya que f es el cuociente de dos polinomios

T ={x+1iy/y > 0}.
Por otro lado, lim f (Rew) Re? do =
R— 400 0
donde el grado del denominador excede al grado del numerador en 2 unidades. Luego, por el Teorema
5.21 se tiene que :
i)- Res f(z) = lim (2 —21) f(2) = 2mwi 2mi 1
i) - = — =2 = 2mi—
zZ—2z1 ! Z1 — 22 \/§’L

| ss =eni) - Res
> 1 2V/3
de = =3

Por lo tanto: / 5 T T
ot +1
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Capitulo 6

Ejercicios Resueltos

1. Calcular el trabajo realizado por el campo de fuerzas ﬁ(x, y,2)=(y—2z, z—xz, v—y) alo
largo de la curva de interseccién de la esfera z2 + y% + 22 = 4 y el plano z = y - tg(a), en
donde 0 < a < 7/2. El camino es recorrido de modo que, observando el plano zy desde el
eje z positivo, el sentido aparezca contrario al de las agujas del reloj.

Solucion :

(0,02)

Sea C la curva interseccion. Se tiene que :

(r,y,2) €EC= 2> +9° + (y-tga)’ =4 = 2> + (1 +tg*a)y’ =4
2 2

x
= 2’ 4secta-yi=4 = — + Y
4 4cos*a

Luego, una parametrizacién para C es :

x(t) = 2cost
a(t) : < y(t) = (2cosa)sent 0<t<2rm
2(t) =y - tga = (2sena) sent

121



122 CAPITULO 6. EJERCICIOS RESUELTOS

Por lo tanto:

27T
W:/ﬁ-df: Fa(t)) - o (t)dt =
C 0

2w
= / (2cosa sent — 2sena sent, 2sena sent — 2cost, 2cost — 2cosa sent)
0

-(—2sent, 2cosa cost, 2sena cost)dt

2m
= / (—4cosa + 4sena)dt = 8w (sena — cosa)
0

2. Calcular:
/ 32%y?z dx + 223yz dy + 2%y? dz
c

donde C es el segmento de recta que va desde (1,—1,1) hasta (2,0,1), sin parametrizar la
curva C.
Solucién :

Fla,y,2) = (322, 2%z, a%y?) = (P(w,9,2),Q(2,y, 2), R(@,y,2)) es de clase C! en R,
R3 es simplemente conexo, y ademas:

99 (a,y,2) = 6a%yz = %2 (z,y, 2),
%_I;('Tayaz) = 31‘2]]2 = g—lj(%y,z),
%(xayaz):ZZBy:%(xayaz)a V(l‘,y,Z) E]RB

Por lo tanto, F es conservativo en R?, es decir existe un campo escalar f : R* — R tal que
F=Vf.

Para encontrar un potencial f de F procedemos como sigue:

(z,y,2) = 3zy*z -+~ (i)

P (Z‘,y,Z) = 'T3y2 U (“Z)

®|®®|Q‘:Q>|QJ
S [ B

Integrando ambos lados de (i) con respecto a x, obtenemos: f(z,y,z) = 23y*z + g(y, 2).

Tomando derivadas parciales con respecto a y, y comparando con (ii), encontramos que:

dg .
a_y(yaz) - 07

de donde
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9(y,z) = h(2).

Por lo tanto,
fla,y.2) = 2’y*z + h(2).

Ahora tomando derivadas parciales con respecto a z y comparando con (7i7), obtenemos
h'(z) =0, de donde h(z) = ¢(constante). Por lo tanto

flz,y,2) =2y’z +c

nos entrega la familia de potenciales del campo vectorial F.

Finalmente tenemos que :

/3:62;1/22 dr + 223yz dy + 23y* dz = £(2,0,1) — f(1,—-1,1) = —1.
c

Utilizando el Teorema de Green, calcular :

[EE o [t et

donde C es la circunferencia x> + y? = 4, recorrida en sentido antihorario.

Solucion :

AT
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P(a:,y):1—|-7($_1‘13’2_|_y2 ; Qz,y) =2 - 2

Se tiene que:

0Q . @-1’-y 0P
%(l’,y)— ((w—1)2+y2)2 - ay( 7y)7

Si C; es la circunferencia (z —1)? +y? = a® (a > 0 pequeiio) y R es la regién que es interior a
C y exterior a Cy, entonces el Teorema de Green para regiones multiplemente conexas nos dice

que:
//R (% - %—5) d(z,y) = ?i(de +Qdy) — ?i (Pdx + Qdy),

?i (Pdz + Qdy) = ?{ (Pdz + Qdy)

Ci

de donde

C1 : ai(t) = (1 + acost,asent), 0 <t < 2r.

Por lo tanto:

[ pie+qa = [ "R (1) - d (1)t =
Cy 0

27
t t
= / (1 4 25 g 0008 ) - (—asent, acost) dt
0

a? ’ a?

2 2
= / (—asent — sen’t + 2acost — cos’t) dt = / (=1)dt = 2=
0 0

4. Sean ﬁ(ar,y,z) = (2% +ye*, y> + ze®, 2> + 2e¥), y S la frontera de la regién sélida que
estd en el interior del cilindro 22 4+ y? = 1 y entre los planos z =0 y z = z + 2. Utilizando
el Teorema de la divergencia, calcular:

//ﬁ~ﬁdS
S

donde 7 es la orientacién de S dirigida hacia afuera.

Solucion :
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Sea D la regién sélida acotada por S. Por el Teorema de la divergencia tenemos que:

//Sﬁ-ﬁds = ///D(divﬁ) d(z,y, z)

Pero divF (z,y,z) = 2z + 2y + 2z. Por lo tanto,

//Sﬁn s = 2'///I)($+y+z)d(a:,y,z)

27 pl prcosf+42
= 2/ / / (rcos® + rsenf + z)rdzdrdf
o Jo Jo

5. Utilizando el Teorema de Stokes, calcule:

/ /S (rotF) - i dS

donde F(z,y,z) = (z2%, 2°, cos(zz)), S es la parte del elipsoide 2 +y%+32% = 1 que queda
por debajo del plano zy, y n esta dirigida hacia afuera del elipsoide.
3t sen(2t)  sen(4t)

(Indicacidn: /cos4tdt iy + 1 + = +¢)

Solucion :
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08

El Teorema de Stokes nos dice que :

// rotF ndS = F dT,

donde 9S es la circunferencia de centro (0,0) y radio 1 contenida en el plano zy y recorrida
en sentido horario, parametrizada por:

Se tiene que:

2m
/ F-di = / (0, cos®t, cos(0)) - (—sent, —cost,0) dt
as 0

2
T 3t sen(2t)  sen(4t) 3r

4 27
= —cos*t)dt = — | = = =
/0 (—cos™t) [8 Tt o 1

6. Trazar la grafica de la serie de Fourier de la funcién :

0, —w<2z<0
f(w)_{a?, 0<z<m

Solucion :
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)
p_
. . I
‘ ‘ \ 0 T f T f T z
—37 -2 - T o’ 3 dn 51
|
Resolver el problema :
Uzz:]_ﬁ-ut, 0<1-<1, t>0 ------ (1)
up(0,1) = up(1,8) =0, >0 -wvvvvee- (2)

u(z,0) =4+ 5cos(3rz), 0<z<1---(3)

utilizando el método de separacién de variables. Detallar cada paso del procedimiento.

Solucién :

Suponemos que u(z,t) = X (z) - T'(t). Reemplazando en (1) se tiene :
X7(x)-T(t) =16X(z) - T'(t), de donde dividiendo por X (z)-T(t) se obtiene:

kb . !
X (@) = 16-T'(%) = k, siendo k una constante.
X(x) T(t)

De donde : X"(z) —kX(z) =0 y T'(t) — £T(t) = 0.

De (2) tenemos que : u,(0,t) = X'(0)-T(#)=0 V>0, de donde X'(0) =0.
También : wu,(1,¢) = X'(1)-T(#)=0 Vt>0, de donde X'(1) =0.

Pasamos a resolver:

.. X @) =R @) =
X'(0) = X'(1) =0

k > 0 = la tnica solucién de (4) es X (z) = 0.
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k =0 = la solucién general de X7 (z) — kX (z) =0 es X(z) = Ap + A1z. Pero:
X'(0)=X'"(1)=0= A; =0.

Luego, X (x) = Ag( constante # 0) es solucién de (4).
k < 0 = la solucién general de X”(z) — kX (z) =0 es:

X (z) = Acos(v/—kz) + Bsen(v/—kz)
X'(z) = —AV—k sen(v/—kzx) + BV —k cos(v/—kz)

X'(0)=0=>B=0
X'(1) =0= —AvV—-ksen(v—k) =0 = sen(vV—k) =0 = +—k=nm, n € N Asi se
han obtenido las siguientes soluciones no-triviales (no-nulas) de (4) :

Xn(z) = Apcos(nrx), n=0,1,2,---

Ahora, consideramos la ecuacién diferencial T'(t) — £T(t) = 0 para los valores k = —(nr)?
(n=0,1,2,---) que acaban de obtenerse. Es decir se consideran :

nm

T'(t)+ ( : )2T(t):0

cuya solucién general es :

n

To(t) = Coe= ()t 1n=0,1,2, -

Por lo tanto, las funciones :

up(z,t) = Xp(z) - To(t) = AnCnef(%)ztcos(nwa:), esto es,

nm 2
up(z,t) = ane_(T) tcos(nmz), n=0,1,2,--

son soluciones de (1) y (2), siendo «,, una constante arbitraria.

Al observar la condicién (3), postulamos como solucion a :
u(m, t) = Uo(l‘, t) + US('Ta t)'
(3) = u(x,0) = ap + azcos(3rx) =4 + 5cos(3nz), VYV z € [0,1], de donde :
Qg = 4, a3 = 5.
Por lo tanto, la solucién buscada es :

P 2
u(z,t) =4+ 567(37)%008(3711‘) =4+ 56_91_6t008(371'l‘).
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8. Calcular el drea de la parte de la esfera 22 4+ 3% + 22 = 9 que estd dentro del paraboloide
z? +y? = 8z.

Solucién :

22 +y? =82

(0,3,0) y

= 8+:22=9 = z=-9 VvV 2z=1.

2 +y*+2° =9
2? +y? =8z

z=1=2+y>=8

Por lo tanto, la superficie en cuestién puede ser expresada explicitamente como:

S z=V9-22-y® = flx,y), (x,9)eT = {(z,y) eR® : 2° +y> <8}.

Area deS://T\/1+ <%>2+ (g—z)Qd(w,y)

S (=) () o = e

27 V8 3r 2m VB
= ———drdf = / —3v9 —r2 dd = 12r7.
/0 /0 V9 —r? 0 [ o ]

Por lo tanto :
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9. Sea C la curva interseccién de la esfera 22 + y> + 22 = 4 con el plano z = /3y, recorrida de
tal modo que observando el plano xy desde el eje z positivo, el sentido aparezca contrario al
de las agujas del reloj. Utilizando el Teorema de Stokes, calcule:

/C(y —z)dz + (z — z)dy + (z — y)dz.

(Indicacién: El drea de la regién encerrada por la elipse 2—2 + g—j =1 es: mwab).

Solucién :

Podemos tomar como S a la parte del plano z = v/3y acotada por C, orientada con la normal
n dirigida hacia arriba.

- x2+y2+3y2:4 — x2+4y2:4

2?2+ 22 =4
z=1/3y

2 2
== % + ?JT =1 (= Proyeccién de C sobre el plano zy).
22 2
5+ o) = Vi), @er = {aper  Telcl,
or  OF
A (0,—v/3,1) que nos dé la orientacién requerida.
or Oy

El Teorema de Stokes nos dice entonces que :

/ﬁ-df = //(rotﬁ)~ﬁds
C S

Pero :
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rotﬁ(a?,y,z) = = (-2,-2,-2).

g-’ @ o

g-’|ogk>.>

] =
|

y—z 22— T—Y

/F dz // rotF v))) - (g; Z—Z) d(z,y)
// )- (0, —V/3,1) d(z,y) //2f 2) d(z,y)

=(2v/3-2)- //Rl d(z,y) =2(V3—1)- Area(R) = 4n(V/3—1).

Por lo tanto :

10. Aplicando el método de separacién de variables, resolver el problema:

uzz:25'ut, 0<1-<3, t>0 ------ (1)
Up(0,8) = ug(3,8) =0, t>0 «ovvvvnns (2)
u(z,0) =4+ T7cos (Fz), 0<z <3 ---(3)

Detallar cada paso del procedimiento

Solucion :

Suponemos que u(z,t) = X(z) - T(t). Reemplazando en (1) se obtiene :
X7 (x)-T(t) =25X(z) - T'(t), de donde dividiendo por X (z)-T'(t) se concluye que :

X'(x)  25-T'(t) .
X(z) T siempre que X (x) - T'(t) # 0.

Por lo tanto :

X” . !
(z) = 25-T(%) = k, siendo k una constante.
X(x) T(t)

De donde : X"(z) —kX(z) =0 y T'(t)— £T(t) = 0.
De (2) tenemos que : u,(0,t) = X'(0)-T(t) =0 V¢>0, de donde X'(0) =0.

También : u,(3,t) = X'(3)-T(#) =0 V>0, de donde X'(3) =0.
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A continuacién debemos resolver:

... [X@) =X @) =0
X'(0) = X"(3) =0

k > 0 = la tnica solucién de (4) es X (z) = 0.

k =0 = la solucién general de X7 (z) — kX (z) =0 es X(z) = Ao + A1z. Pero:
X'0)=X'3)=0= 4, =0.

Luego, X (z) = Ap( constante # 0) es solucién de (4).
k < 0 = la solucién general de X”(z) — kX (z) =0 es:

X (z) = Acos(v/—kz) + Bsen(v/—kx)
X'(z) = —AV—k sen(vV'—kz) + BV =k cos(\/—kx)
X'(0)=0=>B =0

X'(3) =0 = —AV—ksen(3v—k) = 0= sen(3v—k) =0 = -k =157, neN Asi se
han obtenido las siguientes soluciones no-triviales (no-nulas) de (4) :

Xn(z) = Apcos (%w) , n=0,1,2,---

Ahora, consideramos la ecuacién diferencial T'(t) — £T'(t) = 0 para los valores k = — (%)2
(n=0,1,2,---) que acaban de obtenerse. Es decir se consideran :

nm

1—5)2T(t) —0

T'(t) + (
cuya solucién general es :
Tn(t) = Cne_(%)Qt, n=0,1,2---
Por lo tanto, las funciones :

tun(2,) = Xp(2) - Ta(t) = AnCre—(38) tcos (%m) . esto es,

nmw 2
up(z,t) = anef(ﬁ) teos (%x) , n=0,1,2,---

son soluciones de (1) y (2), siendo «,, una constante arbitraria.

Al observar la condicién (3), postulamos como solucién a :

u(z,t) = up(z,t) + us(z, t).
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(3) = u(x,0) = ap + ascos (Fx) = 4+ Tcos (3Fx), Vael0,3], de donde :

a0:4, a5:7.

Por lo tanto, la solucién buscada es :

u(z,t) = 4+ 767§tcos (%x) .

11. Utilizando el Teorema de Green, calcular:

T — 1.2_ 3 1.3 1'2
/ St it 8 PP s e R P
c £U2+y2 £U2+y2

donde C es la frontera del cuadrado de vértices (2,0),(0,2),(—2,0), y (0,—2), recorrida en
sentido antihorario.

Solucién :
Y
(0,2)
//
(-2 » 1) e
(0,-2
2 3 3 2
_r—yxT —y Yyt t+ay
P(z,y) = W’ Qz,y) = W
oQ oP
—(z,y) — —(z,y) =2, VY (z,y) e R2 —{(0,0
o) = 5 (@) (,) € B — {(0,0)}
Sea C; la circunferencia : 2% + 4% =a?, a > 0 pequeiio, recorrida en sentido antihorario.

Cy puede ser parametrizada por:
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Si R es la region interior a C y exterior a Cy, entonces Green nos dice que:

//R (% - %D) d(z,y) = i(Pda? +Qdy) — fc (Pda + Qdy)

De donde : %(Pda: + Qdy) = 2-Area(R) + % (Pdx + Qdy)
c C1

Pero:

21 3 3
cost —a’sent asent cost
7{ (Pdx + Qdy) = / <a 2a 1 , asen +2a ) - (—asent,acost)dt
C1 0 a a

27
:/ a’dt = 2ma’.
0

Por lo tanto :

f(Pda: + Qdy) =2 - (8 — ma?) + 2mwa’® = 16.
c

12. Utilizando el Teorema de Stokes, calcular:

/ /S (rotF) - i dS

donde F(z,y,z) = (zz,y*+2z,2), S es la parte del paraboloide z =9 — 22 —y2 que queda
por encima del plano zy, y n estd dirigida hacia arriba.

Solucién :

>

s



13.

El Teorema de Stokes nos dice que:

//(mtﬁ).ﬁds = / F-dz,
S oS

donde 95 es la circunferencia de centro (0,0) y radio 3 parametrizada por:

r = 3cost
y=3sent ,0<t<27m.
z=0

Se tiene que:
. 27
/ F~d5:’:/ (0, 9sen®t + 6 cost, 3cost) - (—3sent, 3cost, 0) dt
as 0

2m
t 2t
= / (27sen® t cost + 18 cos® t)dt = 9sen®t + 18 - (5 + %) T = 18r.
0

Por lo tanto :

//(rotﬁ)-ﬁdS = 18m.
5

Calcular la integral :

/ 3 dz
CZ—l

donde C es la circunferencia de centro (1,0) y radio 1, recorrida en sentido antihorario.

Solucién :

135
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C : z(t)=(1+cost)+isent, 0<t<2n.
x(t) =1+ cost, y(t) =sent, 0<t<2m.

£(z) = 3 3 B 3 _3((x—1)—dy)
(Z)_z—l_(w+iy)—1_($—1)+iy_ (=12 +y>
3(x—1) . —3y

-1+ @12+

=u(z,y) + iv(z,y).

Luego se tiene por definicién que :

[ 25tz = [ et 0)5 ) — o).y 0 de
C 0

z—1
1/0 ﬂ[U(w(t),y(t))y'(t) +ou(z(t), y(t))a' (t)] dt
= /27r[3 cost(—sent) — (—3sent)cost]dt + i /27r[3 cost(cost) + (—3sent)(—sent)] dt

2m
= z/ 3dt = 6mi.
0

(Otra forma mds inmediata de calcular la integral es aplicando la Férmula de la integral de

Cauchy).

[ |
14. Calcular la integral definida:
o 1
J(a) = / 5 dx
oo (z* + 1) (22 + a?)
donde « designa un nimero real positivo.
Solucién:
1
Sea f(z) = 5 - f esanalitica en todo C excepto en 6 polos, ninguno de los

(4 + 1) (22 + a?)
cuales estd en la recta real.

f tiene en el semiplano superior los polos simples :
- 2 . - 2 ;
zlzﬂzg(l—i—z), 22:\/_'L:§(_1+'L)

y el polo doble: z3 = ia.
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Ademds, como f es el cuociente de dos polinomios donde el grado del denominador excede al
grado del numerador en 8 unidades, entonces :
lim [ f (Re“’) Rel’ d§ = 0.
R—+00 Jg

Entonces el Teorema 5.21 nos dice que :

/0; f(zx)dx = 2mi (Res f(2)+ Zfiezs; f(2) + Res f(z))

1
Ao ) = e et G r ) (P r )
z. 7 1
z[iezsl 1(z) = zlggl (z-a)f=) = Zlgrzll (2= 22) (z+ 21) (2 + 2) (22 + a2)
1 1 !

(21 — 22) (221) (21 + 22) (22 + @2)° 22 (22 — 22) - (22 + a2)®  V2(1+1) (2i) (i + a2)’

3 V2
4 (1+1) (i + a?)?

Res f(z) = lim (2 — 22) f(2) = ! 2

z=23 z—22 (29 — 21) (22 + 21) (222) (22 + a?)

1 1 -2

(23— 20) (222) (23 + 0?)°  (=2i) (V2) (—1+i) (=i +0a2)”  4i(=1+i) (=i +a2)’

V2 V2

Porlo tanto : Bes £(2)+ Res /) = G G aay ¥ W01 7 (a7 )
CV2(i -1 (mi+a?)’ = V2(i+ 1) (i +a?)?  V2(a'-2a% 1)
i+ D) G- +a2) (mi+a2)®  di(at+1)

Como z3 = i« es polo doble entonces:

Res f(z) = lim di [(z —z)° f(z)] = lim 4

z—z23 dz

1
(24 + 1) (z + ia)’

—42% (z +ia)® = 2 (2 + 1) (2 +ia) _ —4ia (5a* +1)
Z—i ((24 + 1) (Z + ’L.Oé)2)2 (4&2 (Oé4 + 1))2




138 CAPITULO 6. EJERCICIOS RESUELTOS

Luego:

> V2(at-2a2—1)  —ia(5at+1)
D Resf(e) = N+’ a1

a4\/§(a4—2a2—1)+a(5a4+1) _ 5a4+1+a3\/§(a4—2a2—1)

4iat (ot +1)° B 4ia® (at 4+ 1)°
Por lo tanto:
o0 1 5a +1+a® at —2a% -1
/ 7 de = 2mi - Z Res f(z \/_( )
oo (2t 4+ 1) (22 + a?) =z 203 (at + 1)°

15. Calcular : e
° 1
/ In(z*+1) .
0

2+ 1

In(z + 1)

dz donde C es la curva que consiste
22+1

Solucién : Para calcularla consideraremos la /

c
de la porcién del eje real desde —R a R y la semicircunferencia superior I que tiene a [- R, R]

como didmetro, con R > 1.

1 .
El tnico polo de % dentro de C es el polo simple z =4, y su residuo es:
lm In(z +.z) _ 1n(2.z)
z—i (z+1) 2

Luego, por el Teorema del Residuo tenemos:

C/%d z=2m (%) — 71n(2i) =

.2
:w(ln|2¢|+zg) :771112—}—%

Este resultado se puede escribir como:

/Rlnw—i—z / Z+Z 1 2+i772

dz =xln —

R £U2+1 2
T



0 - R 2

In(z + i) In(z + 9) In(z + 1)

——d dz=7ln2+ —

/,R 21 +/0 e /(z2 =mln2 - 2
r

Reemplazando = por —z en la primera integral, esto se puede escribir:

R . R - 2

In(i — 1 1

/ MW*‘/ Mdm+/mdz_ﬂn2+i

o r2+1 o r2+1 22 +1 2
T

Pero, In(i — ) + In(i + z) = In(i* — 2°) = In(2® + 1) + i7.

Por lo tanto,
R 2 R . L
In(z? + 1) . s In(z + 1) in
——=d d ———dz = 7tln2+ — ---
/0 o a:—i-z/o w2+1x+/z2+1 z 7rn+2 (%)
r

Ahora, observemos que:

[

22 +1

/” In(Re® +i)i Re'
0 R2ei29 +1

r
Pero, para todo 6 € [0, 7] :

‘ln (Reie +i) ‘2 = |In (R cos® +i(Rsenf + 1)| 2 =

. 1 2
= ‘ln VR?cos? 0 + (Rsenf + 1)2 + i arg(Re®? —H)‘ 2 < (5 In(R*+1+2R senﬁ)) + 72

<

X

(1n ((R + 1)2))2 72 = (In (R +1)% + =2

-

Por lo tanto :

o (Re” +7) | < Vn(B+1)) +72 < n(R+1) +

139
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De donde :

0 | -
‘ln(Re +Z)‘R<Rln(R+1)+ 7R
-1 ~ RrR-1 'R-1U

V6 €0,

Luego :

i, -
/n ln(Re +Z)‘ Rdg _ Rln(R+ 1) N R
. R2-1 ST\TR -1 TR

y esta ultima expresién (la del lado derecho) claramente tiende a 0 cuando R — co.

Por lo tanto :

lim /ln(fiﬂ)dz:o
R—o0 z +1
T

Entonces, si aplicamos Rh’m en (*), obtenemos:
— 00

*In(z? + 1) * 7 2
——d ) ———dr =nmln2+i—
/0 21 a:—l—z/o x2+1m min —|—z2

De donde :

00 2
/ ln(:gi_}_l)dw:ﬂlnl
0 2+ 1

Aplicando el método de separacién de variables, resolver el problema, :

Uy =16 Uz, O<z<m, t>0----- (1)
Up(0,1) = up(m,t) =0, t>0 --ooonnen 2)
uw(z,0) =7+4cos(6z), 0 <2< ~ovvee (3)
ug(2,0) =0, 0<z<m  coreeiinns (4)

Detallar cada paso del procedimiento

Solucion :
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Suponemos que u(z,t) = X (z) - T(t). Reemplazando en (1) se obtiene :
X(z)-T"(t) =16X"(z) - T(t), de donde dividiendo por 16X (z)-T'(t) se concluye que :

T))(t) _ X”(.’L')
16T  X()

siempre que  X(x) - T(t) #0.
Por lo tanto :

T”(t) B X”(:L') B .
167(t)  X(z) k, siendo k una constante.

De donde : X" (z) — kX (z)=0 y T"(t) — 16kT(t) = 0.

De (2) tenemos que : u;(0,¢) = X'(0)-T(t)=0 V¢>0, de donde X'(0) =0.
También : wu,(m,t) = X'(7)-T(t) =0 Vt>0, de donde X'(7) =0.

Pasamos entonces a resolver:

X"(z) — kX (z) =0
(5)"'{)('(0) =X'(r) =0

k > 0 = la tnica solucién de (5) es X (z) = 0.

k = 0 = la solucién general de X”(z) — kX (z) =0es X(z) = Ao + A1z. Pero:
X'(0)=X'(mr) =0= A4; =0.

Luego, X (x) = Ap( constante # 0) es solucién no-trivial de (5).
k < 0 = la solucién general de X”(z) — kX (x) = 0 es:

X (z) = Acos(V/—kz) + Bsen(v/—kz)
X'(z) = —AvV—k sen(v/—kz) + BV —k cos(v/—kz)

X'(0)=0=>B=0
X'(r) =0 = —AV—ksen(vV—kr) =0 = sen(v—kn)=0 = V—k=n, n €N Asi, se
han obtenido las siguientes soluciones no-triviales (no-nulas) de (5) :

Xn(z) = Apcos(nz), n=0,1,2---

Ahora, consideramos la ecuacién diferencial T"(t) — 16kT(t) = 0 para los valores k = —n?

(n=0,1,2,---) que acaban de obtenerse. Es decir se consideran :

T"(t) + 16n>T(t) = 0
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cuya solucién general es :
n=0 —= T()(t) = Co + Dot
n>1 = T,(t) = Cpcos(4nt) + Dysen(4nt).

Por lo tanto, las funciones :

Uo(l',t) = (CO +D0t) . AO = Q) +ﬂ0t

un(z,t) = (Chcos(4nt)+Dysen(4nt))-Ancos(nz) = (ancos(dnt)+ By sen(4nt))-cos(nx), n=1,2,---

son soluciones de (1) y (2), siendo a,, y [, constantes arbitrarias.

Al observar las condiciones (3) y (4), postulamos como solucién a :
u(z,t) = uop(z,t) + ug(z, t).
(3) = u(x,0) = ap + agcos(b6x) = 7+ 4cos(6x), V x €][0,7x], de donde :
ag =17, ag=4.
(4) = us(z,0) = o + 24Pscos(6x) = 0 VY z € [0,7], de donde :
Po = Bs = 0.

Por lo tanto, la solucién buscada es :

u(z,t) = 7+ 4cos(24t) - cos(6x).

a) Calcular el drea de la parte de la esfera x2 432+ 22 = 14z que est4 dentro del paraboloide
2 2 _
7 +y° =5z
b) Calcular el drea de la porcién del cono z2 +y? = az? situada por encima del plano z = 0
y en el interior del cilindro 22 + y? = by, siendo a y b constantes reales positivas.
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Solucién :

a) .

P4yt =14 = 22+ y?+ (2 -7)? =49

2 2 2:14
{a: ty e “ = 52+ 22 =14z

22 +y? =5z
—=22-92=0=2-(2—-9)=2=0 VvV z=0.
2 =9 = 2% +y% =45.

Luego, la superficie en cuestién puede ser expresada explicitamente como:

S z2=T+\V49—1? —y? = f(z,y), (v,y) €T ={(z,y) e R® : 2% +y* <45}.

Por lo tanto :

Area de S://T\/1+ <%>2+ <%>2d(w,y)

I (s (i) e~ ey

2 \/E 77, 2 \/zﬁ
= ———drdf = —7v/49 — r2 df = 70r.
/0 /0 Vi 2 /0 | 1] "
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b\> b2
a:2+y2:by < m2+<y—§) :Z

La proyeccién de la superficie S en cuestién sobre el plano zy es la regién plana limitada

por 22 4+ y% = by. Ahora, si x e y se escriben en coordenadas polares como z =
veosu, Yy =wvsenu, entonces 2+ y? = by se escribe como :

v=bsenu, 0<u<m.

La superficie S puede entonces parametrizarse como :

v
S lu,v) = (vcosu,vsenu,—),

Va
(u,v) €T ={(u,v) : 0<u<m 0<wv<bsenu}
O 07 (2 cosu, - senu, —v
ou’ v \Va "Va ’
Se tiene que : ﬁ‘><@‘ =v l+1
5, “ e T "Va

or _or

1
Por lo tanto : Area (S)://T 5 % By d(u,v)://vaa—i-ld(u,v)
™ bsenu T 1.2 2
/ /1
= l—i—l// v dvdu = ——l—l/ wdu
a o Jo a 0 2
—ﬁ l+]_ E_Mr" —b2_7T 1+]_
" 2Va 2 4 o] T4 Ve
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Sean F(z,y,z) = (y(z2 +y2)3/2, —z(a® +y*)%2, z+1), y S la frontera de la regién sélida
acotada por arriba por el plano z = 2z y por abajo por el paraboloide z = 22 +y?. Calcular:

/ F-ndS
S

donde n es la orientacién de S dirigida hacia afuera, mediante las siguientes dos formas:

a) Utilizando la Definicién.

b) Utilizando el Teorema de la Divergencia.

Solucién :

a) 2=2r N z=2>+y?> = 21 =22 +y>
= r =2cosf, -—

Por definicién :

/ﬁﬁdsz/ 13~ﬁ1ds+/ F . fis dS, donde,
S S1 So

Sy A(z,y) = (x,y,22), (x,y) € T, siendo T la regién del plano zy acotada por la
curva r = 2cos#f, o<

o
2~ — 2
ory  Or;
an o (=2,0,1), que nos da la orientacién requerida.
or oy

. _, 87“1 87“1 _
Luego.//S1 -ny dS = // (F1(z,y)) (627 6y> d(z,y) =

// (z,y,2x)-(=2,0,1) d(z,v) // (22 +y2)° 2, —a(2+y?)°/?, 22+1)-(—2,0,1) d(z,y)
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w/2 2 cos 6
// —2y(z? +y>)* 2 + 2z +1) d(z, y) / / (—2r*sen @ +2rcosf + 1) r drdf

w/2J0
= 3.
Por otro lado :
S ¢ Pa(z,y) = (z,y,2° +y?), (z,y) €T
or Br
e =2 6 =2 = (—2x,—2y,1), que nos dd la orientacion opuesta a la requerida.
z y

Por lo tanto : // F 1y dS = / F (P2 (z,y)) (%ﬁ 6(;2) d(z,y)
x

- / /T (e + )2, —a(a® + 2, 2 +y? +1) - (=22, —2y, 1) d(z.y)

w/2 2cos @ 5
//w+y +1) d(z,y) / / (r 4+ 1V)rdrdd = ——.
w/2J0 2

Por lo tanto :
_ 5 T
F-ndS = - = =
//S n dS 37T+< 2) 5

b) divF(z,y,2) = 3zy/22 +y2 — 3wy /2 + 4>+ 1= 1.

(M

Si D es la region sélida entre los gréficos de z =
el plano zy acotada por r = 2cosf), -5 <6<
divergencia tenemos que :

//ﬁ-ﬁdS :// (divﬁ)d(m,y,z):///1d(x,y,z)
s D D
w/2 2cosf p2rcosf
/ / / rdedrdd = T
w/2J0 r2 2

r® y z = 2rcosf sobre la regién en
, entonces por el Teorema de la

woln

19. Sea C la curva interseccién del cilindro 22 + y?> = 1 con el plano = + y + z = 1 recorrida de
tal modo que mirada desde arriba el sentido es el antihorario. Utilizando el Teorema de
Stokes, calcule:

/(—y3)dw +23dy + (—2°)dz
c
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Solucién :

Podemos tomar como S a la parte del plano x + y + z = 1 acotada por C, orientada con la
normal n dirigida hacia arriba.

S : Fx,y) = (z,y,1 —x —y), (v,y) € R, donde R = {(z,y) e R : 2® +y> < 1}.
8FX or
ox ~ Oy

El Teorema. de Stokes nos dice que :

/ﬁ-df = //(mtﬁ).ﬁds
C S

= (1,1,1), que nos d4 la orientacién requerida.

Pero :
rotF(z,y,z)=| Z £ £ |=(0,0,32"+ 3y
P a:g _.3

Por lo tanto :

/_‘ dz = // rotF(7(z,y))) - (gz Z—Z) d(z,y)
://R(o,o,?,(x?+y2)) (1,1,1) d // (2 +y*) d(z,y)
:/:W/Olzw3 drdd = 37”
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20. Calcular /(2a:y2 + 1)dz + 22°ydy, donde C es el segmento de recta que va desde (—1,2)
c

hasta (2,3), sin parametrizar la curva C.

Solucion :

F(z,y) = 2zy* + 1, 22%y) = (P, Q) es de clase C! en R?, R2 es simplemente conexo y
ademads :

00, _ y _ OP :
5, ) = dmy = So(my), V() €R

Por lo tanto, F es conservativo en R2, es decir existe f:R2 — R tal que F = v/ .

Para encontrar un potencial f de F' procedemos como sigue:

Llw,y) = 202 +1---(i)
L(wy) = 222y (id)

Integrando ambos lados de (i) con respecto a z, obtenemos : f(z,y) = z%y?>+z + g(y).

Tomando derivadas parciales con respecto a y, y comparando con (i4) obtenemos :

22%y + ¢'(y) = 22y, de donde g'(y) = 0, es decir, g(y) = c.
Por lo tanto : f(z,y) = 2%y> + = + c.

Finalmente :

/(2wy2+1)dw + 22%ydy = f(2,3) - f(—-1,2)=38-3=35
c

21. Calcular:

| {(x—mz;yy—w - <x+2>§il</y+3>2] &

+{ x—2 N T+ 2 ]y
(x—2)2+(y—3)2  (z+2)2+ (y+ 3)2 ’

donde C es el tridngulo de vértices (1,2), (3,2) y (2,4), recorrido en sentido antihorario.

Solucion :
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Y
e
P
27 (1,9 3.2
17 R
I I I I
1 2 4 x

Se debe calcular fcﬁ-di“', donde F = G+H y

3—y T —2
(z-202+ (-3 (2-2)+(y-3)

6o = ( ) = @6

—

3+y T +2
H(z,y) =

(_(w+2>2+(y+3>2’ (z+2)2+ (y +3)2

) = (Hy,H>)

Se cumple que :

oGy, G =32

(y +3)% — (z + 2)2
((z+2)2+(y +3)2)%

OH> _ 0H, B
W(%Z/) = B—y(w’y) =

v (Cﬂ,y) 75 (_27 _3)

OF, _OR
Por lo tanto, %('fray) - ay ('Tay)) v ('Tay) # (2)3)7( 27 3)

Sea C; : (r—2)2+ (y—3)? =a? a > 0 suficientemente pequefio de tal modo que C;
esta contenida en la regién interior a C.

Del Teorema de Green para regiones miltiplemente conexas se tiene que si R es la region
interior a C y exterior a Cy, entonces:

OF; 6F1) 7{—» R % =
— — — ) d(x,y) = ¢ F-di¥ — F-dr
[[(52-F) aen=4 :

Por lo tanto : ?{ﬁ-df: 7{ F.dz=¢ G -d¥ + H-dz
C C1 C1 C1

y=3+asent

27 27
= — t t
7{ G.di = / < as2en ,aC(;S >~(—asent,ac0st) dt:/ 1dt =2w
Cy 0 a a 0

=2
CI:{w + acost 0<t<on
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Por otro lado, por el Teorema de Green para regiones simplemente conexas se tiene que si R
es el circulo encerrado por Cp, entonces :

f e ] (2 e -

Por lo tanto :

22. Calcular el 4rea de la parte de la esfera 22 + y% + (z — 4)2 = 16 que estd dentro del cono
2% = 3(2? + y?).

Solucién :

24+’ +(2—-4)2=16 N 22=3(2>+1y?) =

3

2
Z—+(z—4 —16:>z<§ )
=2=0 V z=6= (z,

=(0,0,0) vV z?2+4+y?=12, 2=6.

Por lo tanto, la superficie en cuestién corresponde a:

z2=4+4+/16 — 22 —y2 = f(z,y), (v,y) €T ={(z,y) € R : 2% +y* <12}

2 2
Por lo tanto : Area = // \/1 + (%) + <g—£) d(z,y)
T
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2 2
—r —y
+ | —V—= d(z,
// ( 16—x2—y> <\/16—x2—y2> (:9)
4 /'27T/\/ﬁ 4,,_ /271' \/ﬁ
= — d(z,y) = ——— drdf = —44/16 — r2 de
//T 16 — 22 — y? (@) o Jo VI16—r? 0 [ 5 ]

27T
:/ 8df =(2r)-8 = 167
0

23. Utilizando el Teorema de Stokes, calcular :
/(a: +y)dr + 2z —2)dy + (y+ 2)dz, donde
c

C es el borde del tridangulo con vértices (2,0,0),(0,3,0) y (0,0,6), recorrido de tal modo que
mirado desde el origen el sentido es el de las agujas del reloj.

Solucién :

ﬁ(mayvz):(w+ya 2$_Za y+Z)

W =
Flo =

J
e}
oy

rOtﬁ(mayaz) = Dz = (27():1)

r+y 20—z y+=z

Sea S la parte del plano 3z + 2y + z = 6 acotada por C, orientada con la normal n dirigida
hacia arriba. S puede ser parametrizada como :
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S Az,y) = (z, y, 6 —3x—2y), donde
3
(z,y) € R={(z,y) €R* : 0<2 <2, 0<y<3-a}.
or 0Oy

El Teorema de Stokes nos dice que:

or  OF
/F dm—// (rotF)-n dS = // (rotF (#(z,y))) - (6 6y> d(x,y)
3—390
//201 (3,2,1) d(z,y) //7da¢y // 7 dydx = 21.

= (3,2,1) que nos d& la orientacién requerida.

24. a) Encontrar el desarrollo en serie de Fourier de coseno de la funcién

)0, O0<z<m/2
f(x)_{l, T/2<z<m

y trazar la gréafica de esta serie.

b) Usar la serie obtenida en a) para probar que :
w/4=1-1/3+1/5-1/T+--
Justificar la validez de esta igualdad.
Solucién :
a) Por definicién, el desarrollo en serie de Fourier de coseno de f es la serie :

o0
a_20 + Z ay, cos kx, donde

2 [T 9 [T
= — / f(a:) coskr de = — / cos kx dx
T Jo ™ w/2
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Por lo tanto, la serie pedida es :

1 2 cos3xr cosbr cosTx

——;~c0sw— 3 + 5 7

[\)

La gréfica de esta serie es :

2 3

|
o —
3
|
DN
)
|
N
|
v
ME]
5N —

b) En z =0 vemos que la serie anterior converge a 0, es decir :

2 1 1 1
) T

1
0_5 T 35 7

de donde :

CONPRE DS NS
4 375 7

La validez de la igualdad anterior estd garantizada con el hecho que f y f' son ambas
continuas por tramos en [0,7].

25. Aplicando el método de separacién de variables, resolver el problema, :

Up = Ugp, 0< T <2, >0 -errerii (1)
uw((),t) = U(Q,t) =0, t>0 covreii (2)
u(z,0) = 8cos((3r/4)x) — 6cos((In/4)z), 0<z<2 ---(3)

Detallar cada paso del procedimiento

Solucién :

Suponemos que u(z,t) = X (z) - T(t). Reemplazando en (1) se obtiene :
X(z)-T'(t) = X"(x) - T(t), de donde dividiendo por X (z)-T'(t) se concluye que :

() X"(z)
T ~ X siempre que X (z)-T(t) #0.
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Por lo tanto :

= = k, siendo k wuna constante.

De donde : X"(z) — kX (z)=0 y T'(t) — kT(t) = 0.

De (2) tenemos que : wu.(0,) = X'(0)-T(t) =0 V¢ >0, de donde X'(0) = 0.
También : w(2,t) = X(2)-T(t)=0 Vi¢>0, de donde X(2)=0.

A continuacién debemos resolver:

). X" (z) — kX (z) =
X'(0)=X(2)=0

k > 0 = la tunica solucién de (4) es X(a:) =0.

k =0 = la solucién general de X”( ) — kX (z) =

k < 0 = la solucién general de X7 (z) — kX (z) =

0es X(z) = Ao+ Ajz. Pero:

X (z) = Acos(vV—kz) + B sen(v/—kz)
X'(z) = —AV—k sen(v/—kzx) + BV —k cos(v/—kzx)

X'(0)=0=>B=0
X(2) = 0= Acos(2V—k) =0 = cos(2V/=k) =0 = V—k=221" ;N

Asi, se han obtenido las siguientes soluciones no-triviales (no-nulas) de (4) :

2n — 1
Xn(z) = Ay, cos <%x>, n=12---

(2n—1)%x

Ahora, consideramos la ecuacién diferencial T"(t) —kT'(t) = 0 para los valores k = —

(n € N), que acaban de obtenerse. Es decir se consideran :

(2n — 1)%7?

T'(t) = A\, T(t) =0, donde X, =— o

cuya solucién general es :

Por lo tanto, las funciones :
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up(2,1) = X, (2) - T (t) = A, Creteos (@x) , estoes,

2n —1
up(2,t) = apeicos (%x) , n=12---

son soluciones de (1) y (2), siendo «,, una constante arbitraria.

Al observar la condicién (3), postulamos como solucién a :

u(z, t) = uz(z,t) + us(z,t).

(3) = u(z,0) = az cos (%{x) + a5 cos (%x) = 8cos (?%a?) — 6cos (%x) ,

vV x € 0,2], de donde :
Qg = 8, a5 = —6.

Por lo tanto, la solucién buscada es :

2 3 2 9
u(e,t) = 8¢~ % tcos <£x> et o (fw)

26. a) Encontrar el desarrollo en serie de Fourier de seno de la funcién f(z) = cos(z), 0 < z < m,
y trazar la gréafica de esta serie.

b) Usar la serie obtenida en a) para probar que :

Ver 1 3 5 7

6 2-1 e-171¢-1 @11

Justificar la validez de esta igualdad.

Solucién :
a) Por definicién, el desarrollo en serie de Fourier de seno de f es la serie :

o0
2 ™
E b sen kz, donde by = —/ f(z)sen kx dz
T Jo
k=1

2 [T 2 (M1
=— / cos z sen kxdr = — / —[sen(x + kz) — sen(x — kz)]|dx
0 T Jo 2

™

3=

{ /0 " sen(1 + k)ada + /0 " sen(k — l)ardx]
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1 [—cos(l+k)z cos(k — 1)z 2k [1+ (=1)k
— T __ ™ = — | — k'>2
= i vy el iy 1 Il e I L e
2 K
b1:—/ coszsenzdr = 0
T Jo

Por lo tanto, la serie pedida es :

8 n
; Z m Sen(2n1‘)
n=1

La grafica de esta serie es:

AR

-3 \—\27‘( -7 0

AR

2
b) En z = § vemos que la serie anterior converge a cos% = % (notar que fy f' €
PC[0,7]), es decir que :
V2 8 n T
- = ;nz::l 1 sen (ng) , de donde :
V2w 1 3 5 7

16

=21 e_1 10e-1 1e2_1"
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27.  Calcular el 4drea de la parte del cilindro z2+y? = az que queda dentro de la esfera 2% +y2+22 =
a?, siendo a una constante real positiva.

Solucién :

,,,,,,,,,,,,,,

2 2
2’ +y’ =ar = (m—g) +y° = 2

4
Parametrizamos la parte del cilindro que queda dentro de la esfera como

S Alu,v) = (gcosu+g, gsenu, v), con
(u,v) €T = {(u,v) €ER® : 0<u<2n, —asen(g)gvgasen(g)}

z2:a2—(w2+y2):a2—am:a2—a(gc0su+%)

% X % = (g cosu,%senu,O)
Se tiene que : H@ X ﬁ‘ g
Ou  Ov 2
Por lo tanto : Area (S) = // or X or d(u,v) = // a4 d(u,v)
7l 0u v T2

27 asen(%)
:/ / a dvdu 4a>
0 2

u
—a sen(E)
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Capitulo 7

Ejercicios Propuestos

—_

Calcular la [, (2zy® + 1)dz + 22°ydy, donde :

a) C es el segmento de recta desde (2,4) hasta (3,9).
b) C esel arco de la pardbola y = z? desde (2,4) hasta (3,9).

Calcular la fc ydz + zdy + xdz, donde C estd compuesto de :

a) Los segmentos de recta desde (0,0,0) hasta (0, —5,0), y desde (0, —5,0) hasta (0,1, 1).
b) Los segmentos de recta desde (0,0,0) hasta (1,0,0), y desde (1,0,0) hasta (0,1,1).

Calcular la [, y*dz + zdy, donde :

a) C es el segmento de recta desde (—5,—3) hasta (0, 2).
b) C es el arco de la pardbola z = 4 — y? desde (—5,—3) hasta (0, 2).

Calcular la fc ydzr + xydy, donde C es la circunferencia z? 4+ y?> = 4 recorrida en sentido
antihorario.

Calcular las siguientes integrales de linea :

a) fc (z + y)dx + xydy + 22dz, donde C es el segmento de recta desde (0,0, 0) hasta (1,2, 1).

b) [, (z* —y*)dz + (2* + y*)dy, donde C es la circunferencia de centro (0,0) y radio 1, re-
corrida en sentido antihorario.

¢) Jo(@* +y)dz + (2* + y®)dy, desde (2,0) hasta (—2,0), a lo largo de la semielipse 92 +
4y? =36, y > 0.

d) [, (4z +y + 3z)dz + (z + 3y + 22)dy + (3z + 2y + 52)dz, a lo largo de los segmentos de
recta desde (1,4,2) a (4,2,3), y desde (4,2,3) a (1,1,2).

e) [, (@* +y*)dz + (y* — x*)dy, a lo largo del segmento de recta desde (0,0) a (v/3,1), y
entonces a (0,2) con x = /4 — y>.

) Jo (@® +y?)dz + (y* — 2?)dy, alo largo de la frontera del cuadrado [0, 1] x [0, 1], en sentido
antihorario.

159
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10.

11.

12.

CAPITULO 7. EJERCICIOS PROPUESTOS

Calcular la integral de linea del campo vectorial F(z,y) = (22 —y,y2 + z) desde (0,1) a (1,2)

a lo largo de :

a) El segmento de recta que une esos puntos.

b) El camino formado por los segmentos de recta de (0,1) a (1,1) y de (1,1) a (1,2).

¢) La pardbolay = 2% + 1.

Si 13"(3:, y,2) = (322 —6yz, 2y + 32z, 1 — 42y2z?), calcular la fc F-dz desde (0,0,0) hasta (1,1,1)

a lo largo de los siguientes caminos C:

a) alt) = (t,t3,t3), 0<t<1.

b) El camino formado por los segmentos de recta de (0,0,0) a (0,0,1), de (0,0,1) a (0,1,1),
y de (0,1,1) a (1,1,1).

¢) El segmento de recta que une esos puntos.

Calcular el trabajo realizado por el campo de fuerzas ﬁ(w,y,z) =(y—zz—xzx—y) alo
largo de la curva de interseccién de la esfera z2 + y? + 22 = 4 y el plano z = ytan(a), en
donde 0 < a < 7. El camino es recorrido de modo que, observando el plano zy desde el eje z
positivo, el sentido aparezca contrario al de las agujas del reloj.

Calcular el trabajo realizado por el campo de fuerzas 13"(3:, y,2) = (y?,2%,2%) alo largo de la
curva de interseccién de la esfera 2 + y> + 22 = a® y el cilindro 2> + y> = ax, siendo 2 > 0 y
“a’ una constante positiva. El camino es recorrido de modo que, observado el plano zy desde
el eje z positivo el sentido sea el de las agujas del reloj.

Evaluar [, (z* —y?)dz + (2* + y*)dy, si C es el cuadrado con vértices (0,0),(1,0),(1,1) y
(0,1).

En cada caso, calcular la integral de linea del campo vectorial Falo largo del camino que se
indica.

,¥) = (2a—y, ), alo largo del camino descrito por 7(t) = (a(t—sent),a(l—cost)),t €
7], siendo “a” una constante.

s
— 8 R

y,2) = (y? — 22,2yz,—2?), a lo largo del camino descrito por 7(t) = (t,t%,t3),t €

,2) = (z,y,2z — y), desde (0,0,0) a (1,2,4) a lo largo de un segmento rectilineo.

) = (2% +y,7 —y?), alo largo de y = 2%/% desde (0,0) a (1,1).

8 B
e w

N
~—

= (yz,zz,zy), a lo largo del camino formado por los segmentos de recta de
(1,0,0), de (1,0,0) a (1,1,0), y de (1,1,0) a (1,1,1).

,2) = (2z — y,2z,y — z), desde (0,0,0) a (1,1,1) a lo largo de:
El segmento de recta que une esos puntos.

A lo largo de la curva 7(t) = (sen (gt) ,sen (gt) ,t) , 0<t<1.

En cada caso, calcular el valor de la integral de linea dada :

&
o TR TR T T s TR N 1]
=

~ e~~~

8 o8B
NS ow

[a—y
~—

2
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a) fc ydx + zydy, donde C es la circunferencia 22 + 3% = 4 orientada en sentido contrario al
de las agujas del reloj.
dx + dy _
b) ————, donde C es el contorno del cuadrado de vértices (1,0), (0,1),(—=1,0) y (0,—-1),
c

=] + |yl
recorrido en sentido contrario al de las agujas del reloj.

¢) Joydr + zdy + xdz, donde :

1) Cesla curva de interseccién de las dos superficies z+y = 2 y 22 +y2+2% = 2(z+y).
La curva es recorrida de tal modo que mirando desde el origen el sentido es el de las
agujas del reloj.

2) C es la interseccién de las dos superficies z = xy y 22 +y? = 1, recorrida en sentido,
que vista desde encima del plano zy, es el contrario al de las agujas del reloj.

13.  Un campo de fuerzas Fenel espacio de tres dimensiones viene dado por la férmula ﬁ(a:, y,z) =
(yz,zz,z(y + 1)). Calcular el trabajo realizado por F' al mover una particula recorriendo una
vez el contorno del tridngulo de vértices (0,0,0),(1,1,1),(—1,1,—1) en este orden.

14. En cada caso, pruebe que la integral de linea es independiente del camino, y luego calcule la
integral.

(1,0)
a) / 2e@ V) dg 4 ye@*+v7) gy
(0,1)

(2,3)
b) / (2zy® + 1)dx + 22%ydy.
(_172)

(2,0,1)
c) / 3x2y? zdx + 223y 2dy + 23y dz.
(1,-1,1)

(1,1,—1)
d) / (2z 4 2yz)dz + (2y + 2zz)dy+2zydz.
(1,-1,2)

Y ggde + 4yd
e) / vdw + 2ydy a lo largo de cualquier curva que no pase por (0,0).
(

-1y (&2 +y?)3/2’

d d d
15. Calcule : / Tar +yoy + 2 Z, donde C es el segmento de recta que va desde (0,0,0) hasta
¢ 1+2? +y> + 22
(1,1,1) sin parametrizar la curva C.
16. Calcular: [, (seny — ysenz + z)dx + (cosz + x cosy + y)dy, donde C es la porcién de la recta

y = 2z desde (0,0) hasta (g,ﬂ') , sin parametrizar la curva C.

17. En cada caso, use el Teorema de Green para calcular /ﬁ -dz, donde C estd orientada en
c
sentido contrario al de las agujas del reloj.

1) = (y® +y,3y%z); C es la circunferencia z? + 3> = 100.
) = (y%,2®); C es el contorno del cuadrado de vértices (—2, —2), (=2,2),(2,-2) y
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18.

19.

20.

21.

22.

23.
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c) ﬁ(a:, y) = (ysenz, —cosz); C estd compuesta de la semicircunferencia x? + y? = 9 para
y >0, ylarectay =0 para -3 <z <3.

d) F(z,y) = (zy, 12? + zy); C estd compuesta del intervalo [—1,1] en el eje z y la mitad
superior de la elipse z2 4+ 4y = 1.

En cada caso, use el Teorema de Green para calcular la integral de linea. Suponga que C
estd orientada en sentido antihorario.

a) [ (e"seny —axy?)dz + (e” cosy + x’y)dy; C es la elipse 927 + 4y = 36.
b) J. (3x2y2 — 3zy + ﬂ—4) dx + (xy3 + 13—3) dy; C es la frontera del tridngulo con vértices

(07 1)7 (170) y (_170)

Use un corolario del Teorema de Green para encontrar el drea de la regién acotada por las
curvas :

0) y=2°, z+y=2, w+3y=0, z>0.
b) z=1, z+y=3, 4x+y=9, z+y=0.

[N

¢) x=0, y=21 ylacurvaparametrizada por @(t) = (sen(nt),t(1 —t)), 0<t<

de — (z — 1)d
Evalie / w, donde C es la circunferencia x> + y?> = 4 recorrida en sentido
¢ (@—-12+y

antihorario.

dy . . . .
, donde C es recorrida en sentido antihorario y corres-

- —9
Evalue la integral / yde + (z = 2)
¢ (@=2+y?
ponde a :
a) El contorno del cuadrado de vértices (1,1),(—1,1),(—1,—-1),(1, —1).
b) La circunferencia 22 + y? = 9.

c) Laelipse (z —2)% +4y? = 1.
B z+1 18 (z — 1)

Evahie:/ 5 5 5 + 5
cl(z+1)+y> 4(xz—1)"49y? (z+1)"+y2 4(z—1)" +9y2

donde C es el tridngulo de vértices (0,2),(0,—3) y (—3,5) recorrido en sentido contrario al
de las agujas del reloj.

-y 18y

dy

Calcular :

3-y 3+y r—2 T +2
/J@-m PEEE <x+2>2+<y+3>2}d“ [<x—2)2+<y—3)2 CED o) R

donde C es la curva cerrada seccionalmente suave cuyas secciones estan definidas por :
y=2x, 1<2<2;, y=-2x+8,2<x<3;, y=2—/1—(x—2)2, 1<z<3.
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En cada caso, calcular la integral de linea con respecto a la longitud de arco.
a) [, (x+y)ds, siendo C el tridngulo de vértices (0,0),(1,0), y (0,1), recorrido en sentido
contrario al de las agujas del reloj.

b) J.y?ds, en donde C tiene la ecuacién vectorial: @(t) = (a(t — sent),a(1 — cost)),
0<t<2m

¢) J. (2% +y?)ds, donde C tiene la ecuacién vectorial : B(t) = (a(cost + tsent),a(sent —
tcost)), 0<t<2m.

Un alambre uniforme tiene la forma de la porcién de curva de interseccién de las dos superficies
22 +9y% = 22 e y?> = z, que une los puntos (0,0,0) y (1,1,/2). Hallar la coordenada Z del
centroide.

Un alambre tiene la forma de una circunferencia 22 + y?> = a?. Determinar su masa y su
momento de inercia respecto a un didmetro si la densidad en (z,y) es |z| + |y|.

J

donde C es la frontera del cuadrado de vértices (3,0),(0,3),(—3,0) y (0,—3), recorrida en
sentido antihorario.

Calcular:

x y+ 23 + zy?
22 + (1 —y)? z? +y?

dy

1—y yr? +y° —z
> 2 2 2
224+ (1-y) T +y

Calcular el 4rea de la parte de la esfera z2 + y? + 22 = 14z que estd dentro del paraboloide
2> +y®> =5z  (Resp.: 70m).
Calcular el 4rea de la porcién del cono z2 + 3% = az? situada por encima del plano z =0 y

en el interior del cilindro z? 4+ y? = by, siendo a y b constantes reales positivas.

2 1
(Re.sp. : i 1+ —)
4 a

Calcular el drea de la parte de la esfera 2% + y2 + (z — 4)2 = 16 que esta dentro del cono
22 =3(z> +y*) (Resp.: 16m)

En cada caso, hallar el area de la superficie descrita:

2
a) La porcion de la superficie z = =(2%/2 + 4/?) situada sobre el tridgngulo
{(z,y) :0<y<1,0<z <y}
Y

b) La porcién del plano d + b + f—1lenel primer octante (a > 0,b < 0,¢ > 0).
a c

c) La parte del paraboloide z = 9 — 2% — y? que queda por encima del plano z = 5.

d) La parte de la esfera 2% + y% + 22 = 4z interior al paraboloide z = 22 + y>.

Calcular el drea de las siguientes superficies:

a) 22=2>+9y% 0< R <z<R,.
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b) (u,v) = (ucosv,usenv,v), 0<u<1, 0<wv<2m.

¢) r+y—22=0, 0<z+y<4, 2<z-—y<6.

d) 2> +y>’+22=a? |z|<p (0<p<a).

e) ar+by+z=d, 2*+y*<p’

f) 22+ =2z, 0<z2</22+92

9) 24y +22=1, z>\/r2+y2

h) 22+4y?=9, 20<2<3z+7T.

i) La parte del cilindro 22 + 3% = a® que queda dentro del cilindro z% + 2% = a®.

4) La parte del cilindro z?> 4+ y? = az que queda dentro de la esfera z? + y> + 22 = a>.

k) El toro de ecuacién vectorial: #(u,v) = (a + beosu)senv i + (a + beosu)cosv j + bsenu k,

donde 0<b<ay 0<u<2r, 0<v<27.
I) La porcién de la superficie cénica z = y/z2 + y?2 limitada por la esfera 22 +y% +2% = 2z.

33. En cada caso, calcular // f(z,y,2)dS
s

a) f(x,y,z) =z; S esla parte del plano 2z + 3y + 2 = 6 en el primer octante.

b) f(x,y,2) = 2% S esla parte del cono z = \/22 + y2? entre los planos 2 =1y 2z = 3.

¢) f(x,y,2) = 222 +1; S es la parte del plano z = 3z — 2 que queda dentro del cilindro
224y’ =4.

d) f(z,y,2) = 2% S esla parte de la esfera 2> + y? + 22 =9 en el primer octante.

e) f(z,y,2) = /422 + 4y2 + 1; S es la parte del paraboloide z = 2> + > debajo del plano
y=z.

) f(xz,y,z) = zy; S es la parte del paraboloide z = 4 —z? — y? que se encuentra arriba del
plano zy.

g) f(z,y,2) =y; S es la parte de la hoja parabdlica z =4 —y?> paralacual 0<z <3y
0<y<2

h)  f(xz,y,z) = 2%z; S es la parte del cilindro 22 + 22 =1 entre los planos y = —ley =2
y encima del plano xy.

i) flx,y,2) = z(z” +y%); S es el hemisferio /a2 + y2 + 22 = 2.
7)) f(z,y,2) = 22 +y?; S estd compuesto de la parte del paraboloide z = 1 —2?—y? encima
del plano zy, y la parte del plano zy que se encuentra dentro de = + y? = 1.

k) f(z,y,z) =x+1;S es el tetraedro con vértices (0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1).

) f(z,y,z) =z+y+2; S eslaporcién del plano = +y =1 en el primer octante para la
cual 0 <z < 1.

m) f(z,y,2z) = z+y; S esel cubo con vértices (0,0,0),(1,0,0),(1,1,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,0,1),
(1,1,1) y (0,1, 1).

n) flz,y,2)=2>+y% S={(z,y,2) : 2 +y>+2>=4, 2 >0}.
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n)  f(r,y,z) =y% S eselcilindro 22 +y? =1,0< 2 < 1, y su techo y fondo.

0) f(z,y,2) = a* —y* +y%2% — 2222 + 1; S es la porcién de la superficie z = /22 + y2
recortada por el cilindro z2 + y? = 2z.

34. Calcular: // F-n dS, donde:
s

a) ﬁ(w, y,z) = (y,—x,1); S eslasuperficie que acota a la regién definida por: —y/1 — 22 — y2 <
z2<1—2>—y> y n eslanormal hacia afuera.

b) F(z,y,2) = (x,y,—2); S ={(2,y,2) : 22+y2 =22, 1<2z<3}yn tiene componente
z negativa.
c) ﬁ(af,y,z) = (z,y,2); S es la porcién de plano limitada por un tridngulo de vértices

(1,0,0),(0,1,0) y (0,0,1) y 7 tiene componente z no negativa.

d) F(z,y,2) = (y,—z,8); S es la parte del paraboloide z = 9 — 2% — y2 encima del plano
xy y n es dirigida hacia arriba.

e) F(z,y,2) = (—y,z,2%); S eslaesfera 22 +y2 +22 =4 y f es dirigida hacia afuera de
la esfera.

1) Fla,y,z) = @y?2%); S ={(z,y,2) : e+y-2:=0, 0<az+y<d4, 2<z-y<6}
n tiene componente x positiva.

35. Sean 13"(3:, y,2) = (22 +ye, y> + ze®, 22 + xe¥), y S la frontera de la regién sélida que esté en
el interior del cilindro 2% +y? =1 y entre los planos z = 0 y z = £+ 2. Utilizando el Teorema
de la divergencia, calcular: [ g F-n dS, donde 7 es la orientacién de S dirigida hacia afuera.

36. En cada caso, use el Teorema de la Divergencia para calcular: // F-n dS, donde n es la
s

normal de S dirigida hacia afuera.

—

a) F(zx,y,2) = (3z,4y,52); S es la esfera 22 +y% + 22 = 4.
b) F(z,y,z) = (23,4, 2%); S es la frontera de la regién sélida D acotada por el plano zy
y el hemisferio z = /4 — 22 — g2

c) ﬁ(w, y,2) = (z,y,2); S esla frontera de la regién sélida en el primer octante que estd en
el interior del cilindro 2> + 4> =1 y entre los planos z =0 y z = 1.

—

d) F(z,y,z) = (x—cosx,y—ysenz,2z); S esel tetraedro con vértices (0,0,0),(1,0,0),(0,1,0)y
(0,0,1).

e) F(z,y,2) = (y(@> +y2)3/2, —z.(a® + y2)3/2,2 4+ 1); S es la frontera de la regién sélida
acotada arriba por el plano z = 2z y abajo por el paraboloide z = 22 + y2.

) ﬁ(af,y,z) = (z,y,2?%); S es la frontera de la regién sélida D = [0,1] x [0,1] x [0, 1].

37. Use el Teorema de la Divergencia para calcular: // F -7 dS donde S es la superficie que
s

acota a D y n es la orientacién hacia afuera de S.

0) F(a,y,2) = (32%,29,2); D={(@,9,2) : s+y+2<1,2>0,y>0,2>0}.
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b)
)
)

(z,y,2) = (22,3y,2); D ={(z,y,2) : 0<2<9—2* -y}
(z,y,2) = (2%,9%,2%); D={(z,y,2) : 2 +y* <9,0<z<x+1}
(z,y,2) = (2yz,2z2,2zy); D = {(z,y,2) : /2? +y?> <z <2}

38. Use el Teorema de la Divergencia para calcular // F - dS, donde ﬁ(m, y,2) = (2z,2y,x2) y
s

oS TR )

S es la esfera 2% + y? + 22 = 1, orientada con la normal hacia afuera.

39. Verifique el Teorema de Stokes para F y S dados:

a) ﬁ(m,y,z):(2z,3x,4y); S={(z,y,2) : 0<2z=9—2>—1y%}

b) F(z,y,2) = (42> +y, 2y, —322); S ={(z,y,2) : 3x+y+32=4,2>0,y >0,z >0}
c) ﬁ(m,y,z):(2x,32,—2y); S={(z,y,2) : Vx2+y>+22=3,y >0}.

d) F(z,y,z) = (42%,242,0); S = {(z,,2) : 2 =2 +y> <4}

e) F(z,y,2) = (2y,32,2); S={(z,y,2) : 2> +y2=4,1<z<z+4}

f) Fay2)=@W+zz+22%; S={(z,y,2) : 2=/22+y2 <1}

40. En cada caso, transformar la integral de superficie / / (rotﬁ) -n dS en una integral de linea
s
utilizando el teorema de Stokes, y calcular entonces la integral de linea.
a) F(z,y,2z) = (y2,zy,x2) donde S es el hemisferio 22 + 3> +22 = 1,2 >0 y 7 es la
normal unitaria con componente 2z no negativa.

b) ﬁ(w,y,z) = (y,2,7), donde S es la parte de paraboloide z =1—2? —y? con 2z >0, y

n es la normal unitaria con componente z no negativa.
_,

¢) F(z,y,2) = (y—z,yz,—xz) donde S consta de las cinco caras del cubo 0 <z <2, 0<
y <2, 0<z<2, nosituadas en el plano zy; n es la normal unitaria exterior.

d) ﬁ(w,y,z) = (zz, -y, 7%y), donde S consta de las tres caras no situadas en el plano zz
del tetraedro limitado por los tres planos coordenados y el plano 3z 4+ y + 3z = 6. La
normal 7 es la normal unitaria exterior del tetraedro.

41. En cada caso, usar el Teorema de Stokes para demostrar que las integrales de linea tienen
los valores que se dan. En cada caso, explicar el sentido en el que se recorre C para llegar al
resultado.

a) / ydz+zdy+zdz = 7a®V/3, siendo C la curva de interseccién de la esfera z2 +y2 + 22 = a2
ycel plano z +y + 2z = 0.

b) /(y + 2)dz + (z + z)dy + (x + y)dz = 0, siendo C la curva de interseccién del cilindro
a:g+y2 =2y y el plano y = z.

c) /C(y —z)dz + (z — z)dy + (z — y)dz = 2ma(a + b), donde C es la interseccién del cilindro

$2+y2=a2yelplano£+%:1,a>0,b>0.
a
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Use el Teorema de Stokes para calcular // (rotF)-i dS, donde ﬁ(a:, y,2) = (zz,y>+2z,7); S
s

es la parte del paraboloide z = 9 — 22 — y? encima del plano zy; 7 es dirigida hacia arriba.

Sea C la curva de interseccién de la esfera 22 4+ y?> + 22 = 1 con el cono z = /22 + 92,
recorrida de tal modo que mirada desde arriba, el sentido es el contrario al de las agujas del

reloj. Utilizando el Teorema de Stokes, calcule : /(a:2 + 2)dz + (v + 2)dy + (2* + y)d=.
c

Utilizando el Teorema de Stokes, calcule: // (rotF)-n dS, donde F(z,y, 2) = (z2%, 2%, cos(zz)),
s

S es la parte del elipsoide z2 +3%+32% = 1, que queda por debajo del plano zy, y 7 est4 dirigida
hacia afuera del elipsoide.

Sea C el borde del tridngulo con vértices (1,0,0), (0,1,0) y (0,0, 1), recorrido de tal modo que
mirado desde arriba el sentido es el ahtihorario. Utilizando el Teorema de Stokes, calcule:

/ Bydx + 2zdy + (—x)dz
c

Utilizando el Teorema de Stokes, calcular /(a: +y)dx + (2z — z)dy + (y + z)dz, donde C es el

c
borde del tridngulo con vértices (2,0, 0),(0,3,0) y (0,0,6), recorrido de tal modo que mirado
desde el origen el sentido es el de las agujas del reloj. (Resp.: 21).

Sea C la curva de interseccién del cilindro z2 + y?> = 1, con el plano = + y + z = 1 recorrida
de tal modo que mirada desde arriba el sentido es el antihorario. Utilizando el Teorema de
Stokes, calcule:

/(—y3)dw +23dy + (—2%)dz (Resp. : 3;)
c

Sea C la curva de interseccién del plano z = z + 4 con el cilindro z2 + 3> = 4, recorrida de tal
modo que mirada desde arriba el sentido es el antihorario. Utilizando el Teorema de Stokes,
calcule:

/ 2zdx + 4xdy + Sydz
c

(Resp.: —4)

Un recipiente esférico homogéneo (= densidad constante) de radio a esté cortado por una hoja
de un cono circular recto cuyo vértice estd en el centro de la esfera. Si el dngulo en el vértice
del cono es «, siendo 0 < a < 7, determinar (en funcién de a y «) el centro de gravedad de
la porcion del recipiente esférico que es interior al cono.

Una hoja de papel rectangular homogénea de densidad 1, de base 2ma, y altura h se en-
rolla formando una superficie cilindrica S de radio a. Calcular el momento de inercia de S
alrededor de un eje que contiene un didmetro de la base circular.

En relacién con el ejercicio anterior, calcular el momento de inercia de S alrededor de un eje
situado en el plano de la base y que es tangente al borde circular de la base.
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Un flujo de fluido tiene como vector densidad de flujo a ﬁ(a:, y,2) = (z,—2x—y, z). Designemos
con S al hemisferio norte : 22 +y? 4+ 22 = 1,2 > 0, y designemos con 7 a la normal unitaria
orientada hacia el exterior de la esfera. Calcular la masa de fluido que atraviesa S en la unidad
de tiempo en la direccién de 7.

Resolver el ejercicio anterior si S contiene también la base plana del hemisferio. En la base
inferior la normal unitaria es —k.

En cada caso, encontrar el desarrollo en serie de Fourier de la funcién dada. Trazar la grafica
de la serie obtenida, poniendo particular atencion a sus valores en cualesquiera de los puntos
de discontinuidad.

a) f(x)=2? —-rw<z<m

d)
1, —7<z<0
fla)y=1q7/
bR O<zx<m
e) f(z)=e€", —nm<z<nm
f) f(z)=|senz|, —m<z<mw
9)
—|a¢—%|, —ngg—é
fl@)=140, —3<z<3
w—%, %Swgﬂ
h)
5, —T<z<—3
fl@)=qlal, —3<a<3
5, s<z<mw



35.

56.

57.

38.

59.

Trazar la gréafica del desarrollo en serie de Fourier de la funcién:

-1, —m<zr<-3%
flx)=41, -I<z<?%
-1, I<z<n7

sobre los intervalos [27, 37] y [—2, 0]

;,Cudl es el valor de la serie de Fourier para f cuando x = km, siendo k& un entero?

;Cuando = = (2k + l)g, siendo k un entero?

Trazar la grafica del desarrollo en serie de Fourier de la funcién :

T+, —7T<JL°<—2?7r
2T 2T

T+ 5, —?<ZIZ<O

r, 0<w<3

_T =
rT—35, 3<Tr<T

flz) =

.,Cudl es el valor de la serie de Fourier para esta funcién, cuando = = km, siendo k un

entero? ;Cuando z = (4k + 1) (g), siendo k£ un entero?

Encontrar el desarrollo en serie de Fourier de la funcién:

f(x):{o; —rm<x<0

¢, 0<zx<m

y trazar la grafica de la serie obtenida.

Usar esta seri demost LIS S S
sar esta serie para demostrar que — = - - — e
b due =g 2 T3 T

Encontrar el desarrollo en serie de Fourier de la funcién :

fz) =

0, —m<x<0
r, 0<z<nm

y trazar la grafica de la serie obtenida.

Usar esta seri demost L S
sar esta serie para demostrar que : — = - - - s
b due g 2T TR

Encontrar el desarrollo en serie de Fourier de la funcién f(z) = cos ax, —7 < & < 7, para

cualquier niimero real a.

T |~

. 11 > 2« .
Usar esta serie para demostrar que : cotar = — [— — E ——— | slempre que @« no
k2 — o2
k=1

sea un entero. Justificar la validez de los célculos.
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o0 o0
A
60. Sean % + E (ay coskx + b senkz) 'y 70 + E (Ag cos kx + By sen kx) respectivamente, el

k=1 k=1
desarrollo en serie de Fourier de las funciones f y g en PC[—m, x]. Demostrar que la serie:

oo

A
Qaagp + ﬂ 0 4 Z [(aar + BA}) coskx + (aby + BBy,) sen kz]
k=1

es el desarrollo en serie de Fourier de la funcién af + g para cualquier par de numeros reales
ay B.
61. Encontrar los desarrollos en series de Fourier de las funciones:

0, —7<z<0 T
= ==, —-r<z<
f(@) {1, Tty g =2, cr<a<n

Luego, usando estas series y el ejercicio anterior, encontrar el desarrollo en serie de Fourier de
las siguientes funciones:

)

, —nm<x<0

~
~—~~
o)

I
| DN =

1
bR O<zx<m

r+m, —-1m1<x<0
f(w)_{x, O<z<m

f(a:):{_x’ —rT<z<0

—r+2r, O<z<m

62. a) Encontrar las extensiones par e impar de cada una de las siguientes funciones en PC[0, 7],
y trazar sus graficas en el intervalo [—m, 7.
1) f(z)
2) f(=)
3) flz)
) flx)=e"
b) Trazar las gréficas de las series de Fourier de coseno y de seno para cada una de las
funciones en a).

1
z?
T —

63. Encontrar el desarrollo en serie de Fourier de seno de la funcién f(z) =cosz, 0 <z <m7,y
usar este resultado para deducir que :

V2r 1 3 5 7

6 22-1 -1 1021 14-1"




64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.
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Encontrar el desarrollo en serie de Fourier de coseno de la funcién f(z) =senz, 0<z <,

y trazar la grafica de esta serie.

Encontrar los desarrollos en serie de Fourier de seno de las funciones :
a) flr)=m—z, 0<z<mw

b) flr)=2a2>-7z, O<z<m

a) Encontrar el desarrollo en serie de Fourier de coseno de la funcién

)0, O0<z<3F
f(w)_{l, I<p<m Y

trazar la grafica de esta serie.

1 1 1
b) Usar la serie obtenida en a) para probar que % =1- 3 + FTw + -

Sea f continua por tramos en | — 0o, oo, y periddica de periodo 2p. Muestre que :

a+2p b+2p
[ @i = [ jwys
a b

para todo par de niimeros reales a y b.

Encontrar el desarrollo en serie de Fourier de la funcién en PC[—2, 2] definida por:

0, —2<z<-1
flz)=qlz], -l<z<l
0, 1<x<2

Ademds, trazar la grafica de la serie.

Encuentre el desarrollo en serie de Fourier de la funcién en PC[1, 3] definida por :

2—z, 1l<x<2
f(m)_{a:—Q, 2<xr <3

. . .7 ﬂ-
Encontrar el desarrollo en serie de Fourier de senz como una funcién en PC' [0, 5

la grafica de la serie.
T 3w

Encontrar el desarrollo en serie de Fourier de cosx como una funcién en PC' [ 5

2
la grafica de la serie.

Encontrar el desarrollo en serie de Fourier de la funcién :

1, 8<z<9
f(x)_{m—x, 9<z<10

] , y trazar

—] , y trazar
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73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

81.

82.

CAPITULO 7. EJERCICIOS PROPUESTOS

Encontrar el desarrollo en serie de Fourier de la funcién :

flz) =

1, 2<z<3
4—z, 3I<zx<4
r—4, 4<z<5b
1, 5<z<6

Encontrar una serie de Fourier que contenga solamente término seno y que converja por puntos

ala funciéon z — 1 para 1 <z < 2.

Sea f una funcién en PC[—m, 7] con

la serie de Fourier a_20 + Z(ak cos kx + by sen kz). De-
k=1

’ + > ay sen kx — by (cos kz — cosk
mostrar que : f(t)dt = ao(a:2 ) + Z 4k SR T k(k z ) para —7 < x < T
- k=1
o0
sen k
Partiendo de la serie : g = Z(—l)k“%, —7m < x < 7, usar el teorema de integracién
k=1
para demostrar que :
A S (—1)* coskz
———= - ue
1T & oo YA
@ v _ i(_l)ksenkx
212 & i

para —7 < x < 7. Ver ejercicios 57b) y 58b).

Encuentre los valores propios y las funciones propias de los siguientes problemas de Sturm-
Liouville:

a) y"+Ay=0; y(0)=0, y(L)=0

b) y"+Ay=0; y(0)=0, y'(L)=0
¢) y"+Ay=0; y'(0)=0, y(L)=0
d) y"+xy=0; y'(0)=0, y'(L)=0

Encontrar un problema de Sturm-Liouville cuyas funciones propias son: 1, cos x, cos 2x, cos 3z, - - -
N . . nmw
Encontrar un problema de Sturm-Liouville cuyas funciones propias son: sen (Ta:) ,n €N

Encontrar una serie de Fourier que contenga solamente términos seno y que converja puntual-
mente a la funcién f(z) =z para 0 < z < 2.

Encontrar una serie de Fourier que contenga solamente términos coseno y que converja pun-
tualmente a la funcién f(z) =z para 0 < x < 2.

Demostrar que para 0 < 2 <7 se cumple :



a) v-(mr—x)=

77_2 _ (cos2x N cos 4z N cos 6z
6 12 22 32
8
b) CU'(?T—ZIZ):—'<
™

senr sendx  sendr
13 + 33 + 53

83. Usar el problema anterior para demostrar que:
1 2
v 2T
o0
(_1)n—1 71_2
I

0 (_l)nfl B 7T3
2 7;(2”_1)3 32

84. Desarrollar

z, 0<z<4
f(x){s;—x, 4<z<8

en una serie de:

a) senos.

b) cosenos.

+ )
N )
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85. Representar las siguientes funciones por medio de una serie de Fourier senoidal, y trazar las

graficas de las series encontradas.
a) flx)=2z, O0<z<m
b) f(z)=2°, 0<z<m

)

86. Clasificar cada una de las siguientes ecuaciones diferenciales parciales como eliptica, hiperbdlica

o parabdlica.

9%u 9%u d%u ou ou

O u AL O L P
a) 6$2+66x6y+ 8y2+56$ 8y+ u T — 3y
0%*u  Ou
b) 8w2_8_y_0
0%u 0%u 0%u
C) l‘w+2 8m8y+y8_y2_0
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%u  O%u
| o
¢ otz Oz2

87. Encontrar la deflexién u(z,t) de la cuerda vibrante (longitud L = 7, extremos fijos, y ¢ =
T/p = 1), correspondiente a velocidad inicial cero y deflexién inicial dada por :

a) senx

=

ksen 3z

()

U

)
) k(senz — sen2z) + sen Tz
)

k(rz — 2?)

) k(x?z —23)
g) k(sendz + sen7z) + sen 10z
(k es una constante).

88. Encontrar la deflexién u(z,t) de la cuerda vibrante (longitud L = , extremos fijos, ¢* = 1) si
la deflexién inicial f(z) y la velocidad inicial g(z) son :

a) f=0, g(x)=sen2z
b)

f=0, g(x):{ 0,01(r — ) siZ
¢) f(x)=0,1senz, g(r)=sen2z

89. En cada caso, encontrar la solucién u(z,t) de la ecuacién unidimensional de onda sobre el
intervalo [0, L] sujeto a las condiciones en la frontera u(0,¢) = u(L,t) = 0 y a las condiciones
iniciales dadas.

a) u(z,0) =sen %x ,  u(z,0) =0
b) u(z,0)=0, w(z,0)=sen %Cﬂ
¢) u(z,0)=z(L—2), wu(x,0)=0
al nw a nw
d) u(z,0)= ZA” sen—z , wg(x,0) = ;Bn sen —2

n=1

90. Determinar la termperatura u(z,t) en una varilla de plata de seccién transversal constante y
material homogéneo (con L = 10, p = 10,6, K = 1,04, 0 = 0,056) que estd perfectamente
aislada en toda su superficie lateral, sus extremos se mantienen a la temperatura cero, y su
temperatura inicial es f(z), donde:
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a) f(z) =sen(0,lmx)
b) f(x)=sen(0,27mx)

z, 0<z<)H
2 f(x)_{IO—a:, 5<z<10

d) f(@) = 2(10 - 2)

91. Considere la ecuacién unidimensional del calor con las condiciones u,(0,t) = u,(L,t) =
0, wu(z,0) = f(x). Demostrar que el método de separacién de variables proporciona la solu-
cién:

u(z,t) = Ao + i Ay, cos (%w) e=(45)° donde

n=1

to=1 [ s@n, 40=2 [ s@reos ((Ta)ar, nen
== x)dx n=— x)cos | —zx)dz, n
°~LJ ’ L Jo L

A continuacion, encontrar la solucién u(z,t) si L=m,c=1,y

a) flz)=1
() =0,

0 f(:n):{x’ 0<z <3

5cos2x

=
~

0, I<z<m

92. En cada caso, encontrar la solucién u(z,t) de la ecuacién unidimensional del calor, la cual
satisface las condiciones dadas.

a)
T, 0<x§é
L—zx, %<CU<L

w(0,t) =u(L,t) =0 ; wu(z,0)= {

b) u(0,t) =u(L,t)=0 ; wu(z,0)=ksen %, k una constante.
¢) u(0,t) =u(L,t)=0 ; wu(zx,0)=xz(L—2x)

d) uy(0,t) =uy(L,t) =0 ; u(x,0)=ksenTE,

k una constante.

93. Aplicando el método de separacién de variables, resolver cada uno de los siguientes problemas.

Ou  Ou a3y
a) 9 —4ay, u(0,y) = 8e

ou ou

ap—} — Re3Y 4 475V
b) o oy’ u(0,y) = 8e + 4de

c) % = 22—; +u, u(z,0) =3e 5 4 2 3
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ou  0%u 3 9
d) 5" a2 uz(0,8) =0, w(2,t)=0, wu(z,0)=8cos (Zw) — 6 cos (Zm>
ou - ou o —z Az
e) 5% = 92 2u, u(zr,0)=10e 6e

Ut = Uz , O0<zx <7, t>0
f) u((),t):u(w,t):(), t>0

u(z,0)=z(r —z), 0<z<w

up —ktz, =0, 0<zx<m t>0
g9) qu(0,t) =u(m,t)=0,¢t>0

u(z,0) =sen’z, 0< <7

up — ktz, =0, a<z<b t>0
h) u(a,t) = u(b,t) =0

u(z,0) = (z —a)(b—1x)

Upe +Uyy =0, O<z<m O0<y<m
i) qu(0,y) =u(m,y) =u(z,m) =0

u(z,0) = 2%(7 — x)

94. Encontrar la solucién mediante separacion de variables de la ecuacién de onda:
Upy = Ust, 0 <z <7, t>0; u(0,t) =u(n,t) =0, u(z,0)=f(z) ulz,0)=g(z),
donde :
@) flr)=sen’s, glx)=0
b) f(x)=0, g(x)==xsenz
c) f(x)=sen®z, g(xr)=xsenx
95. Encontrar la solucién mediante separacion de variables para la ecuacién de onda:
Upr = U, 0<zx<m, t>0, u,(0,t) =u,(m,t)=0, u(z,0)=f(z), ulz,0)=g(z)
donde :
@) f() = costr, glx)=0
D) f@)=0, g(z)=2(r—2)

96. Encontrar la solucién del problema u,, = u; (ecuacién del calor),0 <z < w, ¢t >0, u(0,t)=
u(m,t) =0, wu(z,0)= f(z), con
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97. Encontrar soluciones u(z,y) de las ecuaciones siguientes, separando variables.

98.

99.

100.

101.

102.

103.

a) Uy —uy =0

=

Uy + Uy =0

ISP

Uy + uy = 2(z + y)u

)
)
) Uz —yu, =0
)
) Ugy—u=0

e

2
2

a) Solucionar la ecuacién: 920y =y
b) Encontrar la solucién particular para la cual z(z,0) = 2, 2(1,y) = cosy
0%u ou
lver : ¢ 2— =2
Resolver 9701 + I x
0? 0
a) Resolver m@x—;y + B_Z =
b) Encontrar la solucién particular para la cual 2(z,0) = ° + = — 68/,
2(2,y) = 3y*

Resolver el problema:

Ut = 9 Upe, O<x <7, t>0

u(0,t) = u(m,t) =0, t >0

u(z,0) = 2sen(x) + 3sen(5z), 0 <z <7
ut(x,0) = sen(5x) + 4sen(6z), 0 <z <7

utilizando el método de separacion de variable. Detallar cada paso del procedimiento.

Resolver el problema:
Ut =4 - Uge, O< <7, t>0
g (0,8) = uyp(m,t) =0, t >0
u(z,0) =14 2cos(3z), 0<z<w
u(z,0) =0, 0<z<w

utilizando el método de separaciéon de variables. Detallar cada paso del procedimiento.

Utilizando el método de separacién de variables, resolver los siguientes problemas:
%:4-%, O<z<m t>0
u(0,t) = u(m,t) =0, ¢t>0
u(z,0) = f(x)
u(z,0) = g(x)

donde:
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a) f(z)=2sen3z —6sen7z, g(r)=0
b) f(z)=senz +4sen3z, g(x)=3sen2x — 4senbx
¢) f(z)=2senz + 3sen2zx, g(xr)=sen2x + 3senbx
d) flz)=r’z—2° g(z)=0

2 2

O _ 40 Gcr<s t>0

oz~ oz’
104. Resolver:{ ¥(0,1) =y(5,t) =0, t>0

y(£,0)=0 0<z <5

ye(x,0) =bsen(rz), 0<z<5H

Upr = duy, O0<ax <1, t>0
105. Resolver el problema: ug(0,t) = u,(1,6) =0, ¢t>0
u(z,0) =14 T7cos(2rz), 0<z<1
106. Aplicando el método de separacion de variables, resolver el problema:
uttzg-um, 0<.T<7T, t>0
Uz (0,1) = ug(m,t) =0, ¢t>0

u(z,0) =2+ cos(x) +3cos(bz), 0<z<mw
u(z,0)=0, 0<z<n

107. Escriba cada una de las siguientes funciones complejas f en la forma f = u + iv donde u y v
son funciones reales de (z,y). Ademds, determine donde f es continua.

a) f(z)=22+2z

2246
b =
) 1) 22 —3z+2
c) f(z)=e"
d) f(z)=tanz
e) f(z) =cosz+sen(2z)
108. Derive cada una de las siguientes funciones complejas:
a) w=2"+52+1
by w=[1+(22+1)%"
2z —1
e —9i
) w L # —2i
2+ 2z
_ stz %, —2i
d) w 23-1-42’2760’ i, —2i
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109. En cada caso, determinar si f es o no analitica en su dominio. Justifique adecuadamente su

respuesta.
a) f(z,y) =2 +y* + y(32%y + 32y*) (Resp.: No)
b) f(z,y) =3z + 5y +1i(3y — 5z) (Resp.: Si)
¢) flz,y) = 2% +iy® (Resp.: No)
d) f(z) =z+ z (Resp.: No)
(Recuerde que si z = z + iy entonces Z = & — iy)
e) flx)= 221_62 (Resp.: Si, siendo Dominio(f) = C — {6})

f) f(z) = z|z| (Resp.: No)
110. Evalue:

a) / 2% sen zdz sobre la elipse C : 2 4+ 2y? = 1, recorrida en sentido antihorario.
c
b) / ze*dz sobre el segmento de recta C que va desde 1 hasta 2i.
c
1 e’
- | ——=dz, donde C es la circunferencia |z| = 3, en sentido horario.
2mi cz—2

sen 3z
d) / ————dz, donde C es la circunferencia |z| = 5, en sentido antihorario.
c z + 7T/2

2z
€ . . . .
e) / (7dz, donde C es la circunferencia |z| = 3, en sentido horario.
c \Z

+ 1)*
111. Calcular las siguientes integrales, mediante los residuos :
o0
/ o (1 +a¢4
o0
b
) / s 1+ w4

(oo}

dx

0 ar2+4 a:2+9)

) /0°°

o] 2

dz
o (@2 4+1)2 w2+2x+2)

/
a

dt
0 —2cost+sent)

2m
dt, ara, > |b|.
9 /0 a-l-bsent para a > [b
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27
/ +b nE —————dt, para 0<b<a.
o (a cos

2 cos® 3t

1—2acost+a2dt para 0<a<1.

sen’t

dt, para 0<b<
a+ bcost bat a

/02
T



