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Pregunta 1. El cilindro 22 + y?> = x divide a la esfera unitaria S en dos regiones: S; y Sa, donde S;
estd dentro del cilindro y Sy afuera. Hallar la razén de las dreas A(S2)/A(S1)

Pregunta 2. Conservacion y unicidad en la ecuacion del calor
Sea €2 C R3 un abierto acotado de frontera regular y u(z,y, z,t) la temperatura en (x,y, z) en el instante
t > 0 la cual satisface:
%:Au en Q x (0,00)
(EC) § u(z,y,2,t) =0 sobre 92 x (0, c0)
u(z,y,2,0) = ug(x,y,z) sobre Q

donde la condicién inicial ug es una funcién de clase C'. Pruebe que la cantidad:

Ut) = %///Q u(x7y,z,t)2dV—|—/ot //Q ||Vu(z,y, 2, s)||2?dVds

es constante para ¢t > 0 y deduzca de esto la unicidad de soluciones para (EC')

Pregunta 3. De acuerdo a la teoria de Yukawa para las fuerzas nucleares, la fuerza de atraccién entre
o—ar
T

un protén y un neutrén tiene como potencial a U(r) = K en coordenadas esféricas, para ciertas con-

stantes K <0y a > 0:
a) Encuentre la fuerza F = —VU en R?\ {0}
b) Calcule directamente el flujo de F' a través del casquete esférico de radio a (a > 0) orientado segiin la
normal exterior.
c) Pruebe que AU = o2U en R?\ {0}
d) Demuestre que si  C R? es un abierto acotado que contiene al origen, cuya frontera 9Q es una
superficie regular a trozos y orientada segtin la normal exterior, entonces:

// ﬁ-d§:47rK—a2// Udv
o0 Q

. Contradice este resultado el teorema de la divergencia de Gauss? Explique.

Pregunta 4. Sean S una superficie suave y P un punto, tales que toda recta que pasa por P corta a S
en a lo mas un punto. Sea {2 la unién de todas las semi-rectas que parten de P y pasan por S, y sea ¢, la
interseccion de €2 con la superficie esférica de centro P y radio a. Demuestre que:

S:Area;iesa:// (x—PZ.ndS
a s ||z - PI]?

X

Figura 1: s se denomina angulo sélido de S con respecto a P
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Pregunta 5.

a) Sea f: U — R una funcién continua, con U C R? abierto. Pruebe que, si B,.(p) es la bola de centro
p y radio r con V. su respectivo volumen, y S, es el drea asociada a 0B,(p), se tiene Vp € U:

I *PL%V/// fdv*lli%*//ag

b) Sea F : R? — R® un campo vectorial de clase C1. Demuestre que:
1 o

rot(F)(p) -n = Th_I)I(lJ p— o F . dr

donde C).(p) es el circulo de radio r y centro p, que vive en el plano normal a 7.

Ademés pruebe que:
div(F)(p) = lim — //
r—0V, 9B, (

Pregunta 6. Tercera Ecuacion de Mazwell
La ley de Faraday nos dice que la razén de cambio del flujo magnético a través de un circuito es equivalente
(negativamente) a la fuerza electromotriz, es decir:

i//émlg:—%]idf’

Pruebe la tercera ecuacion de Maxwell:

—

. OB
VxE4== =
Bty =0

Pregunta 7. Sea I' la curva que se obtiene de intersectar la superficie z = x2 4 y? con la superficie de la
esfera unitaria. Considere I' recorrida en sentido antihorario.

a) Calcule la integral de trabajo de F' = (22 4 2)i + (42 4+ )] + (22 + y)k a lo largo de T
b) Sea ahora F = %é—i—zl%. Pruebe que rotF =0 para p > 0, pero que sin embargo ]{ F. dr # 0. Explique
r

esta aparente contradiccién con el Teorema de Stokes.

Pregunta 8. Considere el campo F = (ae®yz, ez + Byz, ey +yy? + 1)
Determine los valores de «, 3,y para que el campo F' sea conservativo, determine su potencial.

Pregunta 9. Considere una superficie S = C' UT con C correspondiente al manto de un cilindro con

tapa superior, de altura h y radio b al que se le realiza un sacado de altura d y dngulo o = % (es decir, se le

remueve un trozo del manto de las dimensiones especificadas), ademds T' corresponde a la regién plana que
define un tridngulo isosceles de lado d que se pega de forma perpendicular al manto, en el borde del sacado.
Determine el borde efectivo de esta regién considerando una orientacion positiva respecto a la normal.
Haga lo mismo, pero con las caras de un cubo de lado a. ;Qué opina de su resultado?

Pregunta 10.
a) Sea ¢ : R? x R — R3 una funcién de clase C!. Demuestre que:

b b
rot/ (p(F,t)dt:/ rot(p(r,t))dt

b) Considere el campo vectorial: F(7) = g(r)f expresado en coordenadas esféricas, donde r = ||7]| y
g : R — R es una funcién escalar. Verifique que divF' = 0 y pruebe que:

_ 4 d =
rot[F(tF) x t7] = 2tF (t7) + tQ%F(tF)

b) Finalmente, considere un campo F cualquiera tal que divF = 0 en una bola B de R3 centrada en
el origen. Entonces se puede probar (no lo haga) que lo visto en la parte anterior es vélido en B.
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Definamos G(7) = / [F(t7) x tF]dt. Usando las partes anteriores, pruebe que rotG = F en B
0



