Capitulo 5

Series de Laurent

Problema 5.1 Hallar las series de Laurent centradas en zg = 1 de la funcion
flz)=(z—1)/2%

Solucion:

La funcién f es holomorfa salvo en z = 0. Por tanto, si centramos las series
en zp = 1, tendremos dos series de Laurent, una en la bola B(1;1) y otra en la
corona C(1;1,00).

C(1;1,00)

Figura 5.1: Coronas de f(z) = (z — 1)/2?

La serie de Laurent en la bola B(1; 1) coincide con la serie de Taylor. Usamos
2

la serie de g(z) = 274,
1 = n n T T —2—r
5= 2D+ D= 1", pues g)(z) = (~1)"(r+ 1172,

n=0

que también podemos obtener como derivada de la serie de la funcién —z71!,

que es una serie geométrica,

1 1 n n
TR S CUE

fe) = I =D A e - )M = S () (e - 1)
n=0 m=1

= (z-1)=2(z-1%+3(z—1 —4(z = 1)* + O((= — 1)°) .
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Para la otra corona, podemos hacer el cambio w = 1/(z — 1) y desarrollar
en w =0,

z = w! = w — - —1)*(n u}”+1: S (_1)m__1m

= (z-1)'=2-1)2+3=-1)3-4(-1)"*+0(z-1)77),

teniendo en cuenta que la serie de McLaurin de 1/(w + 1)? ya la tenemos,
tomando u = w + 1,

1 1 s o
@:35=;=Z;4wm+mw—n”=254wm+nw.D

Problema 5.2 Hallar la serie de Laurent de la funcion f(z) = 1/2%sinhz en
una corona C(0;0,7). ;Cudl es el valor de r?

Solucién:
La funcién f es holomorfa salvo en los ceros del denominador, que son z =
inm, n € Z. El polo z = 0 es triple y el resto son simples. Por tanto, la primera

corona en la que es holomorfa es C(0;0, 7).
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-im
-i2m
Figura 5.2: Coronas de f(z) = 1/22sinh z

Como f(z) = g(2)/2z3, precisamos solamente la serie de McLaurin de g(z) =
z/sinh z, que es holomorfa en B(0; 7). Como es par,

3 5
g(z) =ap + asz? + agzt + O(zﬁ) , sinhz=2z+ % + %O + 0(27) ,
z=g(z)sinhz = apz + (ag + %) 25+ (a4 + a_62 + %00) 224+ 0(2")
22 Tt
=1- 4+ = 6
g5 =1- 4 21 000,
1 1 Tz 3
1@ =5~ 5 *360 O



Problema 5.3 Hallar las series de Laurent centradas en el origen de la funcion

f(2)=1/(z=1)(z-2).
Solucién:
La funcién es holomorfa salvo en sus polos simples, z = 1, z = 2. Por tanto,

tenemos tres coronas en las que la funcién es holomorfa, B(0;1), C(0;1,2),
C(0;2, 00).

Oe
B(0;1)

C(0;1,2) C(0;2,0)

Figura 5.3: Coronas de f(z) = f(z) =1/(z — 1)(z — 2)

Nos seran muy utiles las series geométricas,

_lz—nzzoz ,8ifz[ <1, Z—lzl—l/z:;z”“7SI|Z|>17

o0

1/2 2" 1 1/z 2"
—_ — R 1 2 _— = _— i 2
o1 SIS s = Y s> 2

ya que ahora solo tenemos que restar las series convergentes en cada region,

1 1

f(z):z—Q_z—l'

En B(0;

0;1)
> 1.3 . Ta 15, 31,
n_ - - il O
2_:< 2n+1)z 3 TPt Tt Tt O
En C(0;1,2),
oo 1 om
Z_n_ZQnJrl'
En C(0;2, 00),

n—1

- —1
= E — = 224373472744+ 0(7%) . O
z
n=1

Problema 5.4 Hallar las dos primeras series de Laurent de la funcidn f(z) =
cosec z.



Solucion:

La funcién f(z) = 1/sinz es holomorfa salvo en z = nw, n € Z. Luego f es
analitica en infinitas coronas de la forma C(0;nx, (n 4 1)7).

2%

C(0;2m,3m)

Figura 5.4: Coronas de f(z) = cosec z

En C(0;0,7), tenemos que la funcién ¢g(z) = z/sinz es holomorfa y par y
tiene serie de McLaurin, g(z) = > a,2™,

3 5
— jin » — 2 A 7
z = g(2)sinz = (ag + azz® + asz?) <z 5 + 120) +0(z")
_ _ G0\ 3 G2 4o \ 5 7
- a0z+(a2 6)z+(a4 6+120)Z+O(z)’
22 7t glz) 1 =z 723
9(z) +6+360+ (z°) f(2) 2 z+6+360+ (27)

En la corona C(0; 7, 27), la situacién es méds complicada. Tratamos de sepa-
rar la parte principal de la funcién de la parte holomorfa, buscando una funcién

h7
Moy = —— -2 2
smz z zZ—T Z+T
que sea holomorfa en z = 0, &7, para poder calcular su serie de McLaurin.
Como sinz = 24+ 0(2%), a = 1. Comosinz = 1—2+0((z—m)3), b = —1. Del
mismo modo, ¢ = —1. Por tanto, simplificando y usando las series ya conocidas,

1 1 1/7 1/7 z 728
h = [ =24+ =
() sinz =z 1—z/7r+ 1+ z/m (6+360)

1+z+22+23+24 n 1 z+22 z3+z4
™ 7w @3 gt xb T w2 w3 gt xb

12 T2\ s
= _—— — S — O R
<6 772>Z+<360 774)2 +0(7)
obtenemos una serie convergente en B(0; 27). As{ pues,
1 1 1/ /7 1 2z

(2)+z+1—z/7r 1+z2/7 (2)+z 22 — 72

N L | 1 2 T2\ , 5
= —QZW—;—F(g_ﬁ)Z"F(%—F)Z +O(2),

n=1

sin z



para lo cual hemos expresado, para |z| > 7, la serie geométrica,

z 1/z N 1 72 gt _7
el g D Db e = I RGN
n=0

Problema 5.5 Calcular las integrales de las siguientes funciones:
1. 1/(22—=1) alo largo de la circunferencia de radio 2 centrada en el origen.

2. 1/(22+2z—1) alo largo de la circunferencia de radio 1/2 centrada en el
origen.

3. 1/(z*+1) alo largo de la semicircunferencia superior de radio 2 centrada
en el origen.

4. (1+2)/(1 =cosz) alo largo de la circunferencia de radio 7 centrada en
el origen.

5. sinz/(1 —cosz) a lo largo de la circunferencia de radio 8 centrada en el
origen.

6. sin?z/(1 — cosz) a lo largo de la circunferencia de radio 5w centrada en
el origen.

Solucién:

1. La funcién f(z) = 1/(2%2 — 1) es holomorfa salvo en z = +1, que son polos
simples, ambos rodeados por la circunferencia, I', de radio 2 centrada en
el origen. Calculamos ambos residuos,

o zF¥l 1 1
Res (f,+1) = lim —— = lim -~ =5,

y aplicamos el teorema de los residuos para calcular la integral,

/ F(2)dz = i27Res (f,1) + i27Res (f,—1) = 0. O
T

Figura 5.5: Curva I' y polos de f(z) =1/(2? —1)

2. La funcién 1/(2? + z — 1) es holomorfa salvo en z = (—1 4 +/5)/2, que son
polos simples, ninguno de ellos rodeado por la circunferencia, I', de radio
1/2 centrada en el origen. Por tanto, la integral es nula. O
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o (-1-V5)2 J

Figura 5.6: Curva I' y polos de f(z) =1/(2? + 2z —1)

La funcién f(z) = 1/(2*+1) es holomorfa salvo en z = e'7/4, ¢#37/4 ¢i57/4,
e7m/4 que son polos simples, de los cuales sélo los dos primeros, zg, 21

b) b b) b b)
estan rodeados por la semicircunferencia superior de radio 2 centrada en

el origen.

i34 -

Figura 5.7: Curva I' y polos de f(z) =1/(z*+1)

Calculamos ambos residuos,
—im /4

4 3

L, Z—2 , 1 e~ 8m/4
Res (f,z0) = ZILH;O A1 211_{1210 15 4 Res (f,21) =

(&

y aplicamos el teorema de los residuos para calcular la integral,

™2
-

d

/F F(2)dz = i27 (Res (f, 20) + Res (f, 21)) =

La funcién f(z) = (1 + 2)/(1 — cosz) es holomorfa salvo en z = n2m,
n € Z, que son polos dobles, ya que 1 — cosz = 2z2/2 + O(z*). De ellos,
sélo 0, £27, estan rodeados por la circunferencia de radio 7 centrada en el
origen.

Calculamos los tres residuos,

142 142 2 2

1) = 1—cosz 22/2 4 O(z%) - §+ z TOW), Res (£,0) =2,
B 1+2 B 1427+ (2 — 2m)
) = 1—cos(z —2m) (2 —2m)2/2+O((z — 2m)4)
2+ 4m 2

- (z_27")2+z—277+0(1)’ Res (f,2m) =2,
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Figura 5.8: Curva I' y polos de f(2) = (1 4+ 2)/(1 — cos z)

e igualmente Res (f, —27) = 2. Aplicamos el teorema de los residuos para
calcular la integral,

/ f(z)dz =1i2m (Res (f,0) + Res (f,2m) + Res (f, —27)) =il2x . O
r

La funcién f(z) = sinz/(1 — cosz) es holomorfa salvo en z = n2mr, n €
Z. De ellos, s6lo 0, £27, estan rodeados por la circunferencia de radio 8
centrada en el origen. Como sinz = z + O(2%) y 1 —cos z = 22/2 + O(2*),
los polos son simples. Los tres residuos son iguales, ya que la funcién es
periddica,

sin z z 4+ 0(2%) 2

T 1-cosz 22/2 4+ O(24) = ;‘FO(Z), Res (f,0)=2.

f(z)
Aplicamos el teorema de los residuos para calcular la integral,

/ F(2)dz = i27 (Res (f,0) + Res (f,2r) + Res (f,—27)) = i12r . O
r

La funcién f(z) = sin® z/(1 — cos z) presenta singularidades evitables en
z =n2m, n € Z, ya que,

1—cos?z

f(z) =

=1+4cosz,
1—cosz

por lo que se puede extender a una funcion entera y su integral a lo largo
de cualquier curva cerrada es nula. O

Problema 5.6 Calcular las siguientes integrales:

1.

2.

f271' dt
0 2—sint”

™ dt

0 2cost+3°
27 dt
fO 1+a2—2acost’ 1 7& a>0.
fzﬂ et cos(nt —sint)dt, n > 1
0 L
o sin®™ tdt.



Solucion:

Trasladamos las integrales a la circunferencia, I', centrada en el origen de
radio unidad, mediante la transformacién z = €%, dz = ie''dt.

1.
/2” dt _/ 2d: o 2 L) 2Ver
o 2—sint Jridz—22+1 dz—22+17°) " "3

ya que el integrando tiene polos simples en z = (2 + v/3) y sélo zg =
i(2 — v/3) estd en el interior de la circunferencia,

2 (z —20)2 2 1
Res (——— 2] = lim ———0%  _ iy - - .0
o (i4z—22+1 ZO) il — 2211 et id— 22 iv3

1(2'+V3)

—

Figura 5.9: Circunferencia unidad y polos de f(z) = 2/(i4z — 22 + 1)

2. Como el coseno es simétrico respecto a 7, la integral es la mitad de la
integral en el intervalo [0, 27],

/’T dt z/ dz Res 1 . VBT
_— = —— _— =TT _—_— = —
o 2cost+3 2 22+1+3z2 22414320 5

ya que el integrando tiene polos simples en z = (—3 4 v/5)/2 y sélo zg =
(=3 +/5)/2 est4 en el interior de la circunferencia,

R 1 i zZ— 29 , 1 1
es | =——,20) = llm ———— = Ilim
2414327 z—z0 22+ 1432  z—z0

= .0
2z+3 /5

/2” dt _ _Z./ dz
o l+a?—2acost r (14+a?)z—a(z2+1)

El integrando es una funcién holomorfa salvo en los polos simples z =
a,1/a, de los cuales s6lo uno estd en el interior de la circunferencia. Cal-
culamos los residuos, para f(z) = 1/((1+a?)z — a(z? 4+ 1)),

zZ—a 1 1

Res (f,a) = i =1Ii = ’
es (f,a) el va?)z —a(z2 1) =te(lta) 20z 1-a
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- (-3-V5)12

Figura 5.10: Circunferencia unidad y polos de f(z) = 1/(22+ 1 + 32)

a 1./a

Figura 5.11: Circunferencia unidad y polos de f(z) = 1/((1 + a?)z — a(z% + 1))

z—1/a 1
Res (f,1/a) = Ui =
es (f,1/a) z:»rlr}a (14+a2)z—a(22+1) a2-1"

/2” dt 2
= . D
o 1+a?—2acost |a®—1]

i(nt—sint) + ei(sin t—nt)

2m 2m e'(
I = / et cos(nt — sint) dt = / ecost dt
0 0 2

_1/ (el/zzn—1+ezz—77,—l) dz
2 Jr

7Res (el/zz"_l,O) + mRes (e"z7"71,0) =

2
n!’

donde los residuos los obtenemos de los desarrollos,
1 1
el/zzn—l _ Zn—l N _Z—l + O(Z—Z) ’ Res (el/zzn—l’O) =,
n! n!
1

1
ez " =214 —27 4 0(1), Res (ef27"N0)=—=.0
n! n!

5. Como el integrando es simétrico respecto de , la integral es la mitad de
la integral en el intervalo [0, 27],

- . 1\ 2n . n 2 2n
B om, g, z—z dz  i(-1) (z2—1)
I = /O sin“" t dt = _5/11 < 2 ) ? = — 22n+1 . Z2n+1 dz

B (—1)”7TReS (22— 1) 0) = 2n)! 7w 2n2n—-1 n+1
-2 Z2nkl 7T )9 (g2 92y o —1 T 1




Pues para calcular el residuo nos interesa el coeficiente del término de
grado 2n del numerador,

(22— 1) = 22( o )ﬂ(—l)?” = ( o ) (—1)"22 4o O

k=0

Problema 5.7 Calcular las integrales de las siguientes funciones a lo largo de
la recta real:

1. 1/(z* +1).

2. 1/(z%+1).

3. 1/(x%? — 2z +4).

4. 1/(2? + a?).

5. 1/(2? 4+ a?)(z? + b*)2.
Solucién:

Todas ellas se pueden reducir a integrales en el dominio complejo, bien en el
semiplano superior, bien en el inferior, ya que el limite de z f(z) cuando z tiende
a infinito es cero para todas ellas y no tienen polos en el eje real.

1. Lafuncién f(z) = 1/(2*+1) tiene polos en z = !™/4, i37/4 ¢i57/4 iTr/4
de los cuales los dos primeros estan en el semiplano superior. Por tanto,

/:’0 fl@)de =27 {Res (f7 ei”/4) + Res (f, €i37r/4)} _ Qﬂ_ 7

2
) _ pim/4 1 —im/4 1—34
im/4) _ . z € _ ¢ R € — _Z
Res (4:67) = i g = T v
‘ —i3m/4 <
Res (f,€l3ﬂ/4):e _ 1t g
4 42
ei3J‘£/4 eiJ'c/4
[ [ J
e-i3J‘c/4 -in/4
[ J [ J

Figura 5.12: Polos de f(z) = 1/(z* + 1)
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2. La funcién f(z) = 1/(2% + 1) tiene polos en z = ¢'™/6, ¢i™/2 ¢i7/6

en el
semiplano superior. Por tanto,
00 2 ‘
/ f@)de = 27 Res ( f, ez(%ﬂ)”/G)
o0 n=0
i V3—i i 3+ 2
= s R — —_ =
12 6 12 3
) _ ,inm/6 1 —inbm/6
. int/6) _ , L - , L 67
Res (f7 ¢ ) o ,34}61}3117'/6 26 +1 B z~>lelir£17'/6 625 - 6 B

157/6 in/6
ec™ oc

R e-ISN/b inf6

Figura 5.13: Polos de f(z) = 1/(2% + 1)

La funcién 1/(22 — 2z + 4) tiene un tnico polo simple, zg = 1+ i1/3, en el
semiplano superior. Por tanto,

/OO f(x)dx =i27Res (f, z0) = ?W ,

zZ— 20 , 1 1
_ 1, - - 1 = .
Res (fu ZO) zLHzlg 22 _ 9, +4 zLHzlo 22 — 2 Z2\/§

® -ia

Figura 5.14: Polos de f(z) = 1/(22 + a?)

La funcién 1/(22+a?) tiene un tinico polo simple, zg = ia, en el semiplano
superior si a > 0. Por tanto,

/oo f(x)dx =i27Res (f,20) = g ,

11



, zZ— 29 , 1 1
Res (f,20) = lim ——% — fm — = —. O
(£,20) L2 a2 %2z i2a
5. La funcién 1/(22 + a?)(2% + b?)? tiene un polo simple, zg = ia, y un polo
doble, z; = ib, en el semiplano superior si a # b > 0. Por tanto,

[e%e} 1 e CL2 - 3b2

= 2 n) — 9

/700 f(z)de =i W;Res (fs2n) a(a? — b%)2 + 2(a? — b2)2b37r
) ) 1 1

Res (f,20) = Zlirglo(z—zo)f(z) - ZILHZIO (z +ia)(22 + b2)? - i2a(a? — b2)2
d d 1

_ 1, el o 2 — 1 i

Res (f’ Zl) zLHzll dz (Z Zl) f(Z) ZLHle dz (22 + ClQ)(Z + Zb)2
_ gy 222G 2GR 4e?) 1 a3
= 224+ a2)2(z+4b)3 il (a2 — b2)2p3

(

e ib

® -ib
® -ia

Figura 5.15: Polos de f(z) = 1/(22 + a?)(2? + b?)?

En el caso en el que a = b, el polo es triple, zo = ia. Por tanto,

> . 3m
[m f(x)dx = i27Res (f, z0) = Pl
L1 d? 3 . d? 1
fes (hzo) = M g B =2V = i i iy
. 12 3
= lim =

z—z0 (2 +1a)®  i8a®

Problema 5.8 Calcular las integrales de las siguientes funciones a lo largo de
la recta real:

1. e*/(x? +a?),a>0
coskx/(x? +1).
sinkx/(x? +1).

e*® /(z +ia), a > 0.

wdsinx/(2? +1)2.

12



6. cosz/(x®+4)(z? +1).
Solucién:
Todas ellas se pueden reducir a integrales en el dominio complejo de funciones
de la forma e?*? f(z), ya que el limite de f(z) cuando z tiende a infinito es cero

para todas ellas y no tienen polos en el eje real.

1. Para k > 0: la funcién f(z) = 1/(22 + a?) tiene un tnico polo simple en
zo = ia en el semiplano superior si a > 0. Por tanto,

/ f(z)e™™ drx = i2nRes (f(2)e™*, 20) = T e—ka ,

a

ikz —ka
: , zZ—20 , e’ e
Res (f(z)elkz,zo) = lim ﬁe“’” = lim — = —.
z—z0 2+ a z—z0 2+ 14 i2a
Para k = —il < 0 podemos usar el residuo en z; = —ta, pero es mas

comodo usar las propiedades de simetria del integrando,
o0 o0 o0
—lx _ ily _ ily _ T ka
| t@etan= [ pepetray= [ gty = Te
—0o0 —00 —00
haciendo el cambio de variable y = —z. Juntando ambos resultados,

/ f(x)e™™ do = ge_‘k‘“ .0

2. Esta integral es la parte real de la anterior, luego vale We"k‘“/a. O
3. El integrando es una funcién impar, luego la integral es nula. O

4. Para k > 0, no hay polos en el semiplano inferior, as{ que la integral es

nula.
® -ia
Figura 5.16: Polos de f(z) = ™% /(2 + ia)
Para k < 0, la funcién f(z) = 1/(z + ia), tiene un polo simple, zg = —iq,

en el semiplano inferior. Por tanto,

/ f(@)e™™ dv = —i2nRes (f(z)e™, 2 + ia) = —i2mek . O
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5. La integral es la parte imaginaria de la integral de Fourier de una funcion,
que extendida al dominio complejo, f(z) = 2z2/(2% + 1)2, tiene un tinico
polo doble, zp = 1, en el semiplano superior. Por tanto,

/ f(z)e™ dow = i2rRes (f(2)e'?,i) = % 7
oo ) -
[m f(z)sinzdx = %
d (z—1)%2% ,, d 23ei 1

Ri “Zi)=1lm —~—— ¥ =lim————— = — .0
s (f(2)e,1) 2ot dz (22 4+1)2 ¢ i dz (z+1)2  4de
6. La integral es la parte real de la integral de Fourier de una funcion, que

extendida al dominio complejo, f(z) = 1/(2%+4)(22 + 1), tiene dos polos
simples, zo = 7, 21 = 2, en el semiplano superior. Por tanto,

00 1
/ f(gc)e” dr = 27 Z Res (f(z)eiz7 Z’n) T _ T

n=0

6e2 ’

d = - = —
/_Oof(x)cosx T =g
, , (z — z0)e* , e 1
R vz = 1 _— = 1 _—_— =
es (f()e*, 20) %0 (22+4)(22+1) im0 (224+4)(z+1) e’

. e 1
) = I - .o
Res (f(z)e", z1) L e a Y P TR DR

Problema 5.9 Calcular f;’ 7%}2*6 dx.

Solucién:

La integral propuesta es de la forma,

3 ./ — .2 3
/ %dmz/f(x)\/|x—2|-|x—3|dm,
2 2

con f(z)=1/2z2

® @
0 2 3

Figura 5.17: Puntos singulares del integrando

La funcién g(z) = f(2) (Vz — 2)7T (Vz— 3)7T tiene un polo doble en zp = 0,

fuera del intervalo de integracion,

(V=2), 56 '

o d
Res (9,0) = lfm == (V2 =2) "Ta(V2), 2(V), 12

z s



El infinito es polo simple, ya que,

gw™) _ % (Vi=sw+ouw?) |

U)Q ™

Res (g,00) = — h'mO (\/1 - 5w+6w2) =-1,

s

Con lo cual, ya estamos en condiciones de evaluar la integral,

3 /Br — 22 —
/ de:wfies(g,oo)+7rRes(g70):51—\ég7r—7r.D
2 x

Problema 5.10 Calcular fooo ;‘;gfl dzx.

Solucion:

Esta integral se reduce a una en el dominio complejo. Para ello, tenemos que
calcular los polos fuera del semieje positivo de la funcién g(z) = (In 2)3_/(22+1),
que son dos polos simples, z = +1,

(Inz)%_ 72 /4

R )= om _ /1 i) = 1 or _ 9T
es (g,7) zli% z41 2 es (g, 1) zgrfli z—1 12

* logzx _ R(Res (g,7) +Res (g,—1) . o,

e

-1e@
Figura 5.18: Puntos singulares del integrando

La integral por residuos se va a la parte imaginaria,

*© dr 3 (Res (g,7) +Res (g, —1) . T
= — = 2 —
/0 22+ 1 o S(im/2) = 5

que ya era conocida.

Problema 5.11 Calcular [;° (IIS% dr.

Solucién:

Esta integral se reduce a una en el dominio complejo. Para ello, tenemos que
calcular los polos fuera del semieje positivo de la funcién g(z) = (In2)3_ /(2% +
1)2, que son dos polos dobles, z = =i,

15



) . d (Inz)3 . 2(In2)2r  2(Inz)3 T .72
R 5 = 1 - N T = - — - T = —— —,
es (9,9) 20 4z (z+1)? 20 z(z+1)?2  (2+14)3 4 +116

) . d (Inz)3 . 2(In2)e:  2(Inz)3 3r 9r?
R ,—1) = lim — U LA J2m _ _ :
es (9, =9) 2 (z—1)? 20 2(z—14)2  (2—1)3 116

> logx _ R(Res (9,9) + Res (g, =) (7 —in?
/0 (x2+1)2dx_ 2 =%

 gin? x

x2

Problema 5.12 Calcular la integral / dz, usando el valor principal

1 _ el
de/ c dx.

x2

— 00

Solucion:

Calculamos el valor principal

> 1 61’21 )

I:= 5— dx = imRes (f,0) = 27,

e X

teniendo en cuenta que, como z = 0 es un polo simple de f(z) = (1 — e%??)/22,
por ser 1 — e = —i22 + O(z?),

) ) 1— ei2z
Res (f,0) = hmozf(z) = lim

z—0 z

= —i2.
La integral que buscamos esta relacionada con la parte real de esta integral,

11— 2
m(f)z/ — P e =2
X

— 00

Esta integral es convergente en el origen, ya que 1—cos 2z = 2sin® 2 = O(z?).
Es una singularidad evitable. Por tanto, como el integrando es par,

oo .2 oo 2 fe%e)
sin“ x 1 sin“ x 1 1 — cos2x ™
de = = — " dr== - dr=-—-.0
/0 2 2/,00 2 4/, 2 T2

oo

 sin® x

Problema 5.13 Calcular la integral / dzx, usando el valor principal

0 z?
00 3 T 1'3r_2
de/ S

3
s X

Solucion:

Calculamos el valor principal

oo 3 T i31_2
I::][ %dm:mRes (f,0) =13m,

— 00
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teniendo en cuenta que, como z = 0 es un polo simple de f(z) = (3¢ — % —
2)/23, por ser 3¢t — 3% — 2 = 322 + O(2?),
3€iz _ 6132 —9
= 1/ = 1/ _— = .
Res (f,0) = lim 2f(z) = lim = 3
La integral que buscamos esté relacionada con la parte imaginaria de esta
integral,

%(I):/OO 3sinx—gsin3mdx:37r.
T

—0o0

Esta integral es convergente en el origen, ya que 3sinz — sin3z = 4sin® 2 =
O(23). Es una singularidad evitable. Por tanto, como el integrando es par,

/°° sin3xd 1/°° sin3xd 1/00 3sina:—sin3xd 3 5
xr = — — ar = — —————— A = =T .
0 3 2 a3 8 a3 8

— 00 — 00

Problema 5.14 Calcular la suma de la serie Z 1/(n*+1)%
n=1
Solucién:

La funcién f(z) = 1/(2% + 1)? tiene polos dobles en z = 4i y cumple los
requisitos para aplicar

Z f(n) = —Res (meotmzf(z),i) — Res (mreotwzf(z),—1) ,

n=—oo

para lo cual calculamos los residuos,

. d mecotmz 3 w2 cosec? mz  2mcotmz
Res (mcotmzf(z), £i) = Jim PR Jim — CEDERNCETE
_ 7 coth 7 + m2cosech?r
= 1 ,
> > 7 coth 7 + m2cosech®r
Do fm=2) fm)+1= :
n=—oo n=1 2
> 7 coth 7 + w2cosech?r 1
n=1

teniendo en cuenta que f es una funcién par. O
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