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Teorema. La serie de potencias f(z) =
∑∞

n=0 an de�ne una función holomorfa en su disco de convergencia D(0, R)
R > 0. La derivada de f es también una serie de potencias que se obtiene derivando término a término la serie de f ,
es decir:

f ′(z) =

∞∑
n=1

nanz
n−1.

Además f ′ tiene el mismo radio de convergencia de f .
Demostración: En clase probamos la a�rmación sobre el radio de convergencia de f ′. De�namos g(z) =

∑∞
n=1 nanz

n−1

y mostremos que f ′ = g. Supongamos |z0| < r < R y escribamos f(z) = SN (z) + EN (z), donde

SN (z) =

N∑
n=0

y EN (z) =

∞∑
n=N+1

anz
n.

Así, si h se toma tal que |z0 + h| < r se tiene entonces que

f(z0 + h)− f(z0)

h
− g(z0) =

(
SN (z0 + h)− SN (z0)

h
− S′N (z0)

)
+ (S′N (z0)− g(z0)) +

(
EN (z0 + h)− EN (z0)

h

)
Veamos el último término de esta suma que llamaremos E. Sabemos que para todo par de complejos a, b ∈ C se tiene

(an − bn) = (a− b)
∑n−1

k=0 a
n−kbk, usando esto con a = z0 + h y b = z0 tenemos que

|E| ≤
∞∑

n=N+1

|an|
n−1∑
k=0

(z0 + h)n−kzk0 ≤
∞∑

n=N+1

|an|nrn−1,

puesto que |z0| < r y |z0 + h| < r. La expresión anterior es la cola de una serie convergente, ya que g converge

absolutamente sobre |z| < R. Por lo tanto dado ε > 0 podemos podemos encontrar N1 ∈ N tal que si N > N1 entonces

|E| < ε/3. Por otro lado existe N2 ∈ N tal que para N > N2

|S′N (z0)− g(z0)| < ε/3,

puesto que ĺımN→∞ S′N (z0) = g(z0). Luego, �jemos a N > máxN1, N2, luego, podemos encontrar δ > 0 de tal manera

que si |h| < δ entonces ∣∣∣∣SN (z0 + h)− SN (z0)

h
− S′n(z0)

∣∣∣∣ < ε.

Finalmente, para |h| < δ se tiene ∣∣∣∣f(z0 + h)− f(z0)

h
− g(z0)

∣∣∣∣ < ε/3 + ε/3 + ε/3 = ε,

lo que prueba el teorema. �
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