Capitulo 2

Normas Equivalentes.
Espacios Normados de
Dimension Finita

Dos son los resultados méas importantes que, sobre la equivalencia de nor-
mas, veremos en este capitulo. El primero de ellos establece que, en el marco
de los espacios normados, la equivalencia de normas es siempre lipschitzia-
na. El segundo que sobre un espacio de dimensién finita, todas las normas
son equivalentes. Incluiremos también en este capitulo la caracterizacion
topolégica, dada por F. Riesz, de los espacios normados de dimensién finita.
Para terminar desarrollaremos algunas técnicas de indole préactico para la
existencia de limite (continuidad) de funciones de varias variables.

Equivalencia de normas

Definicion 2.1 Dos normas sobre un mismo espacio vectorial E se dicen
equivalentes, cuando inducen la misma topologia sobre FE.

La proposicién que veremos a continuacion determinard que no tengamos
necesidad de distinguir, como pasaba en los espacios métricos, entre distintas
formas de equivalencia de normas.

Proposicién 2.2 Dos normas ||-|| y || -||* sobre E son equivalentes si y sélo
si existen dos constantes a,b > 0 tales que

(2.1) allz]| < =[] < bljz]], Yz e E.
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Demostracion. En efecto, si ambas normas son equivalentes, las bolas abier-
tas relativas a ellas, {B(z,r): v € E,r > 0} y {B*(z,r): z € E,r > 0}
constituyen dos bases de una misma topologia. Entonces, puesto que B(0, 1)
es un conjunto abierto debe existir > 0 tal que B*(0,7) C B(0,1). Lo que
significa que

Jzl* <r = [lzfl <1.

Sea a un numero real tal que 0 < a < r, y un vector cualquiera. Siy # 0
es claro que el vector u = a(y/||y||*) verifica que ||u||* = a < r, y por tanto
que |lul]| < 1. Se deduce pues que para y # 0, ally|| < |ly||*. En todo caso
ally|| < Jly||*. Intercambiando los papeles de ambas normas, se obtiene la
otra desigualdad.

Reciprocamente, si para todo = € E se tiene que ally|| < ||y|* < b||z],
es facil deducir entonces que la aplicacion Identidad:

Id: (E,[|- 1)) = (&, ]-1")

es un homeomorfismo lipschitziano. En particular, las topologias que indu-
cen estas normas sobre E coinciden, luego || - || y || - [|* son equivalentes.

En la proposicién anterior hemos demostrado que si dos normas sobre un
mismo espacio vectorial E son equivalentes, los espacios normados (E, || - ||)
y (E, - ]]*) no sélo tienen las mismas propiedades topoldgicas, sino también
las mismas propiedades uniformes y lipschitzianas. Puede resumirse este
hecho diciendo que en los espacios normados, la equivalencia de normas es
siempre lipschitziana.

Antes de pasar al estudio de los espacios normados de dimensién finita, es
conveniente establecer algunas cuestiones referentes al producto de espacios
normados.

Definicién 2.3 (Norma producto) Sean (E;, || - |;), ¢ = 1,2,...,n, un
nimero finito de espacios normados. Llamaremos norma producto de las
normas || - ||; a la norma sobre E' = Ej X ... X Ey,

||(£L'1, cee 737n)Hoo = maX(H:E1||17 SER) Hl‘an)

Ademas de la norma producto, se puede probar que también definen normas
sobre E las expresiones

P 1/p
(@1, an)llp = (Z ||%'||f> :
=1



2.6 Normas Equivalentes 17

Obviamente, si los espacios F; = R para todo iy || - || = | - |, entonces las
normas anteriores son las ya estudiadas || - || y || - ||, de R™.

Proposicién 2.4 Todas las normas anteriores son equivalentes e inducen
en E la topologia producto de los espacios (E;, || - ||:).

Demostracion. Es facil ver que
|#[loo < [l < 2700,

lo que demuestra que todas estas normas son equivalentes.

Asimismo constituye un sencillo ejercicio comprobar que la topologia
que éstas inducen sobre E es la producto de los espacios (Ej, || - ||l;). Como
indicacién, observar que, con respecto a la norma producto || - ||o0, las bolas
en F son productos de bolas en F;, es decir:

B(a,r) = HB(ai,r); a=(a,...,an).

Espacios de dimensién finita

Como establece el teorema de Riesz, los espacios normados de dimensién
finita son, bajo el punto de vista topoldgico, esencialmente diferente a los
de dimensién infinita. Antes de enunciar este teorema, observemos que
el modelo matematico en el que se representan los espacios normados de
dimension finita es R™, en el sentido de que:

Proposicién 2.5 Si E es un espacio normado de dimensién finita n, en-
tonces existe alguna norma sobre R", tal que E es isométrico a R™ con esa
norma.

Demostracion. Sea T: x — (z;) el isomorfismo de espacio vectoriales que
asocia a cada vector x de E sus coordenadas z; € R en una base dada.
Obviamente ||y||* = ||T~!(y)|| define una norma sobre R", para la que T es
una isometria. |

La propiedad mas importante de R™ como espacio normado, se establece en
la proposicién siguiente

Proposicién 2.6 En R"™ todas las normas son equivalentes.
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Demostracién. Vamos a probar que cada norma || - || sobre R™ es equivalente
alanorma | - |1 (|[(z1,...,zn)ll1 = 21|+ - - + |20))-
Consideremos para ello la aplicacién

-0 R - {l) — R.
Esta aplicacién es continua pues, si denotamos por e; = (0,...,1,...,0) y
M = max(|le||,...,|len]|), entonces

n
el = llyll| < |z = yillleill < Mz =yl
i=1

Ademais, si en la desigualdad anterior se toma y = 0, se tiene

(2.2) 2]l < M{jz]]s.

Sea ahora S = {z : ||z||; = 1}. Este conjunto es compacto ya que es un
cerrado que es subconjunto de un compacto. Concretamente, S C [—1,1]™.
(Nétese que segtin 2.4 la topologia del espacio normado (R™,]| - ||1) es la
topologia producto). Se deduce entonces que la aplicacion ||| : (R™, ||-]|1) —
R alcanza un minimo sobre S, es decir existe un punto ug € S tal que
|luo|| < [|u]| cualquiera que sea u € S. Sea m = ||ug|| y = # 0, cualquiera
(m > 0 pues uy # 0). Puesto que x/||z||1 es un punto de S, se tiene:

(2.3) ms] = milelh < el

il
[E4 5t

De 2.2 y 2.3, se deduce que ambas normas son equivalentes. [

2.7 De lo anterior se pueden extraer las siguientes consecuencias

1. En R™ un conjunto es compacto si y sélo si es cerrado y acotado
(respecto de cualquier norma).

Sabemos que en todo espacio métrico cada compacto es un conjunto
cerrado y acotado. Para probar que en R™ el reciproco también es
cierto, basta observar que si un conjunto es acotado respecto de una
norma es también acotado respecto de cualquier norma equivalente.
Asi, si K es cerrado y acotado, entonces es acotado respecto a la
norma producto, luego existe alguna constante » > 0 tal que, para
todo z = (z1,...,2p) € K

‘xi|§r7 (121,2,777,) = KC[-T‘,T]",

De esto se sigue pues que K es compacto.
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2. R™ es un espacio de Banach respecto de cualquier norma.

Es facil ver que esto es cierto para la norma producto (una sucesién de
puntos de R™ es de Cauchy si y sélo si las sucesiones coordenadas son
de Cauchy etc.) Ademds, si || - || es otra norma cualquiera, R™ tiene
las mismas propiedades topolégicas, uniformes y lipschitzianas para
ambas normas, ya que segun la proposicion anterior, son equivalentes.
En particular (R™, | - ||) es completo (propiedad uniforme).

. Todo subespacio vectorial de dimensién finita de un espacio normado

es cerrado.

En efecto, si F' es un subespacio vectorial de dimensién n del espacio
normado (E, || -||), entonces (F, || - ||) es isométrico a R™ (proposicién
2.5), luego es completo. Como todo conjunto completo de un espacio
métrico es cerrado, se deduce ya que F' es cerrado.

Vamos a terminar esta seccién con la caracterizacién topolédgica de los espa-
cios normadas de dimensién finita, dada por F.Riesz. Usaremos para ello el
siguiente lema

Lema 2.8 Sea F un espacio normado y F un subespacio vectorial propio
y cerrado en E. Entonces para cada 0 < € < 1 existe un vector x € E tal

que

e<d(z,F) <1

Demostracion. Puesto que F' es un conjunto cerrado distinto de F, existe
algin vector y tal que d(y, F) > 0. Entonces algun proporcional de y, Ay,
debe verificar que

e<d\y,F)<1.

Tomemos ahora un vector v € F tal que ||A\y —u|| < 1, y sea z = \y — u.
Es claro entonces que

e<dMy,F)=d(z,F) <|z| <1.

Teorema 2.9 (T. de Riesz) Si E es un espacio normado, son equivalentes:

(a) E es de dimension finita.

(b) La bola cerrada unidad es compacta.
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¢) Los conjuntos compactos de E son, justamente, los cerrados y acota-
L junt tos de F just te, 1 d t
dos.

(d) E es localmente compacto.

Demostracion. En primer lugar veamos que las condiciones (b), (c) y (d) son
equivalentes: Supongamos que se verifica (b), y sea K un conjunto cerrado
y acotado. Entonces K es subconjunto de una bola cerrada, por ejemplo

K C Bla,r].

Por la proposicién 1.4, sabemos que BJ0,1] y cualquier otra bola cerrada
resultan simultdneamente compactas o no compactas. Se deduce pues que
K es un subconjunto cerrado de un compacto, y por lo tanto K también es
compacto.

Trivialmente (c) implica (d). Y aplicando de nuevo la proposicién 1.4,
se demuestra que (d) implica (b).

(a) implica todas las demés condiciones.

Por ultimo, veamos que los espacios normados de dimensioén finita son
los tnicos en los que la bola cerrada unidad es compacta:

En efecto, supongamos que F tiene dimension infinita. Vamos a aplicar el
lema 2.8 para encontrar una sucesion en la bola unidad que no tiene ninguna
subsucesion convergente: Sea x1 un vector no nulo de E y sea F} = lin {x1},
el subespacio generado por 1. Como dim(F})=1, F} es cerrado. Existe por
tanto un punto xy tal que

1
lz2ll <1, lz1 — 22 > 5.

Procediendo igual con el subespacio cerrado (y propio) generado por los
vectores x1, T2, encontramos un punto xs tal que

1

1
3 |z2 — 23] > 5.

sl <1,y — @3] > 5

Es evidente que, de este modo, se construye una sucesiéon {x,} de puntos
de la bola unidad, que no admite subsucesiones de Cauchy, pues cada dos
términos de la misma distan entre si més de 1/2. Por lo tanto tampoco admi-
te subsucesiones convergentes, luego la bola cerrada unidad no es compacta,
como se trataba de probar. [
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Limites y continuidad

El contenido de este pardgrafo es eminentemente practico. En él se exponen
algunas técnicas para el estudio de la continuidad (existencia de limite) para
una funcién de varias variables reales, f: A C R™ — RP. Si p = 1, es decir
si f toma sus valores en R, se dird que f es una funcion escalar. Cuando
p > 1, una funcién de este tipo se dird que es una funcioén vectorial. En ese
caso escribiremos

f = (f17f27---7fp)7
donde f;(x) es la coordenada i-ésima de f(x), es decir las funciones fi,
f2,..., fp son las funciones coordenadas de f.

Definiciéon 2.10 Sea f: A C R™ — RP y a un punto de acumulacién de A.
Diremos que el punto I € RP es limite de la funcién en el punto a, lo que
denotaremos como

lim f(x) =1,

r—a

si para € > 0, existe § > 0 tal que
O<|z—a| <d = |f(zx)-1I]| <e.

Es claro que la funcién f es continua en a si y sélo si
lim f(z) = f(a).
r—a

Noétese que en la definicién anterior, de acuerdo con la proposicién 2.6, pue-
den utilizarse las normas que se quieran, es decir: “Sil es limite de la funcion
f en el punto a con respecto a dos normas en R"™ y RP [ es también Iimite
de f en a respecto a cualquier otro par de normas”.

Proposicién 2.11 Sea f = (f1, f2,..., fp) una funcién de A C R* — RP y
a un punto de acumulacion de A. Entonces

lim f({L‘) =1l= (ll,...,lp) <~ lim fz(x) =1

Demostracion. Si en RP utilizamos la norma producto, es evidente que la
definicién de limite para f en a puede expresarse en los siguientes términos:
para cada € > 0, existe § > 0 tal que

O<|lz—al <é = |fi(z) —l;| <e, Vi

lo que equivale a decir que [; es el limite de f; en a, para todo 7. 1
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2.12 Para estudiar la existencia de limite y/o la continuidad para funcio-
nes de varias variables se tendré en cuenta, en primer lugar, las propiedades
generales de las funciones continuas entre espacios topolégicos (la composi-
cién de continuas es continuas, las aplicaciones constantes, la identidad, las
proyecciones,... son continuas), o las que hacen referencia a la estructura
vectorial de los espacios normados (el conjunto de las aplicaciones que to-
man sus valores en un espacio normado y que son continuas en un punto es
también un espacio vectorial, ver ejercicios 2A,2B). Ademds, después de la
proposicién anterior, dicho estudio bastara hacerse para funciones escalares.
Para ellas podemos establecer sin dificultad que

1. EI producto de funciones continuas en un punto es una funcién conti-
nua en ese punto.

2. Si f, g son funciones continuas en un punto a y g(a) # 0, entonces f/g
es continua en a.

Analogos resultados y consideraciones se pueden obtener sobre la existencia
de limites en un punto.

Ejemplo 2.13 Las funciones polinémicas son continuas: En efecto, toda
funcién polinémica es suma de monomios, es decir de aplicaciones de la

forma

(21, ooy ) — azi ko

que son continuas por ser el producto de aplicaciones del tipo

(X1, ey Tp) = ay (T, .y Tp) — ;.

2.14 En lo que sigue trataremos de buscar criterios que nos permitan estu-
diar la existencia de limite (continuidad), en aquellos casos en que las reglas
generales para el cdlculo de limites (2.12) no sean aplicables, es decir cuan-
do aparezcan indeterminaciones. Cuando tales criterios sean aplicables, se
evitard tener que usar, para resolver esas indeterminaciones, el engorroso
método € — § que proporciona la definicién de limite.

Para simplificar trabajaremos con funciones escalares de dos variables.
Si f: ACR?— Ry (xg,y0) un punto de acumulacién de A, entonces, de
acuerdo con la definicién 2.10,

[l = lim z,y),
(mvy)—’(mo,yo)f< v)
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si para cada € > 0 existe § > 0 tal que
|z —wo| <0, |y—yol <6
|z — ol + [y —yol <0
V(& —x0)2+ (y —yo)? <6

0 <[z — 20,y — o)l <

|f($7y) - l| <g,

2.15 (Condicién suficiente para existencia de limite) Con las nota-
ciones anteriores, si existen dos constantes positivas M y « tales que, para
(z,y) en algun entorno de (zg, o), se verifica que

[f (2, y) =1 < Ml|(z — 0,y — yo) |

entonces | = 1im, ), (z0.40) (T, Y)-

Ejemplo 2.16 Consideremos la funcién

(1-y—1)*+y*
(= 1)% + 42

f(fE,y): s1 ("an)#(lao); f(LO):l'

Esta funcién es continua en el punto (1,0), pues

Q-yle—-10°+y*
(- D7+

T — 2
_ m <yl < (@y) — (1,0).

1

[f(z,y) =1 =

Hay que hacer notar que la condicién de la proposiciéon anterior no es
necesaria, es decir una funciéon puede tener limite y no satisfacer ninguna
desigualdad de ese tipo. (Compruébense, por ejemplo, con la funcién

1
f(xvy):m

en el punto (0,0)).
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Definicién 2.17 (Limites iterados) Con las notaciones anteriores, a ca-
da uno de los limites

lim (lim f(z,y)), lim (lim f(z,y))

T—T0 Y—Yo Y—Yo T—T0

se les denomina limites iterados.

Proposicién 2.18 Si existe el limite de una funcién en un punto (xg,yo)
es decir, | = lim, ) (z0,40) f (T, y), entonces también existen y son iguales
a “I”los Iimites iterados. (Se supone que para cada y # yo y * # xo existen
los Iimites limg .z, f(z,y) y limy_,, f(z,y)).

Demostracion. Resulta directamente de aplicar la definicién de limite.

Definicién 2.19 (Limites direccionales) Llamaremos limites direccio-
nales de la funcién f en el punto (zg,yo) a los limites siguiendo rectas que
pasen por el punto, es decir lim, ., f(z, yo+m(x—x0p)). (Analoga definicién
para limite siguiendo curvas que pasan por el punto).

Nota. La condicién 2.15 asi como la definicién 2.17 se generalizan de manera
natural al caso de funciones de 3 o mas variables. Para generalizar también
la nocién de limites direccionales de una funcién en un punto, deberemos
escribir en forma paramétrica las ecuaciones de las rectas que pasan por el

punto. Asisia = (ai,...,a,), entonces
1 =ai +thy, ro = as +the, ... ,x, = ay + th,
es la ecuacion de la recta que tiene como vector director h = (hy,...,hy) y

que pasa por a. El limite siguiendo esta recta sera entonces
%in%f(al + thl, N thn).

Para n = 2 el limite anterior coincide con el limite direccional en el sentido
de la definicién 2.19, siguiendo la recta de pendiente m = ho/h;.

Como en el caso de los limites iterados, es evidente que la existencia de limite
implica la de los limites direccionales y siguiendo curvas. Se deduce, pues,
que la existencia de los limites iterados, direccionales y siguiendo curvas son
condiciones necesarias para la existencia del limite. Por lo tanto:

NO existe limite cuando

1. No existe alguno de los limites iterados o existen pero son distintos.
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Ejemplo 2.20 Consideremos la funcién
2
7ty
fl,y) = ==
/1:2 + y2

Esta funcién no es continua en (0,0) ya que uno de los limites iterados no
existe:

si (2,y) # (0,0); f(0,0) = 0.

2
lim (lim Y

y—0'2—0 \ /22 1 y2) T y—0 |y

Ejemplo 2.21 Este es un ejemplo de una funcién para la que los limites
iterados existen pero son diferentes (luego el limite no existe)

(z+y—1)In(z? + 29?)

f($,y) = si (x,y) e (1’0)'

(z—1)2+y2
Se tiene que
o . 2(z—1)Inz
lim (lim f(z,9)) = lim =— 55— =2
‘ . L yln(1+2y2) BT by
iﬂ(iﬂf@’y)) flljlj%T 1}13%1+2y2 N

2. No existe alguno de los limites direccionales o existen, pero no son
iguales.

Ejemplo 2.22 Sea

f@y) = 5 s () £ 0.0)

Los limites direccionales de esta funciéon no son todos iguales. En efecto:

me m

:};%f(x’ ma) = ili% (m? +1)z? T m2+1

que depende de m. Se deduce pues que el limite no existe.

Ejemplo 2.23 Sea

2
%y )
Y) = ———— si (z, 0,0); 0,0) =0.
f(z,y) P g i(z,y) #(0,0);  f(0,0)

Es inmediato comprobar que lim,_o f(x, mz) = 0 para m # 1. En cambio
para m = 1 el limite anterior no existe, es decir la funcién no tiene limite en
(0,0) siguiendo la recta y = = y por lo tanto no admite limite en ese punto
(no es continua en (0,0)).
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3. No existe el limite siguiendo alguna curva que pasa por el punto o el
limite varia dependiendo de la curva que se tome.

Ejemplo 2.24 Consideremos la funcién

2

xy )
x,Y) = —— si(x, 0,0).
fey) = st@) #0,0)
Tanto los limite iterados como los limites direccionales en el punto (0,0)
existen y valen 0, sin embargo esta funcién no tiene limite en ese punto, ya
que si tomamos las curvas y = m+/x, se tiene:

m2z? m?

ili%f(x’m\/}) - ili% 22+ miz?  mit 1

Es decir los limites siguiendo esa familia de curvas existen todos pero son
diferentes entre si, luego el limite no existe.

Ejemplo 2.25 Sea

z?Iny
zt + (22 +Iny)?’

f(xvy) = si ('1:7?/) 75 (Oa 1); f(o’ 1) =0.
Es inmediato comprobar que también en este caso los limites iterados en
(0,1) valen 0. En cuanto a los limites direccionales

22 In(1 + mx) . In(1 + mz) ~In1 0

li =1 =
700 74 4 (z + In(1 4 max))? e 22+ (x4 1/zln(1 +mx))2  m?

Sin embargo tampoco existe el limite ya que si consideramos la curva y =
2 . . e e

e~?", que obviamente pasa por (0,1), la funcién admite limite siguiendo esta

curva, pero es diferente de 0.

Aunque los casos mas frecuentes sobre la existencia de limite en un pun-
to se resuelven mediante el estudio desarrollado anteriormente, a veces no
queda mas remedio que acudir al estudio € — §. En esos casos puede ayudar
el paso a coordenadas polares (sélo si f es una funcién de dos variables).

2.26 (Coordenadas polares para limite en (0,0)) La funcién f tiene
Ilimite en (0,0), es decir | = lim, ) _(20.40) (T, y), si y s6lo si para cada
e > 0 existe un § > 0 tal que si r < § entonces

|f(rcos@,rsenf) — | < e (uniformemente en 0).
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Demostracion. Basta espresar la condicion de limite en coordenadas polares.

Ejemplo 2.27 Sea
J(y) = dsen(@® + %) siaw £0; J(0.y) =0.

Pasando a polares se obtiene

f(rcosf,rsenf) = tan fsen 2.
La condicién anterior no se cumple, pues existe € (por ejemplo € = 1) tal
que cualquiera que sea & > 0 se puede encontrar r < J de manera que
| tan #sen 72| > 1 para algtin 6. Basta tomar r < § con la condicién r? # kr
y 0 tal que |[tan®@| > 1/|senr?|. Se deduce pues que la aplicacién no es
continua en (0,0).

Tampoco resulta continua en ningtin punto de la forma (0,yo). Si y3 #
km es obvio, pues entonces limz ) (z4,40) f(z,y) = co. En otro caso, puede
comprobarse que los limites direccionales no son todos iguales.

En los puntos con x # 0 se pueden aplicar los teoremas generales sobre
funciones continuas para probar que la funcién si que es continua.

Ejercicios
2A Demostrar que en todo espacio normado la aplicacién suma

(i) Es continua.

(ii) Es abierta. M4ds precisamente, si U es un conjunto abierto de F' y A es un
conjunto cualquiera, entonces A 4+ U es abierto.

(iii) No es cerrada. Sin embargo, si K es compacto y F' cerrado, entonces K + F
es también cerrado.

Indicacion. Para probar que no es cerrada considérense los conjuntos F; =
Eje X y F» = {(x,1/z): x > 0}.

2B (a) Demostrar que, en todo espacio normado FE, la aplicacién “multiplica-
cién por escalares”es una aplicacién continua.

(b) Sea S = {x € E: ||z|| = 1}. Demostrar que esta aplicacién lleva el conjunto
[0,1] x S sobre la bola cerrada unidad, B[0,1] = {x € E: ||z| < 1}.

(¢) Deducir de (b) que el espacio normado E es de dimensién finita si y sélo si
la esfera unidad S es compacta.

2C Demostrar que en todo espacio normado
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(a) La adherencia de un subespacio vectorial es un subespacio vectorial.

(b) La adherencia de un conjunto convexo es también convexo.

2D Sea E un espacio normado y || - ||, || - ||* dos normas comparables sobre E,
i.e., o bien existe una constante positiva a > 0 tal que ||z|| < allz||*, Vx € E, o
bien existe una constante positiva b > 0 tal que ||z||* < b||z|, Y € E. Probar que
si {x,} es una sucesién en E que converge respecto a ambas normas, entonces los
limites coinciden.

2E Sea f la aplicacién definida sobre el conjunto C' = {(z,y): 2 # y?} de R?
como

senz —seny e¥ — ey>

e = ( |

r—=y Tty

Demostrar que f es continua sobre C'y que se puede extender a R? continuamente.

2F Estudiar la existencia de los siguientes limites

L fm  Lzes@—y) 9 m @tLyta?
(z,y)—(0,0) 2%+ y? (@) —(0,0) /2t 4 y4
3. g DY A P T e i Gl O
(z,y)—(0,0) (/a2 + y* (z,y)—(1,0) y/sentmx + y*
5. lim 20% +y' —wy 6. lm Sty
(2.9)=(0.0) 2,/22 + y2 — /322 + 22 (@)= (0,0) (z + y)? + 229>
7. lim —xayﬁ 8. (;1;2 + y3)(m2 + y2)
(z,y)—(0,0) sen x2 + sen y2 (2,1)—(0,0) x? + y?
9. lim oyt 10. lim vyt
(z,y,2)—(0,0,0) T2 + y2 + 22 (2,y,2)—(0,0,0) T2 + y2 + 22
) COSTZ — COS Yz ) COSTZ — COS Yz
1L (x,y,z%lin(0,0,0) 22 + y? + 22 12 (z,y,zgﬂo,o,o) (22 +y? + 22)2
15 lim 1 + cos(z + v/3y) 14 (y +In(z — 1))?
(2,9)—(m,0) 1 + 32 + cos(z — y) (z,9)—(2,0) e¥* + 22 — 4z + 3

2G Demostrar que si (E;) es una familia infinita de espacios normados, ninguna
norma sobre el espacio vectorial E = [] E; puede inducir sobre E la topologia
producto de los espacios E;.

2H Demostrar que la expresién

(@, y,2)| = Va2 + (y — 2)> + (2 — y)?

define una norma sobre R3. Compararla con la norma euclidea.
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2T Sea (E, || -||) un espacio normado. Probar que mediante la expresién

(@ y)ll = llz +yll + [l =yl

se define una norma sobre F X E, equivalente a la norma producto.

INDICACION. La equivalencia entre esta norma y la norma producto constituye un
facil ejercicio si antes se prueba la desigualdad 2||z|| < ||z +y||+ ||z — y]|, para todos
T,y € k.

2J Sea E = C([0,1] y consideremos las normas

1
[fllee = max |F@)], [If] =/O |F(2)]dt.

te[0,1]

(a) ¢{Son comparables ambas normas? jy equivalentes?

(b) Estudiar la continuidad del producto de funciones de E, respecto a las normas
anteriores.

2K Sea E el espacio vectorial de las funciones polinémicas sobre el intervalo [0, 1].
Consideremos sobre él las normas:

lao + a1z + . .. + ana™||s = max(|ag|, . .., |an|)
lap +arx + ...+ anx"||1 = |ao] + - - + |an]

lap + a1z + ...+ apa™|| = max_|ag + a1z + ... + apz™|.
z€[0,1]

Establecer las comparaciones posibles entre ellas, probando, en particular, que la
primera y la tercera no son comparables.

2L Sea f una aplicacién entre espacios normados y supongamos que existe
limg 4, || f(2)]| ise mantendrd la existencia de este limite si se cambia la norma
I - || por otra equivalente?

2M Calcular la adherencia del conjunto

1 1 1
A:{(:C,y,z)ER?’: —l——l—:l}.
Ty =z

2N Sea K = {(z,y,2): 22 +3?> +22—22<2, v +y+2 <1}

(a) Probar que K es un conjunto compacto de R3 y hallar K y Fr(K).

(b) Sea S = {(z,y,2): 2% +y*>+ 22 — 22 =2} y M la traza sobre S del conjunto
{(z,y,2): £+ y + z < 1}. Obtener el interior, la adherencia y la frontera de
M, relativo al subespacio S.



30 Normas Equivalentes 20

20 (a) Demostrar las desigualdades

Lo+ 9% — a2y > 1/2(22 +y?),si |z] <vV2 o |yl <V2
2. at +yt —2%y? > 1/2(2* + o), Va,v.

(b) Estudiar, teniendo en cuenta las desigualdades anteriores, los siguientes limites:

3,,2 a,,B
hm Ty 3 hm %, Oz,ﬁZO
(2,y)—(0,0) (x2y2 — (x2 + yz)) (z,y)—(0,0) x* + y* — x°y
2P Estudiar, pasando a coordenadas polares, los siguientes limites
y(a® +y?)* . 23(z +y)
m lim ———=——.
(@.9)—(0,0) (22 +y?)? + y? (@,y)—(0,0) (7 +y)? + 22y?

2Q Estudiar la continuidad uniforme de la aplicacién

2

f(z,y) = sen pEN

en Ch = {(z,y): 0< 2+ 9> <1} yen Cy = {(z,y): 22 +y> > 1}.



