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Extremos relativos:
Sea f : C ⊂ Rn → R diferenciable en un cierto punto a ∈ C. Se verifica que:

Si f tiene un extremo relativo en a, entonces ∇f(a) = 0. El recíproco es falso, en general.
Se llaman puntos críticos de la función diferenciable f a aquellos a ∈ C tales que ∇f(a) = 0.

Consideremos ahora una función real f : C ⊂ Rn → R, de clase C2 en C; sea a ∈ C un punto crítico de f . Entonces se
puede asegurar que:

Si Hf(a) es definida positiva, entonces f tiene en a un mínimo relativo.
Si Hf(a) es definida negativa, entonces f tiene en a un máximo relativo.
Si Hf(a) no es definida ni semidefinida, entonces en a no hay un extremo de f.
Si Hf(a) es semidefinida, entonces este método no da información.

Extremos condicionados:
Si un problema de optimización con restricciones de igualdad de la forma:

opt f(x)
s.a. g1(x) = 0

...
gm(x) = 0

tiene un óptimo local en el punto x0, donde f, g1, . . . , gm ∈ C1 y los vectores gradientes de las funciones de restricción son
linealmente independientes en x0, entonces existen λ1, . . . , λm ∈ R (multiplicadores de Lagrange) tales que:

∇f(x0) + λ1∇g1(x0) + · · ·+ λm∇gm(x0) = 0,

es decir, para la función L(x,~λ) = f(x) +
∑m

i=1 λigi(x), se tiene que x0 es un punto crítico (∇L(x0, λ) = 0).

P1. Calcular los valores máximo y mínimo de la función

f(x, y, z) = x2 + y2 + z2

sobre la superficie del elipsoide

M := {(x, y, z) ∈ R3 : x2

64 + y2

36 + z2

25 − 1 = 0}.

P2. Determinar los extremos absolutos de la función

f(x, y) = 2x2 − 3y2 − 2x

en el conjunto
M := {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 ≤ 5}.

P3. Considere la función f : Rn → R y suponga que es de clase C2.

(i) Demuestre que si f tiene un mínimo local en x0 entonces la matriz Hessiana Hf(x0) es semidefinida
positiva, es decir,

htHf(x0)h ≥ 0 ∀h ∈ Rn.

(ii) Suponga que la función u : Rn → R satisface la ecuación diferencial

∆u(x) = −1 ∀x ∈ Rn.

Demuestre que u no puede tener un mínimo local.
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