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Teoremas de la funciéon implicita y de la funcién inversa

1. El teorema de la funcion implicita

1.1. Ejemplos preliminares

El teorema de la funcion implicita aborda la cuestion general de la dependencia entre variables
ligadas por una ecuacion, que ahora vamos a describir informalmente en el caso de dos variables:
supongamos que tenemos una relacién entre las variables x e ¢, que podemos escribir en la forma
de una ecuacion:

F(z,y) =0

donde F : R? — R es una funcién escalar. Entonces, fijado un valor xg, al sustituirlo en esa
relacion obtenemos una ecuacién para y. Resolviendo esta ecuaciéon cuando esto sea posible,
obtenemos un valor (o quiza varios valores) yo, que dependen del valor xy que hemos fijado
arbitrariamente al principio. De esa forma se establece una dependencia en la que, a cada valor
xg, le corresponde un valor yg: la variable y depende de z. Por tanto podemos pensar que la
ecuacién determina una funcién y(x), que se obtiene “despejando y” como funcién de x:

F(z,y) =0—y = f(z)

Ejemplo 1. La ecuacion 3z — 2y = 4 se puede escribir en la forma F(x,y) = 0, usando una
funcion :
F(x,y) =3z —2y—4

En cualquier caso esta ecuacion permite despejar:

_3x—4
2

y(z)

En este caso es muy fdacil obtener la relacion entre x e y. Supongamos ahora que nos dan la
ecuacion:
e +x=sen(y—3)+2y—6

De nuevo esta ecuacion es de la forma F(x,y) =0 para
F(x,y)=e"+x —sen(y —3) — 2y +6

Como muestran ambos ejemplos, la forma F(x,y) = 0 es completamente general, y no limita el
tipo de ecuaciones que podemos considerar.

Sequramente, en el sequndo ejemplo el lector no estd ya tan dispuesto a intentar despejar y
como funcion de x. Es mds, puede que incluso se plantee la duda de si existe la solucion y sea
cual sea el valor de x. Podemos despejar esa duda con esta figura
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sen(y-3)+2v-6
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en la que hemos representado las curvas z = e* +x y z = sen(y — 3) + 2y — 6. Como puede verse,
la correspondencia z — x es biyectiva, y lo mismo sucede con la correspondencia y — z. Por lo
tanto, para cada x hay un valor de y y sélo uno: queda definida una funcion y(z). ;Es creciente
esta funcion? ;Es derivable? ;Cudles son sus mazimos y minimos? Ese es el tipo de prequntas
que pretendemos aprender a resolver.

Como muestra el ejemplo, las funciones y(z) que estamos buscando no vienen dadas por una
férmula explicita que nos indique directamente las operaciones que debemos realizar con x para
obtener el valor de y. Por eso empleamos el nombre “funcién implicita” para referirnos a una de
estas funciones. Antes de dar la definicién, profundicemos un poco en el ejemplo anterior.

Ejemplo 2. (continuacion del anterior) Sea y(x) la funcion implicita definida por la ecuacion
e“+x—sen(y—3)—2y+6=0
del ejemplo anterior. Entonces, naturalmente, sea cual sea x, debe cumplirse:
e’ +x —sen(y(x) —3) —2y(z) +6 =0

Si usamos la funcion
F(x,y)=e"+x—sen(y—3) —2y+6

Entonces esto se traduce en que ha de ser:

F(z,y(x)) =0

Obsérvese que F : R? — R es una funcidn de clase C*°. Pues bien, no sabemos todavia nada
sobre la funcion y(x). Pero supongamos que y(x) resulta ser una funcion derivable. Entonces,
si consideramos la funcion compuesta h(x) = F(x,y(z)), seria una funcion derivable (regla de
la cadena). Por otro lado, la expresion anterior asequra que esta funcion h(x) es la funcion
constante 0. Su derivada por lo tanto es cero; y segin la regla de la cadena obtenemos:

_dh_OF oFdy
Cdr  Or Oy dx



El descubrimiento que hemos hecho es que podemos despejar:

oF
dy 9z _ e’ +1
de ~  OF — cos(y—3)—2
Ay

oF
siempre que sea — = cos(y —3) — 2 # 0 (lo cual sucede siempre jverdad?). O sea, que aunque

0
no sabemos escrib?iJr una expresion explicita para y(zx), si podemos calcular su derivada en un
punto (xo,y(xo)) dado. De esa forma podremos aprovecharnos de toda la informacion que la
derivada proporciona sobre y(z). (De hecho, es posible calcular derivadas de orden mds alto, y
de esa forma escribir polinomios de Taylor para y(x), con lo que tenemos una forma de resolver
—al menos aprorimadamente— la ecuacion.)

Este ejemplo nos muestra la cara optimista, las buenas noticias sobre el problema que estamos
intentando resolver. Pero no siempre va a funcionar todo tan bien. Veamos otro ejemplo sencillo.

Ejemplo 3. ;Cudntas funciones y(z) define la ecuacion x* + y? = 1?2 Hagamos un dibujo:

——_ Y34 {zl—

J

g.l2)= 1—22

Como puede verse en este dibujo, o “despejando” en la férmula, en cada punto del intervalo
[—1,1] quedan definidas dos funciones por la ecuacion. Esas funciones son:

y+ (@) = V1 —2?
y—(z) = —V1—a?

Si en un problema aparece esta ecuacion y necesitamos emplear una de esas funciones debemos
escoger entre ellas. Para ello podemos fijar cual es la imagen del punto. Por ejemplo, si en
nuestro problema sabemos' que ha de ser y(0) = 1, entonces sélo hay una de estas dos funciones
que toma el valor 1 en 0. La funcion

y+ () = V1—2a?

'Por ejemplo, a través de la condicién inicial de un problema de Cauchy para una ecuacién diferencial

w
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definida, por ejemplo, en el intervalo de los valores (—2, 2) del eje x, proporciona para cada

x de ese intervalo una solucion y de 2% + y?> = 1. Lo mismo puede decirse de

y—(r) = —V1—2?

Ademds como puede verse, esas funciones son diferenciables salvo en los puntos x = 1,0 = —1
(en los que la tangente es vertical). Por otra parte, es evidente que en esos puntos la ecuacion no
permite determinar un valor de y para cada valor de x, porque si x es menor que 1 y estd cerca
de x =1, como muestra la siguiente figura:

1w
e
e
H"‘"ﬂ-\.
———
—
o
Para este valor dex| |7
hay dos valores de v
é_'— —"

no hay una inica solucion y. (Y por otra parte si x > 1 no hay ninguna solucion.) No hay
ninguna esperanza de que sea posible definir y(x) en un entorno abierto de x = 1, y que ese
valor y(z) nos proporcione una solucién inica de x> + y* = 1 en ese entorno.
Si utilizamos la misma idea que en el ejemplo anterior, hariamos F(x,y) = 2 + 3% — 1 con
lo que:
W) = Fla,y(@) = o>+ (y(2))2 =1 =0

Y derivando:

oF OF
h/ = — = =
@)= G5 + 5v@) =0
De donde se obtiene:
or
Moy — Oz _ %
dy

Como se ve, esta formula sélo presenta problemas en aquellas soluciones (x,y) de 2% +y? =1
en las que sea y = 0. Es decir, precisamente en los puntos (1,0) y (—1,0), donde hemos visto
que era imposible definir y(x) de una forma satisfactoria.

No queremos terminar este ejemplo sin senalar que hemos simplificado bastante al decir
que la ecuacion z? + y?> = 1 determina tan sélo dos funciones en un entorno de x = 0. Es
posible construir muchas otras soluciones st decidimos emplear la formula de y4 en algunos
subintervalos, y la férmula de y_ en otros subintervalos. De esa manera se obtienen infinitas
posibles funciones y(x) que cumplen

2’ + (y(x)* =1



Por ejemplo, en esta figura representamos una de esas funciones, definida en el intervalo (—0,8,0,8).
Hemos sombreado ligeramente el drea bajo la curva para ayudar a la vista:

r

ey

P,

Es evidente sin embargo que esta funcion no es continua, y por tanto no es diferenciable. Sin
embargo, si tomamos una bola suficientemente pequena alrededor del punto (0,1) (teniendo en
cuenta la coordenada y, no sélo la coordenada x = 1) y queremos obtener soluciones diferencia-
bles de la ecuacion x> + y?> = 1, es evidente que todas las posibles soluciones contenidas en esa
bola quedan correctamente descritas usando solamente y .

Parece por tanto, a la luz de estos ejemplos, que la condicién
oF
— #0
oy 7
tiene que ver con la existencia de una funcién implicita que sea derivable. En el teorema que

vamos a formular escribiremos una condicion que, efectivamente, es una generalizacién natural
de esta observacion a problemas con n variables.

1.2. Funciones implicitas en n variables

Después de todas estas observaciones vamos a generalizar esto a funciones f : R” — R™. Esta
generalizacion es necesaria para tratar con sistemas de ecuaciones como este:

Fi(z1, . Ty Y1y Ym) =0
FQ(mla"'vxn7y17"‘7ym) =0

Fm(xl,...,xn,y1,~-~,ym):0

Nuestro problema aqui consiste en saber si es posible despejar las variables (yi,...,ym) en
términos de las variables x1, ..., x, para obtener una funcién f : R" — R™ dada por:

y1 = fi(x, ..., Tn) Y1 =y1(T1, .., Tn)

y2 = fo(x1,...,zp) y2 = y2(x1, ..., xp)

o, abusando de la notacién

ym:fm(wly--wxn) ym:ym($1,~--,$n)



Observacion.

1. El lector debe observar que, a pesar de que nosotros hemos diferenciado la letra de las va-
riables que vamos a despejar de las que van a ser variables independientes, en un problema
real esa distincién no se produce. Dada una ecuacion:

F(x,y) =0

muchas veces es igualmente posible despejar y(z) o bien z(y). Y de una ecuacién como
F(z,y,z) = 0 podemos intentar despejar z = f(z,y) o también y = g(z, 2).

2. A partir de m ecuaciones vamos a intentar despejar m variables en funcién de las restantes
variables. En general no es razonable esperar que sea posible obtener un niimero de funcio-
nes mayor que el nimero de ecuaciones disponibles, aunque esta no es una regla absoluta:
la ecuacion (y —senx)? + (z — cosx)? = 0 define tanto a y como a z como funciones de ,
de manera tUnica.

1.3. Un ejemplo sencillo: funciones implicitas dadas por sistemas lineales.

El caso de los sistemas lineales proporciona un ejemplo sencillo en el que ensayar las ideas
que volveran a aparecer en el teorema general. Supongamos pues dado un sistema:

Cl11Z1 + -+ CipnTp + Clpr1Y1 + - - F ClutmYm = b1
C1T1 + -+ + ConTy + o1yl + -+ C2ptmYm = b2

Cm1%1 + ** + Cpn®p + Cn+1Y1 + -+ Contm¥Ym = bm

En el que by,...,b, son nimeros. Queremos saber cuando es posible despejar las variables y;
en términos de las ;. En el curso de dlgebra lineal el lector debe haber aprendido que para que
esto sea posible la submatriz de coeficientes formada por las columnas que ocupan las variables
y; ha de ser de rango m:

Cin+1 - Cln4m
Cn+1 0 C2ntm
Cmn+l " Cmpn+m

Obsérvese que es una matriz cuadrada de orden m, y que ha de tener determinante no nulo. Para
prepararnos para el teorema, y relacionar este resultado con los ejemplos anteriores, observemos
que si hacemos:

F=(F,....,Fn),2=(x1,...,2n), 7= (Y1, -, Ym)

con:

Fi(z1,...,Zn, Y1, Ym) = C1T1 + -+ + Cin@n + Cinp1y1 + - - + Cintm¥Ym — bi



Entonces el sistema es equivalente a F'(z,y) = (0,...,0). Y la condicién para que se puedan
despejar las y; como funcién de las x; es:

orn . OF
Clm+1  °  Clntm E m
(&) 1 cee Co oFy . OFy .
n+ L dym | = det <8(Fl”Fm)> £0
. . 8 Y1, - ’ ym)
Cmn+l ° Cmpn+m OFy .. OFm
8y1 aym
La condicién 3(F .
det (( LLARAL m)) 40
5(3/1» s 7ym)
es el equivalente en este caso de la condicién:
oF
— #0
oy 7

que hemos obtenido en algunos de los ejemplos precedentes.

1.4. Definicién de funciéon implicita

Vamos finalmente a dar una definicién de lo que entendemos por una solucién del problema
de despejar unas variables en funcién de otras, inspirdandonos en la discusion anterior y en los
ejemplos que hemos visto:

Supongamos dada una funcién F = (Fy,...,F,) : U C R"™™ — R™ en un abierto U C
R™™ mediante las relaciones:

Fl(x17~--7$n7y17"'7ym) =0

Fy(x1, . Ty Y1y Ym) =0

Fm(xlv"')xnaylv""ym):0

Sea (Zg, Jo) un punto de U (con Ty € R™, 5o € R™) tal que:

F(:E(]v gﬂ) =0
Definicién 4. Diremos entonces que la ecuacion F(Z,y) = 0 define a § = (y1,...,Ym) como
funcion implicita de T = (x1,...,xy,) si existe un entorno V de Ty en R™ y un entorno W de yo

en R™ junto con una aplicacion f:V — W dada por:

flze,.oyxn) = (filzr, .oy zn), fa(@a, .o oymn), ooy f(@1, -0y @)
tal que:

1. g = f(&) es solucion del problema F(z,y) = 0; es decir,

F(z, f(z)) =0

para todo T € V.



2. Ademds, ésa es la inica solucion en un entorno de (Zo, go): eso significa si (a,b) € (V xW)
es una solucion de la ecuacion, es decir si F(a,b) = 0, entonces ha de ser necesariamente

b= f(a).

Observacion. La definicién dice que hay un entorno V x W de (Zg, 7o) en el que la funcién f(z)
soluciona la ecuacién F(z,y) = 0. Es decir, que al sustituir es F(z, f(Z)) = 0. Como ya hemos
visto antes, en el ejemplo [3, no podemos esperar que f sea la tnica solucién en un entorno de
Zg. Pero lo que pedimos es que sea la tinica solucién en un entorno de (Zg, go); es decir, teniendo
en cuenta también el valor .

1.4.1. Enunciado del Teorema de la funcion implicita

Ahora tenemos el lenguaje necesario para formular el teorema central de este apartado:

Teorema 5. (Teorema de la funcién implicita.) Sea U un abierto de R"™ y F = (Fy,..., Fy,) :
U — R™ una funcion de clase C* en U. Si (Zo, 7o) es un punto de U tal que

F(Zo,90) =0
y ademds:
a(Flava)‘
—_ 0
a(yla"'vym) ?é

entonces la ecuacion F(z,y) = 0 define a § como funcion implicita de . Ademds, con la notacion
de la definicion ], existe una wnica solucién f:V — W de clase C* de este problema.

1.5. Derivacién implicita

Una vez que estamos en las condiciones del teorema anterior, podemos calcular las derivadas
parciales de las funciones

yi(x1,...,zp)

en zg. En efecto, puesto que f = (f1,..., fm) es de clase C*¥ en un entorno de xg, aplicando la
regla de la cadena a

F] (xly--'axnayl(xb'"7xn)>"'7ym(x1>'"7:CTL)) =0

tenemos: .
oF; OF; OF; Oy,
0=—L ="(x —L(z — (@
O 8:1%( 0’y0)+;6yk( O’y‘))axi( 0)
donde ¢ = 1,...,n. Es decir que tenemos un sistema lineal de n ecuaciones con n incégnitas: las
n derivadas parciales
T ()
(%ci

que buscamos. Y su determinante es distinto de cero, porque es el mismo determinante que
aparece en el teorema. Se puede resolver este sistema para despejar las derivadas parciales.
A este proceso es al que conocemos como derivacién implicita de la ecuacién F(z,y) = 0.



2. Teorema de la funcion inversa. Sistemas de coordenadas

2.1. Presentacién del problema

El problema del que nos vamos a ocupar es un caso especial del problema general que hemos
visto al tratar sobre el teorema de la funcién implicita. Recordemos de que trata el teorema de
la funcién implicita. Si se tiene un sistema de ecuaciones tal como

Fl(ul,...,un,vl,...,vm) =0
F(u,v) =0, es decir : (1)
Fo(uty .. tup,v1,...,05) =0

el teorema de la funcién implicita fija las condiciones que tienen que cumplirse para que sea
posible despejar de este sistema las variables vy, ..., v, en funcién de las variables uq, ..., uy
(la solucion es local, definida en un entorno de una solucién dada del sistema). Conviene releer
el enunciado de ese teorema y haber entendido completamente los ejemplos que lo acompanan
antes de seguir adelante. Recordemos que el teorema concluye que la condicién esencial para que
sea posible despejar las variables v para obtener una funcién diferenciable de las variables u es
que, en el punto en el que despejamos, se tiene que cumplir

O(Fy, ..., Fy)

det 8(’1)1, ce ,Q}m)

# 0
Es decir, que la matriz de derivadas de las ecuaciones con respecto a las variables que se quieren
despejar debe tener determinante no nulo.

El teorema de la funcién inversa se aplica cuando el sistema de ecuaciones con el que empe-
zamos es de la forma:

v = Fi(z,...,zp)
y = F(Z), es decir : (2)
Yn = Fn(x1,...,20)

(atencion: el nimero de variables y y de variables x coincide) y tratamos de “darle la vuelta”
para despejar las variables T en funcién de las g. El sistema de partida se puede escribir en la
forma:

Fi(z1,...,2n) —y1=0

Fn(wh---?xn) _yn:o
para que tenga la misma forma que el sistema (1)). Y si lo que queremos es despejar las variables
Z, el teorema de la funcién implicita dice hay que asegurarse de que el determinante de las
derivadas de estas ecuaciones con respecto a & (las variables que se despejan) tiene que ser no
nulo. Es decir, que en el punto en el que despejamos tiene que ser:

OF, OF,
e
# 0 (3)
OF, OF,
o



En este sentido, el teorema de la funcién inversa es, como hemos dicho, sélo un caso especial
del teorema de la funcién implicita. Y podriamos pasar muy rapidamente sobre él. Pero las
funciones inversas son tan importantes que merece la pena detenerse en su estudio, y ver algunos
ejemplos, para conseguir una comprension mas profunda del teorema cuando se aplica a este
tipo de problemas.

2.2. Funciones inversas locales en una variable

Empezamos por el que posiblemente sea el ejemplo mas sencillo, pero que contiene ya casi
todos los ingredientes del resultado general:

Ejemplo 6. Consideremos la ecuacion y = f(z) = x2. Los puntos del plano x,y que cumplen
esta ecuacion son los de una pardbola:

La férmula y = f(x) nos lleva de un valor x al correspondiente y pasando por la pardbola, como
ilustran las flechas en esta figura.

Supongamos ahora que lo que queremos es despejar la x como funcion de la y. Al tratar de
hacerlo, como sabemos se obtienen dos formulas, llamémoslas g1 y g2 para distinguirlas:

r=g1(y) =+vy, =gy =y

Estas dos férmulas tienen que hacer el camino contrario al de las flechas de la figura anterior.
Nos llevan de la y a la ©. Por esa razon es evidente que las dos formulas sélo tienen sentido
para y > 0. No hay puntos en la pardbola con y negativa.

Las dos formulas verifican ademds que

fl(y) =y, flg2(y) =y

sPor qué hay dos formulas? A la vista del anterior dibujo es evidente: porque para cada valor
y > 0 existen dos valores de x tales que (x,y) estd en la pardbola. Es decir, el camino de vuelta
desde la y a la x no es unico. Fso significa que no es cierto que se cumpla

g(f(x)) =z

para cualquier x. Por ejemplo, si x = —3



Los valores de x para los que se cumple g1(f(x)) = x son los que cumplen x > 0. Y los valores que
cumplen go(f(x)) = x son los que cumplen x < 0. Parece ser, por tanto, que cuando tratamos de
wnvertir la funcion f, para volver desde y hacia x tenemos que considerar dos regiones distintas,
como se ilustra en la siguiente figura.

R B ™ B B = e p v Region II, © < 0:
: Aqui la x se obtiene de lay
mediante © = \/ij

Region I, © > 0:
Aqui la x se obtiene de lay
mediante ¥ = —\/y

Las funciones g1 y go son inversas locales de la f, en el sentido que estamos viendo. Ambas
permiten volver desde la y a la x, pero sélo en una cierta region de valores de x.

La frontera entre ambas regiones es el punto x = 0. En ese punto la funcion y = f(x) tiene
un minimo local, y por tanto su derivada se anula. Y si nos prequntamos por la derivada de las
dos inversas locales, obtenemos:

91(y) = 2\1/@7 95(y) = —2\1/17

Es decir, que ambas funciones son derivables salvo en y = 0. Como veremos, no es casualidad
que y = 0 sea el valor correspondiente a x = 0, que es el valor de x que separa ambas regiones.

Para el segundo ejemplo vamos a permanecer todavia dentro del ambito de las funciones de
una variable. Se trata de comprobar que las observaciones que hemos hecho en el primer ejemplo
parecen extenderse a otros ejemplos mas complicados.

Ejemplo 7. Consideremos la funcion

cuya grafica es ésta:
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-0 5 0 5} 10

Vamos a tratar, como en el anterior ejemplo de despejar la x en funcion de la y. Estd claro, a
partir de la figura, que sdlo es posible volver de la y a la x© si empezamos con un valor de la y
entre 0 y 1. Pero si tomamos uno de esos valores 0 < y < 1, desde ese valor se puede volver a
cuatro valores diferentes de la x, como se muestra en esta figura:

19
091
0e

0.7 1

0.6+

-10 5 X, X0 X; X, 5, 10
De hecho, en este caso es posible resolver la ecuacion, porque al escribir

ylzt +1) = (2t +1) — 22

se obtiene una ecuacion bicuadrada en x, que una vez resuelta produce estas cuatro formulas:

\/_ (2y-2) (14 /=317 +59) ﬂ\/(y—l) (~1+ V=3-17 +8)

z=g1(y) = 2y —2 ) z=ga(y) = 2y — 2 )
v@Vﬂy—JJ(—1+\/—3—4y2+8y) VL(Qy—2)<1+\/—3—4y2+8y)
z=gs3(y) = — 5y 2 s r=g4(y) =~ 5, 9

Al igual que ocurria en el anterior ejemplo, es cierto que

flo1() =y, fl92(v) =, f(93(y) = v, f(9a(w)) =¥

Pero en general no se cumple, por ejemplo, que g1(f(x)) = x para todo x. Hay cuatro formulas y
los valores de x quedan divididos en cuatro regiones, que se ilustran en esta figura (es conveniente
verla en colores):

12
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Las regiones son

Ri={x:z< -1} Ry={x:-1<2x2<0}
Ry={z:0<2<1} Ry={x:1<uz}

En la region Ry, formada por los x con x < —1, si se cumple que

g(f(z)) ==

Y lo mismo sucede en Ro con gs, etcétera. Los puntos que separan esas cuatro regiones son,
salta a la vista, los puntos estacionarios de f, es decir, son los x en los que f'(x) se anula.
Dejamos como ejercicio para el lector comprobar que las soluciones de f'(x) = 0 son precisamente
x = —1,0,1, que son los puntos que separan entre si las cuatro regiones. Las cuatro funciones

g1, 92, g3, g4 son inversas locales de f, cada una en la correspondiente region.
Conviene también detenerse a pensar en la derivada de las inversas locales. Tomemos por

ejemplo la funcion x = g2(y), que viene dada por la formula

v fu-n (-1 v 1)

z = ga(y) = 2y —2

La region Ro comprende los x entre x, = —1 y xp = 0. Obsérvese que

vo= @) = (-1 =5, w= @) =f(0) =1

Pues bien, si se deriva go se obtiene esta expresion?:

(-1+ V=3 - 17 +8y) V2
(y—l)\/(y—l) (—1+\/—3—4yz+8y)\/—3—4y2+8y

galy) = —1/4

2Si el lector desea comprobar por sf mismo los célculos de esta dltima parte del ejemplo, es aconsejable utilizar
un programa de cédlculo simbdlico, tal como Derive, Maple, Mathematica, o similares.
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Y si se sustituye y por yo = 1/2 0 por y, = 1 se comprobard que la derivada g5 no existe en
ninguno de esos dos valores. Y no hay ningin otro valor de y entre 0 y 1 (los unicos importantes
en este ejemplo) para el que no exista la derivada g4. Para que quede claro cudl es la observacion:
la derivada de g2(y) no existe en aquellos valores de y que corresponden a valores x con f'(x) =0,
y que son precisamente los x que marcan la frontera de la region Ro. Para entender el sentido
geométrico de esta observacion el lector debe hacerse estas preguntas: ;Cudl es la posicion de la
recta tangente a la grdfica en estos puntos? ;Por qué es entonces evidente que en esos puntos
92(y) no puede ser derivable?

Antes de seguir adelante queremos dejar claro un punto que ha aparecido en los ejemplos an-
teriores. Supongamos que tenemos una funcién y = f(z), que yo = f(xp), y que f es derivable
en xo. Si = g(y) es una inversa local de f en una regién R que contiene a x(, entonces debe
cumplirse

g(f(z)) == (4)
para todos los = de esa regién. Entonces, si la inversa local es derivable en yy = f(xg), aplicando
la regla de la cadena podemos calcular la derivada en zq (con respecto a x) de la igualdad (2.2),
para obtener:
g'(f(x0)) - f'(w0) = 1; es decir, ¢'(yo) - f'(z0) =1

Ahora bien, si el punto zp cumple f'(zg) (es estacionario), entonces se obtendria 0 = 1, lo cual
es imposible. Por lo tanto, si f/(z) = 0, es imposible que exista la derivada ¢'(yo).

Esta observacién significa que los puntos zy que cumplen f’(zp) = 0 imponen restricciones a
las inversas locales de f: las inversas locales no pueden ser derivables en esos puntos. Recuérdese
que en los ejemplos que hemos visto esos puntos eran precisamente los que delimitaban las
regiones en las que existian distintas inversas locales de f.

Resumiendo: el conjunto de valores de x queda dividido en regiones, delimitadas por los
puntos solucién de f’(x) = 0, y en cada una de esas regiones existe una inversa local. Ahora
bien, los valores de la y también quedan divididos en regiones. En un ejemplo genérico, como el
que se muestra en esta figura, dada una funcién y = f(z)

[)’3 HJ
R, - Rs 1 2

es facil ver los valores de x quedan divididos en cuatro regiones, que se indican en la figura. A
cada una de estas regiones le corresponde una inversa local x = f;l(y), para i =1,2,3,4. Pero
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jcudles son los valores de la y para los que esta definida esa inversa local? Si nos fijamos por
ejemplo en la regién Rs, es facil comprender que los valores & de esta regién se corresponden
con los valores de y en la regién S3 que se indica en esta figura:

de manera que cada x de R3 se transforma mediante f en un y de S3, y reciprocamente, cada
y de S3 se transforma mediante la inversa local f5 Len un = de Rs. Para resumir ésta situacién
decimos que fy f3 ! son inversas entre las regiones R3 y Ss.

2.3. Inversas locales como cambios de variable

Supongamos entonces que la funcién y = f(x) tiene una inversa local en una regién R, y que
esa inversa local z = f~1(y) estd definida en una regién S de valores de y. Entonces a cada z
de R le corresponde un tinico y en S, y viceversa. Lo cual significa que podemos usar los valores
de y para representar a los x, sin que se produzcan ambigiiedades ni pérdidas de informacion.
Es decir, que podemos utilizar la férmula y = f(z) para cambiar la variable z por la variable y.
Si después, a partir de la y queremos recuperar la x, hacemos x = f~1(y). Un par de ejemplos
ilustraran lo que queremos decir.

Ejemplo 8.

1. Si queremos resolver la ecuacion
25 —523+6=0
podemos hacer el cambio de variable y = f(x) = z3. Entonces se tiene
y? —5y+6=0

y es facil ver que las soluciones de esta ecuacion son y = 2,3. Para recuperar las solu-
ciones de la primera ecuacion deshacemos el cambio de variable. Es decir, aplicamos la
transformacion inversa

z=f""y) =Y
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y obtenemos r = %, Y3 como soluciones de esa ecuacion.

sPor qué estamos sequros de que asi hemos obtenido todas las soluciones x de la ecuacion
original? Pues mediante las ecuaciones y = f(x) yx = f~*(y) a cada = le corresponde un
y Unico y viceversa. Son inversas la una de la otra en todo R. Si hubiera otra solucion xg
de la primera ecuacién, distinta de /2 y /3, entonces yo = f(x0) = :E% tendria que ser
solucidn de la sequnda ecuacion, vy seria distinta de 2 y 3, lo cual es absurdc®.

2. Para resolver la ecuacion
2t =522 4+6=0

podemos hacer el cambio de variable y = f(x) = z2. Entonces se obtiene de nuevo
v —5y+6=0

Cuyas soluciones son, como ya sabemos y = 2,3. El problema surge cuando tratamos de
volver de la y a la x. Porque ahora existen dos inversas locales:

z=fly)=+vy
r=fy'y) = -y

y St queremos recuperar todos los valores de x tenemos que aplicar ambas, para obtener

z=+V2,-V2,+V3,-V3

En general, para usar con garantias un cambio de variable y = f(z), es preciso hacer un estudio
detallado de las inversas locales de f, sus regiones de definicién, su diferenciabilidad, etcétera.
La herramienta fundamental para este tipo de estudio es el teorema de la funcién inversa.

3. Inversas locales en el plano R%2. Cambios de sistemas de coor-
denadas

Conocemos ya dos sistemas de coordenadas distintos en el plano. El sistema de coordena-
das cartesianas y el de coordenadas polares. ;En qué consiste un sistema de coordenadas del
plano? Vamos a examinar atentamente ambos sistemas para extraer algunas conclusiones que
nos permitirdn comprender otros sistemas de coordenadas diferentes.

3.1. Coordenadas cartesianas y polares

El sistema de coordenadas cartesianas identifica un punto del plano mediante los valores de
x y de y. El de las coordenadas polares identifica un punto mediante los valores de r y a. Hay
una forma de describir estos sistemas de coordenadas mediante familias de curvas coordenadas
que lugo nos serd muy util.

Empecemos con las coordenadas polares. En este sistema de coordenadas un punto del plano
se identifica mediante el radio r y el angulo «, que tienen el significado geométrico que ya
CONOCemos:

3Una observacién: as{ recuperamos todas las soluciones reales de la primera ecuacién. jPero no todas las
soluciones complejas! Una ecuacién polinémica de grado seis tiene siempre seis soluciones complejas, y nosotros
s6lo hemos recuperado dos de ellas.
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Coordenadas polares y cartesianas

Si nos fijamos en los puntos que tienen un valor fijo del radio, escribiendo r = 1y, donde 7 es
una constante, obtenemos una circunferencia (de radio 79). De la misma forma, si escribimos
a = oy donde ag es una constante, obtenemos los puntos de una semirrecta que pasa por el
origen (jojo! no es una recta completa, y el matiz es muy importante. La otra parte de la recta
corresponde a un angulo distinto, ag+7). Al dibujar estas circunferencias y rectas para distintos
valores de rg y ag se obtiene una red de coordenadas como la de esta figura:

Para identificar un punto del plano, lo que hacemos es senalar la circunferencia y la semirrecta a
las que pertenece, como en esta figura, en la que se destacan en trazo grueso una circunferencia
y una semirrecta, junto con el punto del plano que determinan:

Hay, sin embargo, algunas dificultades. No es posible describir el origen de esta forma sin am-
bigiiedad: ja qué semirrecta debemos senalar? Y por otra parte, la relacién entre las semirrectas
y el valor de g también es ambiguo: ag v ag + 27 senalan a la misma recta.
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El caso de las coordenadas cartesianas es similar, pero mas sencillo. Aqui también, si escribi-
mos x = xg e Yy = ¥o, al variar los valores de las constantes xg e yg se obtiene una red de curvas
coordenadas, que en este caso son rectas paralelas a los ejes de coordenadas.

¥

-

también en este caso, como ilustra la figura, basta con senalar una recta de cada familia para

identificar un punto del plano.
Un tercer ejemplo muy sencillo de sistema de coordenadas lo proporcionan las ecuaciones

u=2r+y
v=x—y

En qué sentido representan estas ecuaciones un sistema de coordenadas? Si fijamos un valor
constante en la primera férmula, escribiendo ug = x + y, obtenemos una recta. Si hacemos lo
mismo en la segunda, escribiendo vg = x — y, y ahora vamos variando los valores de ug y vy,
obtendremos una imagen que ya va siendo familiar: dos familias de curvas (rectas en este caso)

¥

-

y para determinar un punto del plano basta con senalar una curva de cada familia. Es decir,
basta con conocer los valores de u y de v. Podemos decir por eso que (u,v) forman un sistema
de coordenadas del plano, de manera que en lugar de dar los valores (x,y), podemos usar (u,v)
para identificar los puntos del plano. Es decir se trata de un cambio de variables: cambiamos
(z,y) por (u,v).

Como en el caso de las funciones de una variable, para que un cambio de variables sea 1til
es preciso que no hay ambigiliedades ni pérdida de informacién. Hemos visto un ejemplo de las
ambigiiedades que debemos evitar en el caso de las coordenadas polares: si » = 0, sea cual
sea « se obtiene el punto (x,y) = (0,0), el origen. Y ademds, sea cual sea r, las coordenadas
(r,a) y (r, + 2m) producen el mismo punto (z,y). En el caso de las funciones de una variable
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descubrimos que, para aclarar la situacion, habia que dividir el conjunto de valores de la variable
x en regiones, y utilizar una inversa local distinta segin la regién. El limite entre esas regiones
lo marcaban los ceros de la derivada. Veamos un ejemplo en dos variables.

Ejemplo 9. Vamos a considerar una aplicacion f : R? — R?

U= Ty
{v:x—l—y (5)

Estas ecuaciones definen la funcion (u,v) = f(x,y). Si fijamos un valor ug de u, escribiendo
xy = ug obtenemos una curva del plano. Para uy # 0 esa curva es una hipérbola. En el caso
especial ug = 0 se obtienen los dos ejes de coordenadas. Y si hacemos lo mismo, escribiendo
T+ 1y = vy obtenemos una recta paralela a la diagonal del sequndo y cuarto cuadrantes. Cuando
se hace ésto para distintos valores de ug y vo se obtiene, como en anteriores ejemplos, la red de

curvas que se muestra en esta figura:

SNNNNNNNARNRY

Pero si se escoge una hipérbola (un valor de ug) y una recta (un valor de vy ), resaltadas en trazo
grueso en la figura, se observa que hay dos puntos de corte. Asi que el par de valores (ug,vy) no
identifica uno, sino dos puntos del plano. Esta ambigiiedad impide usar (u,v) como un sistema
de coordenadas en todo el plano, en lugar de (x,y).

FEsa ambigiiedad se detecta también cuando se intenta dar la vuelta al sistema de ecuaciones
(5) para despejar x,y como funciones de u,v. Tenemos:

2

y=uv—x, luego u=x(v—x)=vr —2°; es decir, z*

—vz+u=0
y al resolver esta ecuacion de grado 2 para x se obtiene:

vEVoR - du » vF Vi —du
=5 con lo que, sustituyendo, y = —s

T
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Se obtienen asi dos sistemas de formulas,

v+ V2 —4u v—Vv2—4u
- r= -—

xr =
f—l, 2 f—l, 2
1 - 2 -
v—Vv2—4u v+ Vo2 —4u
y:— y:—
2 2

A la vista de lo que ocurria en el caso de una variable, es razonable esperar que estas formu-
las definan inversas locales de f en dos regiones distintas del plano. En una de esas regiones
habrd que utilizar las formulas fl_1 para cambiar entre las variables (z,y) y las (u,v), y en la
otra region tendremos que usar las formulas fy L

s Como podemos averiguar cudles son esas regiones? En el caso de una variable obtuvimos
esa informacion mediante los ceros de la derivada. Tratemos de hacer lo mismo. A partir de:

u=zy
v=z+Yy
calculamos la matriz jacobiana:
0 [}
o Oy y =
df = =
Qo 11
or Oy

A la vista de lo que hemos aprendido sobre funciones inversas, lo razonable es estudiar los puntos
en los que el determinante de esta matriz se anula. Es decir, los puntos que cumplen:

y—x =0

Esos puntos forman la recta diagonal del primer y tercer cuadrantes, que divide al plano en dos
regiones, dos semiplanos Ry = {x —y > 0} y Ry = {x — y < 0}. Si se anade esa recta al dibujo
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se observa que cada uno de los puntos de corte pertenece a una region distinta: la ambigiedad
queda resuelta.

Ahora ya estd claro cudles son las dos regiones Ry y Ro en que ha quedado dividido el plano
(z,y). sPero cudles son las regiones S1 y So de valores de (u,v) que les corresponden? 5Y
qué inversa local hay que usar en cada region? Para responder a estas prequntas observemos que
la frontera de las regiones Ry = Ra la definen los puntos con x = y. Fsos puntos se transforman,
mediante f en puntos (u,v) que cumplen

2

U=z .

, es decir: du = v?
v =2

Para entender bien lo que esto significa utilizamos otro plano, distinto del plano x,y, en el que
representamos sobre los ejes los valores de u y de v. Nos referiremos a este seqgundo plano como
el plano (u,v). En este plano, la ecuacién 4u = v? representa la pardbola que aparece en la
figura, y que divide al plano (u,v) en dos regiones S1 y Sa:

eje v

plano (u, v)

Obsérvese ademds que los puntos de la pardbola son precisamente los puntos en que las ecuacio-
nes de las inversas locales fl_l(u, v)y fz_l(u, v) no son derivables: porque v? —4u es precisamente
lo que aparece dentro del simbolo raiz en esas inversas locales.

Las formulas que definen a las inversas fl_l Y f2_1 sélo tienen sentido si v> — 4u > 0. Es
decir, si v? > 4u, y eso significa que (u,v) estd en la region Si. Es importante darse cuenta de
que esto significa que, al calcular f, los puntos de Ry van a parar a Si, jy los de Ry también!
Pero al tratar de volver desde Si al plano (z,y) debemos ser cuidadosos. Obsérvese que de

v+Vv2—4u

€r =
i 2
v—Vv2 —4u
y:—
2

se deduce que
r—y=Vv2—4u>0

Ast que fl_1 envia la region S1 en el semiplano Ry = {x —y > 0}, mientras que f2_1 envia la
region S1 en el semiplano Ra.
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3.2. Definicién de inversa local

Los ejemplos que hemos visto han preparado el terreno para las definiciones formales:

Definicion 10. Sea f : R” — R" una aplicacion, que vendrd dada por unas ecuaciones:

ui :ul(ml,...,xn)
UQIUQ(Jbl oo, L )
u= f(x), es decir: oo
Un :un(xlv"wxn>

Sea Ty un punto de R™, y sea ug = f(Zo). Decimos que f tiene una inversa local en Ty si existe
un entorno A de To, un entorno B de g, y una aplicacion f~1: R® — R tales que:

1. Siz € A, entonces f(z) € B. Reciprocamente, si ii € B, entonces f~1(u) € B
2. Six € A, entonces f~1(f (%)) = . Reciprocamente, si 4 € B, entonces f(f~1(u)) = u
Es decir, que la funcién f establece un cambio de variables fiable (sin ambigiiedades, ni

pérdida de informacién) entre los valores & de la regién A, y los valores @ de la regién B.

3.2.1. El teorema de la funcién inversa

Con la anterior definiciéon tenemos todos los ingredientes para entender el enunciado general
del teorema, en el que interviene la condicion sobre el determinante del jacobiano que vimos al
comienzo del capitulo como consecuencia del teorema de la funcién implicita:

Teorema 11 (Funcién inversa). Sea, como antes f : R™ — R™ una aplicacion, y Ty un punto
de R", con uy = f(Zo). Supongamos que f es diferenciable en un entorno de Ty y que se cumple
la condicion

our O
ox1 o0z,
det df (Zo) = det gg“l’ “"i = det £0
xl? 7~Tn % %
ox1 oxy,

Entonces existe una inversa local f~1 de f, definida entre un entorno A de To y un entorno B
de Uy. Ademds, f~' es diferenciable en todos los puntos de B y se cumple:

d(f1)(@0) = (df (7o)~
donde la sequnda inversa se refiere a la inversa de la matriz jacobiana.

La mejor forma de recordar la expresiéon que aparece al final del teorema es “la jacobiana de la
inversa es la inversa de la jacobiana”.

Como ya hemos sefialado antes, este teorema puede verse simplemente como un caso especial
del teorema de la funcién implicita. Y reciprocamente, el teorema de la funcién implicita se puede
demostrar usando el teorema de la funcién inversa. Pero ahora queremos dar otra justificacién
del teorema de la funcién inversa, que puede servir de base para construir una demostracién
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rigurosa (tipo € — d). Sabemos que si f es diferenciable en Z( entonces, para T cercano a Ty se
tiene esta aproximacion:

u = f(z)~ f(To) + df (Zo)(Z — Zo) = to + df (Zo)(Z — Zo)

Para encontrar la funcién inversa tenemos que tratar de despejar Z en funcién de @. Al intentar
hacer ésto en la anterior aproximacién se obtiene

u— ug =~ df (Zo)(Z — Zo)
Para seguir despejando, tenemos que “pasar la matriz df (Zo) al otro miembro”. Y para que eso
sea posible la condicién clave es que el determinante de esa matriz sea no nulo. Y en ese caso
tendremos:

_ _ _ -1 ,_ _
T~ To + (df (To)) (u — o)

Al llegar aqui hemos sido capaces de despejar Z, asi que la inversa f~! existe. Pero ademas,

tenemos una férmula de aproximacién local, asi que la inversa es diferenciable. Y por ultimo,

su jacobiana no puede ser otra mas que la inversa de la jacobiana de f. Como hemos dicho,

convertir este argumento en una demostracion formal exige ser cuidadosos con los detalles, pero
es sencillo.

3.3. Funciones con inversa no diferenciable

La regla de la cadena implica que en los puntos en los que det df’(Zo) = 0, es imposible que
exista inversa local diferenciable. En efecto, si existiera f~! diferenciable, llamando iy = f(Zo)
se tendria

(fof@) =2
Es decir, que (f~! o f) es la aplicacién identidad, cuya jacobiana es (compruébese) la matriz
identidad. Y aplicando aqui la regla de la cadena:

d(f~1)(ao)df (zo) = I

Pero eso significa que d(f~!)(#g) es la matriz inversa de df (Zo), por lo que esta matriz tiene que
tener determinante no nulo.

Este resultado es una especie de reciproco parcial del teorema de la funcién inversa: si
det df (Zo) # 0 entonces existe inversa local diferenciable. Y si det df(Zo) = 0 entonces es impo-
sible que exista inversa local diferenciable. Pero puede ocurrir que sea det df (Zp) = 0 y que atin
asi exista una inversa, que no serd en ese caso diferenciable. Ya hablamos de ésto en la pdgina
14l pero lo recordamos ahora para que se entienda cudl es exactamente la informacién que el
teorema proporciona. Veamos ahora un ejemplo sencillo.

Ejemplo 12. Si tenemos y = f(x) = x3, entonces f'(x) = 322. Asi que, desde luego, f'(0) = 0.
Sin embargo existe la inversa x = f~(y) = %y) Lo que sucede es que al calcular la derivada
de la inversa 1
YW =—~
(7)) 3V

se observa que f~! no es derivable en y =0, que es el valor que le corresponde a x = 0.
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3.4. Inversas globales vs inversas locales

Hemos visto en varios ejemplos que, al tratar de encontrar la inversa de una funcién g = f(z),
a menudo es preciso descomponer los valores de & en varias regiones, y que en cada una de ellas
puede ser necesario emplear una inversa local diferente. También hemos visto que el teorema
de la funcién inversa puede ayudarnos en la tarea de trazar las fronteras entre esas regiones.
Pero la informacion que proporciona el teorema no es definitiva. Vamos a ver dos ejemplos que
muestran las dos caras de la moneda.

Ejemplo 13 (Una inversa global). Consideremos la funcién f : R?> — R? dada por

U=2x
v=a%+ Y
Entonces es facil despejar x,y para obtener:

r=1Uu

y=v—u’
Estas formulas definen la funcion inversa f~1. En este caso no hay necesidad de dividir el plano
x,y en regiones, porque las férmulas que hemos obtenido sirven en todo punto del plano. En
este contexto podemos decir que f posee una inversa global en todo el plano. Obsérvese que el
jacobiano de f es

ou Ou
. A 1 0
det 0z Oy = det =1
v Ov 2z 1
or 0Oy

Lo cual es coherente con la existencia de una inversa diferenciable en todo punto.

Podria pensarse, a la luz de ejemplos como el anterior, que si se cumple det(df # 0) en todo
punto, entonces estd garantizada la existencia de una inversa diferenciable global en el mismo
sentido que en este ejemplo, con unas formulas tnicas para la inversa. No es asi.

u = e’ cosy

Ejemplo 14. Consideremos la funcion f : R? — R? dada por { . Entonces

v=e"seny

ou Ou

a9 A ePcosy —eseny
det g:c gy = det =e"
v v e’seny e*cosy

dr oy
con lo que el determinante del jacobiano nunca se anula. Sin embargo, es evidente que no puede

haber unas formulas unicas para la inversa, porque el punto (xo,yo) y el punto (xg,yo + 2m)
producen los mismos valores de u y v.

El problema que aparece en este ejemplo es realmente dificil. El teorema de la funcién inversa
garantiza que si det df (o) # 0, entonces existe una inversa local diferenciable, definida en cierta
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region que contiene a Zy. Pero no dice gran cosa sobre el tamano de esa regién. Lo més que se
puede obtener es alguna indicacién a partir de los puntos donde el determinante del jacobiano
se anula. Pero aparte de eso no sabemos nada mas. Y si no hay puntos donde el determinate
se anule, como en este ejemplo, entonces el teorema no permite deducir nada sobre el tamafio
de la regién. Una posibilidad, en casos como el de este ejemplo, es tratar de hecho de despejar
x,y como funciones de u,v. Dejamos al lector como ejercicio intentar ese trabajo en el ultimo
ejemplo.
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