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P1. i) Comente las siguientes afirmaciones. En caso que alguna sea verdadera, demuéstrela y si fuera falsa de un
contraejemplo.

a)

(0.5 ptos) Sea f : R™ — R™ continua y Gr(f) = {(z,y) € R® x R™ : f(x) = y}. Entonces Gr(f) es
cerrado.

Consideremos (z,, yn)nen C Gr(f) tal que (2,,y,) — (2,y). Dado que x,, — x y como f es continua
tenemos que y, = f(z,) — f(x). Luego, por unicidad del limite se concluye que f(x) = y, y por lo
tanto (x,y) € Gr(f), es decir, Gr(f) es cerrado.

(0.5 ptos) Sea (R",[|-|) un evn y A, B CR™. Si A C B, entonces 0A C 0B.
Indicacién: Recuerde que 0A = AN Ac.

Consideremos A = Q y B = R. En este caso, 0Q = QNQ¢ = Ry 0B = RNR¢ = (). Luego, claramente
A C B pero 0A D 0B.

b
(0.5 ptos) Sea I : (C([a,b],R),|| - |l1) = (R,|-]|) definida por I(f) = / f(z)dz. Entonces I es un

operador lineal continuo.

Claramente I es un operado lineal. En efecto, dados f, g € C([a, D], R):

b

b b
17+ 39) = [ (f(a) + Mgla)do = [ o+ [ gla)da = 17) + Mr(g)

Ademis se satisface que:

=] sl < [ 15w =151,
y por lo tanto, se concluye que I : (C([a,d],R),| - |[1) = (R, |- |) es un operador lineal continuo.
(0.5 ptos) Pruebe que toda norma || - || en R es de la forma ||z| = «a|z|, donde a > 0y |- | es la

funcién valor absoluto. Concluya que toda norma en R proviene de un producto interno. Determinelo.

Dado que || - || es una norma en R, se satisface que ||az|| = |a||z||, pero como z € R es un escalar,
también se satisface que ||az| = |z|||a|, y por lo tanto |«|||z| = |z|||a]] = |z||a|||1], de donde se
concluye que ||z|| = ||1|||z] = ~|z|, con v = ||1]| > 0, es decir, las normas en R son ponderaciones

por escalares positivos de la norma del valor absoluto. El producto interno que induce esta norma es
(z,2) = (2)°.

(0.5 ptos) Si A= {(x1,22,...,2,) ER": 2, € Q, V1 <i <n} explicite 4, int Ay 0A.

Podemos notar que A = Q™. Luego, int A = int Q" = (it Q)" =0y A =Q" = Q™ = R". La
frontera se encuentra directamente usando que A = A\ int A = R™.

(0.5 ptos) Si A C R™ es un cerrado o un abierto, entonces int (§A) = 0. jEs cierto este resultado
para cualquier conjunto A? Pruébelo o de un contraejemplo.



Esto es falso, pues si consideramos A = Q C R (el cual no es cerrado ni abierto), entonces int 0A =
int 0Q =int R =R # (.
i1) Sea E = R[X] el espacio de los polinomios coeficientes reales. Considere las siguientes aplicaciones, donde

q
p(z) = Zaiaf :
=0

Ny E — R_;,_
p — Ne(p) = sup |a
0<i<q
d:E — R
p = ®(p)=p(1)

a) (1 pto) Pruebe que (E, N,) es un espacio vectorial normado.

Es directo que E es un espacio vectorial. Probemos que N, es una norma en E. En efecto:

q
= Sip(z) = g a;z?, entonces Ny (p) = s<u1<) |a;] < 400, pues se estd tomando supremo sobre un
— 0<i<q
=0

conjunto finito de reales.
q

= Claramente si p = 0 entonces Noo(0) = 0. Ahora supongamos que N (p) = 0, con p(x) = Z a;z".
=0

0<i<q —
0, para todo = € R. Se conluye entonces que p debe ser el polinomio idénticamente nulo.
s Si A €R, entonces Noo(Ap) = sup |Aa;| = |A| sup |a;| = |A|Noo(D)-
0<i<q 0<i<q

q
Luego, 0 < sup |a;| =0, es decir a; = 0 para todo i € {1,...,q} y por lo tanto p(z) = Z a;xt =
i=0

m n
= Resta probar la deisgualdad triangular. Dados p,q € E, con p(z) = Zaixi y q(z) = Zbixi
i=0 i=0
asumamos sin pérdida de generalidad que gr(p) = m > gr(q) = n. Luego, tenemos que (p+q)(z) =
m

Zcixi, donde ¢; = a; + b; para todo i € {1,...,n} y ¢; =a; parai € {n+1,...,m}. Luego:
i=0
leil = lai + b5 < lai| + [bi] = |es] — |ai| < [bi] < sup |bi] = Noo(q)
1<i<n

De igual manera tenemos que

|ci] = Neo(q) < lai] < sup |ai| = Neo(p)

1<i<m
y por lo tanto |¢;| < Neo(p) + Neo(q) para todo ¢ € {1,...,m} y tomando supremo se concluye
que Noo(p+ q) < Noo(p) + Noo(q)-
b) (0.5 ptos) Pruebe que P es lineal.

Seanp,q € E conp(z) = Y it a;x’ y q(z) = Y. biz’. Luego, asumiendo que gr(p) = m > gr(q) =n
m

tenemos que (p + Ag)(x) = Zcixi, donde ¢; = a; + Ab; para todo i € {1,...,n} y ¢; = a; para
i=0

ie{n+1,...,m}. Luego:
Pp+Ag) = (p+A9(1)

=1
’L:l z:ln

= Z a; + A Z b;
i=1 i=1

= @(p) +22(q)



¢) (0.5 ptos) Considere la familia de polinomios p,(r) = x + 22 + ... + 2", para todo n € N. Calcule
©(pn) ¥ Noo(pn)-
O(py) =pn(1)=14+12+...+1" =ny No(pn) = sup [1| =1.
0<i<n

d) (1 pto) Deduzca que @ : (E, Noo) — (R, | - |) no es continua.

Por un lado tenemos que Noo(p, — 1) — 0, donde 1 es el polinomio constante igual a 1. Pero ®(p,,) =
n — +00 # ®(1) y por lo tanto @ : (E, Noo) — (R, ]| - |) no es continua.

P2. i) Sea f:R™ — R™ una funcién lineal, donde los conjuntos de partida y llegada estdn dotados de alguna
norma.

a) (1 pto) Demuestre que existe M > 0 tal que [[£(u) — £(v)|| < M||u — v]|, para todo u,v € R™.

Sea {e1,...,e,} la base candénica de R™. Entonces:
[e(u) = L)l = ||¢ (Z Uﬂi) -1 (Zw&) H
i=1 i=1
= Zuzé(el) — Zviﬁ(ez)
i=1 i=1
n
= D (s —wi)l(es)
i=1
< Z s —wil[[£(eq) |
< méx ||e e; ||Z|ul—vl|
= i "
= Mfu—w]|
donde M =C 112;1<X l¢(e;)]|, donde C > 0 viene de la equivalencia de la norma || - ||y ¥ || - || en R™.

b) (0.5 ptos) {Es ¢ continua? Justifique.
La continuidad es directa pues ¢ es M-Lipschitz.
¢) (0.5 ptos) Muestre que ker(¢) = {z € R" : {(z) = 0} es cerrado.
Basta notar que como (R™, || - ||) es un evn los singleton son cerrados y como £ es continua, sabemos

que las preimagenes de cerrados en R™ mediante ¢ son cerrados en R™. Concluimos entonces que
ker(¢) = £=1({0}) es un cerrado en R™. También se puede demostrar mediante sucesiones.

d) (1 pto) Demuestre que £ es inyectiva si y solo si existe m > 0 tal que ||¢(x)|| > m||z|, para todo x € R™.

Primero supongamos que existe m > 0, y que £(z) = 0. Entonces 0 = [[{(z)|| > m|=z| = 0, y
por lo tanto x = 0, es decir, ¢ es inyectiva. Ahora supongamos que {¢ es inyectiva y probemos
la existencia de tal constante. Para ello, consideremos la funcién g : R™ \ {0} — 0 definida por

(I II)‘

composicion de continuas. El conjunto A =

g(x) =

=1 -|lo <||$||> Primero notemos que || - || o £ es una funcién continua, pues es
x

|| i cx € R™\ {0}} =0B(0,1) y ademés ||-||of(z) >0

para todo z € A, pues { es inyectivo (solo vale 0 en z = 0, pero 0 ¢ A). De esta forma, concluimos
entonces que || - || o £ alcanza su minimo en A y existe m > 0 tal que || - || 0 £(z) > m para todo z € A.

Pero esto implica que || - || o £ E |) > m para todo z € R y por lo tanto |[£(z)|| > m/||z].

i1) Estudie el limite en el origen de las siguientes funciones:



a) (0.5 ptos)
1+ 2 — cos(z? + y?) — arctan(z)

f(x,y) = v? + y2
0 si (z,y) = (0,0)

si (z,y) # (0,0)

Esta funcién es continua en (0,0). En efecto:

1 — cos(x? + y?) x — arctan(z)

1+ 2 — cos(z? + y?) — arctan(z)
- .132 + y2

.132 +y2 .1'2 +y2
1 — cos(x? + y?) x — arctan(z)
= 22 + 42 2
1—cosu 1 — cos(z? + y?)

= 0 concluimos que

Si (z,y) — (0,0), entonces 22 +3? — 0y como ili% 5 2

x — arctan(x

0. Por otro lado, como & — 0 es facil comprobar (con L’Hopital por ejemplo) que h’rr%) 72() =
Tr— €T

u

0, y por lo tanto

1+ 2 — cos(x? + y?) — arctan(r)

—0
2+ 32

|f(z,y) — £(0,0)| =
cuando (z,y) — (0,0).

b) (0.5 ptos
a peos) 0 siy<06y>a?

flx,y) =

1 siy>0ey<a?

Esta funcién no es continua en el origen. Consideremos la sucesién de puntos en R? dada por

1 1
(Tn,yn) = (712’ 2712) Por un lado tenemos que (2, yn) — 0 pero f(z,,y,) =1 # f(0,0).

¢) (0.5 ptos)
22y

f(x,y) = v+ yﬁ
0 si (z,y) = (0,0)

si (z,y) # (0,0)

. . . . . 1 1
Esta funcién no es continua en el origen. Si consideramos la sucesién (z,,yn) = <37 — | tenemos
n'n

1 1
| AT
que (xnvyn) - (070)7 S embargo f(xnvyn) = 1 1 = 5 7& f(O,O)
N _|_ N
niz 12
1 —cosu u — arctanu
Indicacion: Puede ser 1til conocer los siguientes limites: lim ——— y lim ———————.
u—0 u2 u—0 ']_L3

i#i) (1.5 ptos) Determine para que valores de o € R es continua en (0,0) la siguiente funcién:

fog) gﬁi_i_xg si (z,y) # (0,0)
r,Y) =

0 si (x,y) = (0,0)

Hagamos el cambio a coordenadas polares z = pcosf e y = psenf. De esta forma la expresion queda
como:



P3.

en el origen.

p* L cosf(sen )

p?(cos 0 4 sen 0) 4 cos? 6

Si o > 1 entonces la expresion de arriba se va a 0 y entonces f es continua en el origen. Si o < 1 basta
tomar dos valores de 6 distintos para obtener diferentes limites, y por lo tanto en este caso f no es continua

i) Sea f:R"™ — R una funcién continua y definamos g : R \ {0} — R como

g@) = f (|j”)

a) (0.5 ptos) Pruebe que g alcanza su maximo y su minimo en R™ \ {0}.

Notemos que A = {x
[

cx €R™\ {O}} = 9B(0,1) es un cojunto compacto. Como f es continua,

f+ A = Ralcanza su méximo y minimo en A, y por lo tanto ¢ alcanza su maximo y minimo en R™\ {0}.

b) (1.5 ptos) Pruebe que 11'11%J g(x) existe si y solo si f es constante en 0B(0,1) = {z € R" : ||z|| = 1}.
T—

Si f(z) = ¢, para todo z € 9B(0,1), entonces lim g(z) = lim f <
z—0 z—0

|x||> = ¢, y por lo tanto existe.
x

Reciprocamente, basta ocupar la continuidad de f por definicién y ver que se satisface para todo
e > 0. Tomando limite € — 0 se tiene que f debe ser constante en 0B(0, 1).

ii) Sea f:R? — R la funcién definida por:

f('r’y) =

il'y3

2 + 72

si (@,y) # (0,0)

0 si (z,y) = (0,0)

a) (1 pto) Estudie la continuidad de f en todo su dominio.

Claramente es continua en R? \ {0} (por dlgebra de funciones continuas). Veremos que en el origen

también lo es, en efecto:

cuando (z,y) — (0,0).

.’Ifys
l’2 + y2

= |acy| _>0:f(0’0)

3
g’”wz
)

b) (1 pto) Determine las derivadas parciales de f donde existan.

Dado que f es diferenciable en R? \ {0} (por dlgebra de funciones diferenciables) en particular es

derivable parcialmente y valen:

of v (y* — 2°)
%(x,y) - (xg +y2)2
of y2 (323 + %)
3y ™Y (w2 + )

Estudiemos la existencia de derivadas parciales en el origen:

of

or

(0,0)

f((0,0) +(1,0)) = f(0,0)

lim

t—0 t
o F0)

t—0 t
=0



9 0.0) = 1im 2U00+40D) = F(0,0)
6?‘/ t—0 t
I(CY))
t—0 t
=0

¢) (1 pto) Analice la continuidad de las derivadas parciales en (0, 0).

of of

(2 — 22
<x,y><o,o>\ v —a)

(x% +y?)?
(Iyl* + =) (y* + 2*)
(x% +y?)?

[, )30 (2, 9)1I3
(=, 9)ll5
3 (2, 9113
(2, 9)ll5
= Cl(z,y)]2 =0

ox ox

0
cuando (x,y) — (0,0), y por lo tanto a—f es continua en el origen.
x

of of y*(32° + y*x)
a5 00| - [
< W)U’ + ) + (0 + 22) (=] + |y])
= (22 + y2)?
_ BB IS + (@ y)lE] (@, 9)])
I y)lI3
< N IEGEC @, y)lls + M|/, y)]3)
N (2 )13

= (BC*+M)|(z,y)[2 =0

0
cuando (z,y) — (0,0), y por lo tanto o1 es continua en el origen.

dy
d) (1 pto) Analice la diferenciabilidad de f en (0,0).

Dado que las derivadas parciales existen y son continuas en el origen, concluimos que f es diferenciable
en el origen.

TIEMPO: 3 HORAS



