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P1. Sea (H,(:,-)) un espacio de Hilbert, y K C H un convexo cerrado no vacio.
a) Pruebe que para todo x € H, existe un tnico T € K tal que

o =] = mi o = y)|

b) Pruebe que T se caracteriza por:
s TCcK
- <$7fay7§> S 0

¢) Sea Pk : H — K tal que Pk (z) = m% |z — y|| = T. Pruebe que
ye

[P (1) = Prc(2)[| < [l21 — 22|
Concluya que es continuo. Ademés si K es un subespacio de H, entonces Pk es lineal.

P2. (Teorema de Riesz) Sea (H,(-,-)) un espacio de Hilbert, y ¢ € L(H,R). Pruebe que existe un tnico w € H
tal que

P(z) = (w, )

para todo x € H. Ademds pruebe que ||w|| = [|¥| z(m r)-
P3. Estudie la diferenciabilidad, continuidad y existencia de derivadas parciales en el origen de f definida como:
y(z? + zy)
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0 si (z,y) = (0,0)

si (@,y) # (0,0)

P4. Considere el espacio vectorial de R™ x R™ sobre el cuerpo R, provisto de la norma ||(z,v)| = /||=||? + ||y|/?-
Sea B : R™ x R™ — R una funcién bilineal, es decir, las aplicaciones B(-,y) : R™ — Ry B(z,-) : R® — R son
lineales (con x e y fijos respectivamente)

a) Demuestre que existe una constante C' > 0 tal que |B(z,y)| < C||z|/|lyll, ¥ (z,y) € R™ x R™.

b) Demuestre que V(z,y), (w, z) € R™ x R™, se tiene que B((z,y) + (w, 2z)) = B(z,y) + B(z, z) + B(w,y) +
B(w, z).

¢) Desmuestre que B es diferenciable en cada punto (zg,yo) € R™ x R™ y se tiene que DB(xg,yo)(w, z) =
B(w7 yO) + B(an Z)

d) Demuestre que B es continua y derivable parcialmente en todo punto (xg,y0) € R™ x R™.



