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P1. (Lema de Urysohn) Sea (X, ‖ · ‖) un evn, y A,B ⊂ X dos cerrados disjuntos. Pruebe que existe una función
continua f : X → [0, 1] tal que f |A ≡ 0 y f |B ≡ 1.

P2. Sean X,Y dos evn y f, g : X → Y dos funciones continuas tales que f(x) = g(x), para todo x ∈ D, donde D
es denso en X. Pruebe que f(x) = g(x) para todo x ∈ X.

P3. Considere la aplicación φ : (C([0, 1],R), ‖ · ‖∞)→ R tal que φ(f) = f(0). Pruebe que es continua. ¿Sigue siendo
continua si ahora el espacio de partida se dota de la topoloǵıa inducida por la norma ‖ · ‖1?

P4. Consideremos el siguiente espacio de funciones:

X = {f ∈ C([0, 1],R) : f(0) = f(1) = 0}

a) Pruebe que X es un subespacio vectorial cerrado de (C([0, 1],R), ‖ · ‖∞).

b) Concluya que X es un espacio de Banach.

P5. Sea (H, 〈·, ·〉) un espacio de Hilbert, y K ⊂ H un convexo cerrado no vaćıo.

a) Pruebe que para todo x ∈ H, existe un único x ∈ K tal que

‖x− x‖ = mı́n
y∈K
‖x− y‖

b) Pruebe que x se caracteriza por:

x ∈ K
〈x− x, y − x〉 ≤ 0

c) Sea PK : H → K tal que PK(x) = mı́n
y∈K
‖x− y‖ = x. Pruebe que

‖PK(x1)− PK(x2)‖ ≤ ‖x1 − x2‖

Concluya que es continuo. Además si K es un subespacio de H, entonces PK es lineal.

P6. (Teorema de Riesz ) Sea (H, 〈·, ·〉) un espacio de Hilbert, y ψ ∈ L(H,R). Pruebe que existe un único w ∈ H
tal que

ψ(x) = 〈w, x〉

para todo x ∈ H. Además pruebe que ‖w‖ = ‖ψ‖L(H,R).

P7. (Bonus) Sea (H, 〈·, ·〉) un espacio de Hilbert, y E un subespacio vectorial cerrado de H, con E 6= H. Demuestre
que existe e ∈ H tal que ‖e‖ = 1 y d(e, E) = 1, donde d(e, E) = ı́nf

y∈E
‖e− y‖.
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