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Calculo en Varias Variables

Problemas de Continuidad, Espacios Métricos y
Espacios Normados

Prof: Marcelo Leseigneur
Aux: Sebastian Bustamante F. - Victor Verdugo S.

Sea X el conjunto de las n-tuplas ordenadas de ceros y unos. Mostrar que X tiene 2"
elementos y que d(x,y) ="ndmero de lugares en que x e y tienen valores diferentes” es
una métrica sobre X. (Esta es la llamada distancia de Hamming y es dtil en teoria de
autématas y c6digos.)

Determinar si la aplicacién d : R x R — R definida por d(z,y) = |2* — 4?| es una métrica
sobre R. Si no lo es, decir si existe un subconjunto de la recta en que si lo sea. Dar el mayor
de los conjuntos que lo cumplen.

Sea f una aplicacién continua y periddica tal que el conjunto {7 : T es periodo de f} es
denso en R. Demostrar que f es constante.

Sea f: X — Y una aplicacién tal que f|4 : A — f(A) es continua, con A C X. jEs
necesariamente f continua en A?

Sea X un conjunto no vacio. Una aplicacion d : X x X — R se llama pseudométrica si se
verifica lo siguiente:

i) d(x,y) >0, Ve,y € X
i) d(xz,x) =0, Yz € X.
i) d(z,y) =d(y,z), Yo,y € X.
iv) d(z,y) < d(z,z) +d(y,2), Ve,y,z € X.

iLa funcién d(x,y) = [?|2(t) — y(t)|dt define una métrica o pseudométrica en C[a, b]?;Y
en R|a,b] las funciones Riemann-integrables en [a, b]?

Se considera el conjunto
Co(R") ={f:R" - R: f continua y lim f(z) =0}
subespacio del espacio de Banach (C(R"), || - ||oo). Pruebe que Cy(R™) es de Banach.

Sean (X1, || - |l1), (X2, || - ||2) espacios normados. Si {x,}nen C Xi es una sucesion que
converge a x en (Xi, || ||1) Y {Tn}nen C L(X1, X2) una sucesidon que converge a 1" en
(L(Xy, X2), || - []). probar que T, (xn) — T(x) en (Xa, || - [|2).

Si X = C[0,1] con la norma || - |1, se definen los operadores S, T : X — X como
S(x)(s) = [y x(t)dt, T(z)(s) = sx(s) respectivamente.
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i) iConmutan S'y 77
ii) Pruebe que 5,7 € L(X, X).
iii) Encuentre [|S||, Tl |TS]], |ST|-

Sea X = ([0, 1] con la norma uniforme.

i) SiT e L(X,X) se define como T'(f)(t) = 'ii(t) t €10,1], f € X, encuentre ||T.
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i) Si S se define como S(f)(t) = [y K(t,s)f(s)ds, donde K es continua, pruebe que
S es lineal y continua.

iii) Fijado ty € [0, 1], se define a* por z*(f) = f(to). Pruebe que z* es lineal, continua
y encuentre ||z*]|.

Considere f : R™ — R™ continua. Pruebe las siguientes propiedades:

i) Si A C R™ es abierto (cerrado), entonces f~!(A) es abierto (cerrado) en R™.
i) f(adh(A)) C adh(f(A)), para cualquier A C R™.
i) f~'(int(B)) C int(f~Y(B)) y adh(f~'(B)) € f~'(adh(B)), para cualquier B €
R™.

Sea f: R" — R™ continua y sea Gr(f) := {(z,y) € R" x R™ : f(z) = y}. Probar que
Gr(f) es cerrado.
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. . -, . y*—x
Estudie | tinuidad de la fi = .
studie la continuidad de la funcién f(x,y) Sm(zy)x?—i—y?
Considere la funcién f : R*\{(0,0)} — R definida por f(x,y) = 2? 5+ Pruebe que
Zz Y
li limy f () = lim lim f(2,9) = 0,
pero que
lim T
(z,y)—(0,0) J(@y)
no existe.
22—y
Considere la funcién f : R*\{(0,0)} — R definida por f(x,y) = R Pruebe que
xr Y
It Ity (2. y) = lfm i /() = 1
pero que
lim T
(z,y)—(0, 0)f< y)
no existe.

Considere [ : R™ — R™ funcién lineal y continua. Probar que el kernel de [, es decir,
ker(l) = {z € R" : [(x) = 0} es cerrado.



