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P1. Sea (E, ‖ · ‖) un e.v.n. y F un s.e.v.n. de E. Demuestre que B[0, 1] ⊆ F ⇒ F = E.

P2. Sean (E, ‖ · ‖E), (F, ‖ · ‖F ) espacios vectoriales normados y L : E → F una función lineal.
Pruebe que:

(i) L es continua ⇔ L es continua en 0.
(ii) L es continua en 0 ⇔ ∃c ∈ R tal que ∀x ∈ E, ‖L(x)‖F ≤ c · ‖x‖E.

P3. Sea U ⊆ Rn abierto no vacío. Sea h : U → Rn un “homeomorfismo”, es decir, h es
biyectiva y tanto h como h−1 son continuas. Además, h es uniformemente continua, esto
es, h verifica que

(∀ε > 0)(∃δ > 0)(∀x, y)‖x− y‖ < δ ⇒ ‖h(x)− h(y)‖ < ε.

Demuestre que bajo estas hipótesis, U debe ser igual a todo Rn. Para esto:

a) Pruebe que si U ⊆ Rn es abierto y cerrado a la vez, entonces U = Rn ó U = ∅.
b) Pruebe que si {xn}n∈N es una sucesión de Cauchy y h es uniformemente continua,

entonces {h(xn)}n∈N es también una sucesión de Cauchy.
c) Recordando que en Rn una sucesión es convergente si y sólo si es de Cauchy, deduzca

que U es cerrado y concluya.

P4. Determine la continuidad en el origen de

f(x, y) =


x4 + y4

x2 + y2 si (x, y) 6= (0, 0)
0 si (x, y) = (0, 0)

P5. Determine los valores de α para que la siguiente función sea continua en el origen:

f(x, y) =


x2|y|α

x6 + y2 si (x, y) 6= (0, 0)
0 si (x, y) 6= (0, 0)

P6. Considere los conjuntos A,B ⊂ R2 dados por A = {(x, y) : x 6= 0 ∧ y 6= 0} y B =
{(0, 0)} ∪ {(1/nπ, 0) : n ∈ Z\{0}} ∪ {(0, 1/nπ) : n ∈ Z\{0}}. Demuestre que la función
f : A ∪B → R definida por

f(x, y) =
{

(x+ y) sen(1/x) sen(1/y) si (x, y) ∈ A
0 si (x, y) ∈ B

es continua en A ∪B.
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