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MA2001-1 Calculo en Varias Variables. Semestre 2010-2
Profesor: Marcelo Leseigneur Auxiliares: Sebastidan Bustamante y Victor Verdugo

Tarea 2

Fecha de entrega: Viernes 24 de Septiembre.

P1. Determinar para que valores de « € R existe el limite en (0,0) de la funcién

a?lyl*
flay) =4 * vV st (@) # (0.0)
0 si (z,y) = (0,0)

P2. Determine el limite en (0,0) de las siguientes funciones:

a)

x>
oy | g 200
z,y) =
0 si (z,y) = (0,0)
b)
228 .
fog) = i (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)
9 2., .2
o ) ) £ 0.0
z,y) =
0 si (z,y) = (0,0)
d)

ysen(acz +9%) siz#0
x

fla,y) =
0 siz=0

P3. Determinar para que valores de o € R es la continua en (0,0) la funcién

. O s ) £ 00)
T,Y) =

0 si (x,y) - (070)

P4. Determine si es continua en (0,0) la siguiente funcién

T COSY —YyCoST —T + Y
I2+y2

0 st (z,y) = (0,0)

si (z,y) # (0,0)
f(z,y) =

P5. Determine si es continua en (0,0) la siguiente funcién
xz* 4 sen y4
fay) =4 TV
0 st (2,9) = (0,0)

si (z,y) 7 (0,0)



P6. Calcule el siguiente limite (en caso que exista):

i 1+ 2 — cos(z? + y?) — arctanx
fm
(2.9)=(0.0) z? +y?

P7. Determine si son continuas en (0, 0) las siguientes funciones de R? en R:

a)

1 .
—sen(xy) siz#0
x

flz,y) =
0 siz=0
b)
2(23 4+ 42) + 24
f(z,y) - mj—i/y)‘l—’_ si (z,y) # (0,0)
T,y) =
: si (z,9) = (0,0)
c) "
fay) = Pty si (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)
d)
L
flay) =4 @)+ (@ —y)? (z,y) # (0,0)
0 si (z,y) = (0,0)

senx —seny

———————~  sitanx # tany

tanz — tany

flz,y) =
cos® x sitanz = tany

P8. Calcule el limite en (0,0) (en caso que exista) de las siguientes funciones:

rseny +y
a) f(I,y):m
%y
b = —
) f(xvy) 1‘6+y2
22y 4+ xseny
c) f(x,y):T
VIl +y: —xy
22y
d = ——7
) f(x,y) S
senx3—tany3
€) f(l",y):xQ—erz
PY. Sea f(r,y) = 0
. Sea f(x,y = A 4e

a) Sea a : R — R? definida como «(t) = (¢,0). Pruebe que }ir% fla(t)) =0.
—
b) Sea 3 :R — R? definida como 3(t) = (0,t). Pruebe que }1’1% F(B()) =0.
—
¢) Pruebe que para cualquier m € R, si se define v : R — R? como 7(t) = (¢, mt), entonces }frr(l) f(y(t) =0.
—

1
d) Sea § : R — R? definida como §(¢) = (t,t?). Pruebe que }Hr(l) fla(t)) = £
—
2

e) jQué puede concluir acerca de lim — 7
) {Qué pu e ' (w,y);(oyo) ot 4 4y?



P10

P11

P12

P13

P14.

P15.

Pi1e6.

P17.

e) Grafique f y compare sus resultados con el grifico.
Analice la continuidad de la funcién
| e

—— si(zy) #(0,0)
fan—{ VAP

1 si (z,y) = (0,0)
Analice la continuidad de la funcién
w22 '
——— si(x,y)#(0,0)
fla,y)y=4 © 1Y
1 si (z,y) = (0,0)

Encuentre y grafique el dominio de las siguientes funciones:

1
a) fil@y) = 55
b) fg(l“,y,Z) = Lry

r22

C) fS(xuyvz) = \/36 — 422 — 9y2 — 22

Encuentre el dominio e imagen de las siguientes funciones. Luego, grafiquelas.

a) gi(z,y) =2* +4y* +1

b) ga(x,y) =senxcosy

¢) gs(w,y) = e ?seny
)

a) Sea f: D CR? - Rtalque lim f(x,y)=[. Supongamos que para cada x existe h’rr%) f(z,y) y para
Yy—r

(z,y)—(a,b)
cada y existe lim f(zx,y). Pruebe que:
Tr—a

lim lim f(z,y) = lim lim f(z,y) =1

x—a y—b y—br—a

2 2

b) Aplique la proposicién anterior para probar que la funcién f(z,y) = no tiene limite en (0,0).

$2+y2

—5—— tiene limites iterados que coinciden, sin embargo, no existe el

¢) Verifique que la funcién f(z,y) = 7
x Yy

limite en (0,0).
Sea 2 C R™ un abierto, a € Qy f:Q — R. Para § > 0 tal que B(a,d) C 2 se definen:
M(a, f,0) = sup{f(z):x € B(a,d)}
m(a, f,6) = inf{f(z):z € B(a,0)}
Se define la osiclacidn de f en a, denotada por osc(f,a), como

OSC(f, CL) = 51_1,>%1+(M(a’ I 5) - m(av I 6))

Pruebe que si f es acotada, entonces es continua en a si y solo si ose(f,a) = 0.

Calcule el valor del siguiente limite (en caso que exista) :

n

o @—ya'+(a—2)y" —(a -yl
(z,y)—(a,a) (z —y)(a—x)(a—y)

Sea f una funcién continua definida en un evn (E, || - ||g) con valores en (F,|| - ||). Pruebe que:

a) Si B C F es cerrado, entonces f~1(B) C E también es cerrado.

b) Si B C F es abierto, entonces f~!(B) C E también es abierto.



P18.

P19.

P20.

P21.

P22.

P23.

P24.

P25.

P26.

P27.

¢) f(A) C f(A), para todo A C E.
d) f~Y(intA) C intf~(B), para todo B C F.

e) f~Y(B) C f~*(B), para todo B C F.

Sea f una funcién continua definida en un evn (E, | - ||g) con valores en un evn (F,| - ||r). Demuestre que el
conjunto G(f) = {(z,y) € Ex F :y = f(x)} es cerrado en el evn producto E X F.

Sea L : E — R una funcién lineal continua. Pruebe que L es continua si y solo si Ker(L) es cerrado en E.

Sea I : (C([a,b],R), || - |l1) — (R,]|-|) definida por I(f) = f; f(z)dz. Demuestre que I es un operador lineal

continuo.

Sea D un subconjunto denso en un evn X. Sea Y otro evn, y f : X — Y una funcién continua. Pruebe que
f(D) es denso en Y.

Sea f,g : X — Y dos funciones continuas tales que f(z) = g(x), para todo = € D, donde D es denso en X.
Pruebe que f(z) = g(z) para todo = € X.

Sea (E,| -||) un evn, a € E'y f: E — R una funcién continua. Pruebe que existe § > 0 tal que f(z) > @
para todo z € B(a,d/2).

n

Sean E1,..., E, espacios vectoriales normados, y sea 7; : H E; — E; tal que m;(x) = z;. Pruebe que 7; es
Jj=1

continua.

Sea f una funcién continua definida en un evn F con valores en R y A € R. Demuestre que:

a) Sx={z € E: f(z) < A} es cerrado en E.
b) Ixn={xz € E: f(x) = A} es cerrado en E.
¢) Ax={x € E: f(x) < A} es abierto en F.

Sea f: R™ — R una funcién continua y definamos g : R™ \ {0} — R como

9(@) = f (Hjjn)

a) Pruebe que g alcanza su maximo y su minimo en R™ \ {0}.

b) Pruebe que h’r% g(x) existe si y solo si f es constante en dB(0,1) = {z € R" : ||z|| = 1}.
z—

Para cada una de las siguientes ecuaciones, ;qué grafico corresponde al conjunto solucién de cada una de ellas?

a) z=x—vy

b) z =% 4>
c) 1—a%—y?
d) 22 =22 — 2




P28. Asocie cada gréfico de curvas de nivel con la funcién correspondiente:

| I1 I

v v VI

fle,y) =sin(z)

flry) =2+ 2y

fir,y) =|z| + ly|

flr,y) = sin(z)cos(y)

flr,y) =xe— =¥

flr,y) =2 f{x* +37)

P29. Sea f:R? — R definida por f(z,y) = = + .

a) Grafique las curvas de nivel. Detalle los casos c=0,c=1y ¢ = —1.
b) Grafique la proyeccién del grafo de f sobre el plano z = 0.

¢) Grafique la proyeccién del grafo de f sobre el plano y = 0.

d) ;Cuadl de los siguientes dibujos corresponde al gréfico de f?

P30. Sea f una funcién continua y biyectiva, de un compacto A de un evn E en un conjunto B de un evn F.
Demuestre que la funcién f~! : B — A es continua.



