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Definición 1: Un espacio topológico es un par (X, T ), donde X es un conjunto y T es una familia de subconjuntos
de X tal que

1. ∅, X ∈ T ;

2. Si A es un conjunto de índices arbitrarios y Uα ∈ T para todo α ∈ A, entonces
⋃
α∈A Uα ∈ T ; y

3. Si U, V ∈ T , entonces U ∩ V ∈ T .

A los conjuntos de T se les llama abiertos y a sus complementos se les llama cerrados.

Definición 2: Diremos que un espacio topológico (X, T ) es Hausdorff si para cada par de puntos distintos
x, y ∈ X, existen conjuntos Ux, Uy ∈ T tales que x ∈ Ux, y ∈ Uy y Ux ∩ Uy = ∅.

Definición 3: Sea (X, T ) un espacio topológico y A ⊂ X. Una familia de subconjuntos {Ui : i ∈ I} se dice
recubrimiento abierto de A si cada Ui es abierto y A ⊂

⋃
i Ui. Si J ⊂ I tal que A ⊂

⋃
i∈J Ui, entonces decimos

que {Ui : i ∈ J} es un subrecubrimiento del recubrimiento abierto de A.

Definición 4: Un subconjunto K ⊂ X de un espacio topológico se dice compacto si todo recubrimiento
abierto de K admite un subrecubrimiento finito.

P1. Pruebe que todo espacio vectorial normado1 es un espacio topológico.

P2. Pruebe que todo espacio vectorial normado es Hausdorff.

P3. Sean K1,K2 subconjuntos compactos disjuntos de un espacio topológico Hausdorff. Pruebe que existen
abiertos U, V tales que K1 ⊂ U,K2 ⊂ V y U ∩ V = ∅.
Solución:

Sea (X, T ) el espacio topológico Hausdorff y x ∈ K1. Como (X, T ) es Hausdorff, para cada y ∈ K2
existen abiertos Vxy, Vyx, tales que x ∈ Vxy, y ∈ Vyx y Vxy ∩ Vyx = ∅. Luego,

K2 ⊂
⋃
y∈K2

Vyx,

por lo que
⋃
y∈K2

Vyx recubre a K2 y como éste conjunto es compacto, existen y1, . . . , yn ∈ K2 tales que

K2 ⊂
n⋃
i=1

Vyix (subrecubrimiento finito).

Luego, tenemos que

Vx =
n⋂
i=1

Vxyi
∈ T ∧ Vx ∩

n⋃
i=1

Vyix︸ ︷︷ ︸
RK2 (x)

= ∅.

De este modo, para todo x existe un abierto Vx que lo contiene y un abierto RK2(x) que contiene a K2
tales que Vx ∩RK2(x) = ∅.

1Todas las propiedades de la auxiliar cuyo enunciado dice “espacio vectorial normado” también son válidas para espacios métricos.
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Haciendo esto para cada x, obtenemos un recubrimiento de K1 formado por
⋃
x∈K1

Vx, por lo que existen
x1, . . . , xm ∈ K1 tales que K1 ⊂

⋃m
i=1 Vxi

∈ T . Tomando
⋂m
i=1 RK2(xi) ∈ T , tenemos que

K2 ⊂
m⋂
i=1

RK2(xi) ∧
m⋃
i=1

Vxi
∩

m⋂
i=1

RK2(xi) = ∅,

con lo que se prueba lo pedido.

P4. Pruebe que en un espacio vectorial normado, todo subconjunto compacto es cerrado y acotado.

P5. Considere el espacio (C([0, 1],R), ‖ · ‖∞), la sucesión de funciones

fn(x) =


0 si 0 ≤ x < 1− 1

n1
1
n −

1
n+1

(x− 1 + 1
n ) si 1− 1

n ≤ x < 1− 1
n+1

1 si 1− 1
n+1 ≤ x ≤ 1

y pruebe que no tiene una subsucesión convergente. Esto muestra que no todo conjunto cerrado y acotado
es compacto2.

P6. Considere A = R× {0} ⊂ R2. Encuentre la frontera, interior y adherencia de A.

P7. Considere el conjunto

B = {x2 + y2 < 1, y > 0} ∪ {−1 ≤ x ≤ 1, y = 0} ∪ {x2 + y2 = 1, y < 0} ⊂ R2.

Encuentre la frontera, interior y adherencia de B.

2Este resultado se tiene pues el espacio C([0, 1],R) no es de dimensión finita. En dimensión finita es cierto que todo cerrado y
acotado es compacto. En Rn este resultado se conoce como Teorema de Heine-Borel.
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