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P1. Sea un espacio vectorial X sobre R y ‖ · ‖1 y ‖ · ‖2 normas en ese espacio. Diremos que estas normas son
equivalentes si existen α, β > 0 tales que

α‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ β‖x‖1

para todo x ∈ X. Denotemos por B1(x, r) = {y ∈ X : ‖x− y‖1 < r} y B2(x, r) = {y ∈ X : ‖x− y‖2 < r}.

a) Pruebe que si ‖ ·‖1 y ‖ ·‖2 son equivalentes, entonces para todo x ∈ X y para todo ε > 0, existen δ1, δ2 > 0
tales que

B1(x, δ1) ⊂ B2(x, ε)

B2(x, δ2) ⊂ B1(x, ε)

b) Ahora suponga que existen ε, δ > 0 tales que

B1(0, δ) ⊂ B2(0, 1)

B2(0, ε) ⊂ B1(0, 1)

Pruebe que ‖ · ‖1 y ‖ · ‖2 son equivalentes.

P2. Sea E = C1([0, 1],R) el espacio vectorial de las funciones definidas en el intervalo [0, 1], derivables, y con
derivada continua. Considere la siguiente aplicación:

‖ · ‖E : C1([0, 1],R) → R+

f 7→ ‖f‖E = |f(0)|+ ‖f ′‖∞

a) Pruebe que (E, ‖ · ‖E) es un espacio vectorial normado.

b) Pruebe que ‖f‖∞ ≤ ‖f‖E , para todo f ∈ E.

c) Mostrar que no existe ninguna constante positiva M tal que ‖f‖E ≤M‖f‖∞ para todo f ∈ E.

d) Concluya.

P3. Sea (X, ‖ · ‖) un espacio vectorial normado. Diremos que un conjunto θ ⊆ X es abierto si para todo x ∈ θ,
existe B(x, ε) ⊂ θ, para algún ε > 0. Sea τ = {θ ⊂ X : θ es abierto}. Pruebe las siguientes afirmaciones:

1) Si {θi}ni=1 ⊂ τ , es decir, dada una familia finita de abiertos, se tiene que:

n⋂
i=1

θi ∈ τ

2) Si {θλ}λ∈Λ ⊂ τ , es decir, dada una familia cualquiera de abiertos, se tiene que:⋃
λ∈Λ

θλ ∈ τ

3) ∅ ∈ τ y X ∈ τ .
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