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P3. Dado p € [1,+00), se definen los siguientes espacios:

® = {(zp)nen CR: Z |xn|P < +oo}
2 = {(zn)neny C R:sup|z,| < +o0}
n
co = {(xn)nen CR: 11;5115% =0}
Consideremos ahora las aplicaciones || - ||, : €7 = Ry y || - |l : €>° — Ry definidas por:
1/p
el = (Z |=’Cnp>
n
[2lloe = sup|zn]
n
donde & = (5,)neN
a) Pruebe que (¢7, || - ||,) es un espacio vectorial normado.
Probemos que | - ||, : £ — R4 es una norma en £P :

» Sea x = (Tp)nen € ¢P. Por definicién de este espacio, se tiene que:

1/p
D lwnl? < +o00 = (Z |an> < 400 = ||zl < 00

n n

s Sea A € Ry x € ¢P. Luego:
1/p 1/p 1/p
Azl = (ZM%I’J) = <Z>\|plmn|”> = Al (Z $n|p> = [Alll[l (1)
n n n

1/p
» Siz = (Tn)nen = 0, entonces z,, = 0, Vn € N, y por lo tanto ||z||, = (Z |xn|p) = 0. Supongamos
n

ahora que ||z||, = 0. Entonces:

1/p
0< |zn] < (va’) -0
n

para todo n € N, y por lo tanto z = 0.

= Finalmente, probaremos la desigualdad triangular. Para ello, previamente demostraremos la siguiente
desigualdad:
(Minkowski) Sea p € [1,400) ¥ (Tn)neN,(Yn)nen C R. Entonces, para todo m € N :

m 1/p m 1/p m 1/p
<Z|$i+yi|p> < (Z |$i|p> + (Z?Mp)
i=1

i=1 =1



El caso p = 1 es trivial. Es consecuencia directa de la desigualdad triangular para el valor absoluto.
Consideremos entonces p € (1, +00) y ¢ su Holder-conjugado, es decir, (p — 1)g = p (esta expresién es
equivalente a la definicién dada en la P1). Luego:

m m
Z|$z‘+yi|p = Z|$i+yi|p_1\$¢+yi\
i=1 i=1
m
<3+l ]+ )
=1
m m
= Z|$i+yz‘|p71\$i\+Z|$i+yi|p71|yi\
=1 =1
<

m 1/q m 1/p m 1/q m 1/p
(Z |zi + yi|(p1)q> <Z |Ii|p> + (Z |2 + yz’|(p1)q> (Z |yi|p>
=1 =1 =1 1=1
m 1/q m 1/p m 1/p
= (Z | +yi|p> <Z |$i|p> + (Z |Z/z'p>
i=1 1=1

i=1

m 1/q

Dividiendo a ambos lados de la desigualdad por el término (Z | +yz'p> (es estrictamente
i=1

positivo, asi que no altera el sentido de la desigualdad), se obtiene que:

m 1-1/q m 1/p m 1/p m 1/p
(Z |$i+yi|p> = (Z |$i+yi|p> < <Z|xi|p> + <Z|yi|p>
i=1 i=1 i=1 i=1

probando asi la desigualdad. Notemos ahora que si M > m, entonces:

m 1/p M 1/p M 1/p
<Z|$i+yi|p> < (Z |$i|p> + (Z?Mp)
i=1 i=1 i=1

Haciendo M — +o00 obtenemos que:

m 1/p +oo 1/p oo 1/p
(Z 2 +yi|P> < (leil”> + (Dym) = llall, + llyll,
i=1 i=1 =1

Como la desigualdad vale para todo n € N, hacemos n — 400, para obtener finalmente la desigualdad
triangular, es decir:

lz+ylly <[l + Nyl (2)

Hemos probado entonces que |||, es una norma en ¢7. El hecho de que ¢ es espacio vectorial se desprende
de (1) v (2).

b) Pruebe que (£%°,] - ||oc) s un espacio vectorial normado.
Probemos que || - |00 : £ — Ry es una norma en £ :
» Sea & = (zp)nen € £°°. Por definicién del espacio, tenemos que:
sup |z, | < +00 = ||z]|eo < +00
n

» Sea A€ Ry z = (zp)nen € £°°. Luego:

[AZ]|oo = sup [Azn| = [Alsup [zn] = [A[[[]|oo (3)
n n

» Sea = (Zy)nen = 0. Como z,, = 0, para todo n € N, entonces ||z||oc = sup,, |z,| = 0. Supongamos
ahora que ||z||o = 0. Probemos que & = 0. En efecto:

0 < fan| < sup|zn| =0
n

para todo n € N, y por lo tanto z = 0.



s Sean z,y € £*°. Luego:
1Zn + Yn| = [Yn] < |za| < suplzn| = |2]l
n

Dado que x € £°°, tenemos que ||z]|oo < 400, y por lo tanto:

|Zr + Yn| = [|2]loo < [ynl < sup |yn| = (Y]l
n

De igual manera, como y € £>°, tenemos que ||y||o < 400, y por lo tanto:
|Zn + Yn| < 12lloo + [[Ylloo
Como esta desigualdad vale para todo n € N, también vale para el supremo y por lo tanto:

2+ ylloo < ll#lloo + 9]l (4)

Se concluye entonces que efectivamente || - || es una norma en £°°. El hecho de que sea espacio vectorial
es consecuencia de (3) y (4).

Pruebe que ¢y es un subespacio vectorial de £°°.

Sea & = (xy)nen € ¢o, es decir, lim z,, = 0. Probaremos que = es una sucesién acotada y en consecuencia,
n

que estd en £*°. En efecto, por la convergencia tenemos que 3Ing € N tal que Vn > ng, |z, | < 1. Luego:
‘mn| S mé’X{|x1|? |I2|a R |m7’L0—1|7 1} <+

para todo n € N. Entonces también vale para el supremo, es decir, ||z| = sup,, |z»| < 400, y por lo
tanto x € £°°. Si x,y € ¢y, es claro que Ax + y € ¢g y por lo tanto es un subespacio vectorial de £°°.



