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Profesor: Jaime San Mart́ın
Auxiliares: Gonzalo Contador - Gonzalo Mena

3 de noviembre de 2010

P1. El objetivo de este problema es encontrar una fórmula expĺıtica para el término n−ésimo de la
sucesión de fibonacci, definida recursivamente como

a0 = 1, a1 = 1, an+2 = an + an+1, n ≥ 0 (1)

Para esto se seguirá el siguiente esquema

a) Demuestre que si se considera la matriz A =

(
1 1
1 0

)
y la sucesión de vectores Vn =(

an+1

an

)
entonces la recurrencia definida en (1) es equivalente a la recurrencia definida por

el siguiente sistema matricial

Vn+1 = AVn, n ≥ 0, V0 =

(
1
1

)
(2)

b) Calcule λ1, λ2, λ1 > λ2 valores propios de la matriz A y sus respectivos vectores propios v1, v2.
Note que λ1λ2 = −1 y que 1− λ2 = λ1

c) Verifique que si P =
(
v1 v2

)
entonces P es una matriz invertible y calcule la inversa.

Muestre que si D =

(
λ1 0
0 λ2

)
además se tiene AP = PD

d) Muestre que

Vn = PDnP−1

(
1
1

)
∀n ≥ 0

e) Concluya que1

an = λn1 + λn2 (1 + λ2)
2

5−
√

5

P2. Considere la matriz A ∈M4,4(R)

A =


2 1 1 1
1 2 1 1
1 1 2 1
1 1 1 2


Pruebe que el polinomio caracteŕıstico de A es

p(λ) = (1− λ)3(5− λ)

P3. a) Sean A,B ∈ Mn×n(R), con A invertible. Muestre que si λ es valor propio de AB, entonces λ
es valor propio de BA.

b) Sea A ∈ Mn×n(R) una matriz diagonalizable y tal que Ak = 0 para cierto k ∈ N. Encuentre
A expĺıcitamente (justifique).

c) Sean A,B ∈ Mn×n(R) matrices diagonalizables y con igual base de vectores propios β =
{v1, . . . , vn}. Si λ1, . . . , λn son los valores propios de A y µ1, . . . , µn los de B, ie, Avi =
λivi y Bvi = µivi,∀i ∈ {1, . . . , n}, encuentre los valores propios de A3 + 2B.

1La cantidad λ1 es conocida como el número áureo
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