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P1. Dado a ∈ [0, 1], determine si existe una función continua f : [0, 1]→ R+ ∪ {0}, tal que se cumplan las
siguientes condiciones:

1∫
0

f(x) dx = 1,

1∫
0

xf(x) dx = a,

1∫
0

x2f(x) dx = a2.

P2. Calcule

ĺım
x→0

sin x∫
0

xe−t
2

dt

1− cosx

P3. Calcule

ĺım
x→1

x∫
1

(x− 1) sin(t2) dt

x3∫
x2

sin(t2 − 1) dt

P4. Pruebe que si f es una función integrable en el intervalo [a, b], entonces la función g definida por
g(x) = f(−x) es integrable en el intervalo [−b,−a] y se tiene que

b∫
a

f(x) dx =

−a∫
−b

g(x) dx

P5. Calcule

ĺım
n→∞

1

n2

n∑
k=1

k sinh

(
k

n

)

P6. Considere la función f : [1, 5]→ R definida por f(x) =
1

x
.

a) Calcule s(f, Pn) y S(f, Pn) para la partición Pn = {x0, x1, . . . , xn}, con xi = qin y donde qn = n
√

5.

b) Use lo anterior para calcular ĺım
n→∞

n( n
√

5− 1).

1



P7. Sea f una función derivable en [0, 1], y sea

M = sup
x∈(0,1)

|f ′(x)| <∞

Pruebe que:

(
∀n ≥ 1

) ∣∣∣∣∣∣
n−1∑
j=0

f( j
n )

n
−

1∫
0

f(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ M

2n
.

P8. Consideremos f una función derivable en (a, b) tal que ∀x ∈ (a, b) se tiene: |f ′(x)| ≤ K con K > 0
constante.

a) Pruebe que ∀P ∈ P[a,b]

S(f, P )− s(f, P ) ≤ K|P |(b− a)

donde |P | denota el paso de la partición P ∈ P[a,b]

b) A partir de lo anterior, concluya que f es integrable en [a, b]

c) Verifique que:

∀P ∈ P[a,b] :

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f − 1

2
(S(f, P )− s(f, P ))

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2
K|P |(b− a)
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