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[AUXILIAR EXTRA CONTROL
3 — MA1002]

Guia de problemas propuestos para reso Iver y discutir.



[AUXILIAR EXTRA CONTROL 3 - MA1002
L. SANCHEZ, S. BALMACEDA, B. SANCHEZ] BNVl e]s 10k L0
Problema 0.

Para a < 1,sea R laregion encerrada por la curva x%, el eje OY y la recta tangente
ax%en el punto x = 1.

a(l—«a
i) Demostrar que el area A(a)de laregion R esta dada por A(a) = ﬁ
ii) Demostrar que el volumen del sblido engendrado al rotar la region R en torno al eje OY
a(l—«a
esta dado por V(a) = nﬁ.
2
iit) Calcular el perimetro de la regién R cuando a = 3
Problema 1.
La paréabola f(x) = —6x2 + 5x + 1 corta el eje Y en P,. Considera sobre la

parabola el puntoP(a,f(a)), a=0.
Demuestra que el 4rea comprendida entre la pardbola y el segmento PP es a®.

Problema 2.

Considera una esfera sélida de radio R. A lo largo de un eje que pasa por el centro de la
esfera se hace una perforacion cilindrica de radio a.

Determinar el valor de a (en funcion de R)de modo que el volumen de la esfera extraido sea
igual al volumen restante.

Problema 3.
Considera la curva definida por Yx2 + 3/y? = Ya2,a > 0.
Demuestra que la longitud de arco de la curva en el primer cuadrante esta dada por:

lfa 1 p
s =a3 X .
0 Va2

Problema 4.
Determina el area del manto de sélido engendrado al rotar,en torno al eje Y, el trozo de la

x2

curvay = - comprendido entre 0 y 1.

Problema 5.
Calcular el area de la region del primer cuadrante limitada por las curvas de ecuaciones

2 __* 2 _ _ ;
y T 2(1 —x)yeleje OX.

Problema 6.
Sea R laregién del plano OXY limitada por la parabolay = x* y larectay = mx

(m > 0).Se pide encontrar el valor de m tal que los volimenes generados por la
rotacién de R en torno a OX y a OY sean iguales.
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Problema 7.

Considera la curva plana I descrita por la siguiente ecuacion en coordenadas polares

p =a(l—cBs(h)),a>0,0c¢]0,2n]
(a)Encontrar una parametrizacion para I'. Graficar detalladamente y encontrar irregularidades.
(b)Calcular el largo y la parametrizacion en longitud de arco de T.

Problema 8.

Una particula se mueve sosbre el manto del cilindro x* + y? = 1,de forma que la
altura z(0) = cosh(8), con condiciones iniciales z(0) = 1.Dénde (p, 0, z)
representan las coordenadas cilindricas del punto.

(a)Encontrar una parametrizacion de la trayectoria T descrita por la particula.
(b) Calcular la longitud de T si 6 €0, 2m].
(c)Calcular los vectores tangente,normal y binormal, asi como la curvatura y torsion de T

Problema 9.

Sea d(t): [a,b] » R3 la parametrizacién de una curva regular T < R3.

Denotamos por T(t), N(t)y B(t)los vetores tangente, normal y binomial respectivamente.
Sea k(t)la curvatura y t(t)la torsion. Suponga que la curva es plana y que

k(t) # 0Vt € [a, b].

La evolutaT'de T se define como la curva parametrizada por:

7(t) = a(t) + ?

1) Suponga que k'(t) # 0Vt € [a, b]. Pruebe que la evoluta es una curva regular y que
el vector tangente a la evoluta en t es paraleloa a N(t)

2) Ahora sea ' una espiral logaritmica de parametrizacion:

3(t) = (ae’ cos(t) ,ae’sen(t)) teR.

Doénde a es una constante positiva. Calcule la evoluta I''de la espiral logaritmica T .

; Qué puede decir sobre I'"?

Problema 10.

Considere la sperficie S que se obtiene de intersectar la superficie z = \/x? + y?
con el volumen dado por x? + y?> — 2ay < 0,dénde a > 0.
1) Encuentre una parametrizacién de S.
2) Conosidere ahora la curva I’ que se obtiene como interseccion dee las superficies
z= Jx2+ y% yx? +y? —2ay = 0,dénde a > 0.
Encuentre una parametrizacion para I
3) Suponga ahora que I' es un alambre con densidad de masa
2a

8a2 — x2 _yZ

p(x,y,z) =

Calcule la masa del alambre.
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Problema 11.
Considere la curva parametrizada por:
tcos(t) ¢
7(t) = | tsen(t) | contela,bly ¢(t) = f V14 u?du
@(t) 0

i) Demuestre el angulo que forma la recta tangente a la curva con el eje Z es constante.
ii) Demuestre que el vector normal es perpendicular al eje Z.

Problema 12.

Considere una funciéon real de variable real f:[a,b] — R dos veces continuamente
derivable. Sea I la curva definida por el grafo de f.

i) Encuentre una parametrizaciéon de la curva y una expresiéon para su largo.
ii)Demuestre que la curvatura de I' esta dada por:

e =—L@D
(1+f20)

Problema 13.

Demostrar las siguientes relaciones:

i) Una curva con k(t) = 0 es una recta.

ii) Una curva con t(t) = 0 es una curva plana. Si ademas k(t) = cte, entonces la curva
esun arco de circunferencia.

Problema 14.
Considere la curva 6(t) = (tcos(t), tsen(t), t)te R
Calcular T,N y B.

Problema 15.

Una particula sube por una superficie parabélica de ecuacion x> + y> +z =1
siguiendo un camino I' de modo de alcanzar una vuelta en torno a la superficie.

i) Usando coordenadas cilindricas, deducir una parametrizacion de I', sabiendo
que se cumpl que z = af,a > 0y 7#(0) = (\/m,0,0)

ii)determinar el vector Tangente a la curvatura para un punto cualquiera de esta.

Problema 16.

Parametrizar una curva plana cuyos puntos satisfacen que el producto de las distancias a 2
focos en la abcisa, de coordenadas (a,0)y (—a,0)es cte igual a b = a?. (Lemniscata)

Problema 17.

R
La curva de Viviani es la interseccién de la esfera de Radio R con el cilindro circular de radio 5

cuya generatriz pasa por el centro de la esfera. Estudie dicha curva.



