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Problemas de Probabilidades

(*) Demuestre que la distribuciéon de probabilidad exponencial tiene pérdida de memoria.

fxy=Xxe™, >0

(*) Encuentre la distribucién de probabilidad de una variable aleatoria que es la suma de variables
aleatorias que siguen distribuciones de Poisson independientes.

(*) Demuestre que si:

t1 — exp(A)
ty — exp(p)

Se tiene que:

Prit; < tp] = ——

[ty < to] Y
(*) Sean X7, X, X3....X,, Variables aleatorias iid. Encuentre la distribucién de probabilidad de la
variable aleatoria:

X — min(Xl,Xg,X3, 7Xn)

(*) Suponga un banco con 2 cajas, con una fila inica. La atencién en cada una de ellas, se distribuye
segun distribuciones exponenciales de parametro A\; y Ao, respectivamente. Si actualmente hay un
cliente en cada caja, la cola estd vacia y el banco ya cerr6 sus puertas, ;Cudl es la distribucién del
tiempo transcurrido hasta que termina la atencién del primer cliente que se va del banco?.

(%) Considere una particular definiciéon a penales de un partido de futbol que terminé sin goles en su
tiempo reglamentario. Al finalizar el partido se instala un gran biombo en la mitad de la cancha y cada
equipo lanza los penales en arcos distintos sin saber qué pasa al otro lado. Cada jugador del equipo A
convierte un penal con probabilidad p, independiente de todo lo demés. Por su parte un jugador del
equipo B anota con probabilidad ¢, también independiente. Si cada equipo lanza 5 penales ;Cudl es la
probabilidad de que la serie termine con un triunfo para el equipo B por 4 goles a 37.

(*) En un estacién del Metro, el tiempo entre las llegadas de los pasajeros se distribuye segin una
exp(p). Por otro lado el tiempo entre llegadas de los trenes, sigue una exp(\). Suponga que en este
momento, no hay ningin pasajero en la estacién, dado que el tltimo tren acaba de pasar ;Cudl es la
probabilidad de que en el proximo metro suban k personas?.

Hint: Suponga que el tren llega vacio y su capacidad es tal, que todos los pasajeros esperando pueden
abordarlo.

(*) En una lejana Facultad de Ingenieria una fraccion p de los alumnos son hombres, y el resto mujeres.
Ademés una fraccién t de los hombres ha reprobado a lo menos un ramo. Por su parte una fraccién
r de las mujeres también ha perdido el invicto. Si se escoge un estudiante al azar y resulta no estar
invicto ;Cudl es la probabilidad que sea hombre?.

(*) Una secretaria ha escrito n cartas con sus respectivos n sobres. Luego se pone al azar las cartas
en cualquier sobre, determine la probabilidad P, que al menos una de las cartas quede en el sobre
correspondiente.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

(*) Suponga que tiene 3 naipes de idéntica forma, pero diferentes colores. La primera carta es roja
por ambos lados, la segunda tiene un lado rojo y el otro negro y la tercera es negra por ambas caras.
Se mezclan las cartas en una bolsa y se extrae aleatoriamente una, pudiéndose observar el color de
s6lo uno de sus lados. Si la cara que observamos es roja, ;cudl es la probabilidad que el otro lado sea
negro?.

(*) En una prueba de seleccion multliple los alumnos pueden contestar sabiendo o tratando de adivinar.
Supongamos que un alumno conoce la respuesta con una probabilidad p, de manera que si no sabe
intentard adivinar lo que ocurre con probabilidad (1 — p). Si el alumno estd adivinando la respuesta,
tiene una probabilidad 1/m de tenerla correcta, donde m son el nimero de alternativas. ;Cudl es la
probabilidad que un alumno haya sabido la respuesta de una pregunta contestada correctamente?.

(*) Se dice que la variable aleatoria de valores positivos X sigue una distribucién lognormal de pardmet-
ros iy o? si:

log(X) — N(u,0?)
Calcule la esperanza y la varianza de una variable aleatoria con distribucién lognormal.

Hint: Le puede ahorrar calculos saber que la funcién generadora de momentos de una v.a. con distribu-
2,2
cién Normal de media p y varianza o2 estd dada por  ¥(v) = exp{5= + p - v}

(%) Un ex deportista instalé un negocio de arriendo de veleros, comprando tres veleros idénticos. Estos
se arriendan por dias enteros (desde la mafiana hasta el atardecer). Un velero presenta una probabilidad
p de fallar en un dia de operacién cualquiera, independiente de cuantos dias lleve operando y de lo que
ocurra con los demaés veleros. En caso de falla la reparacion del velero debe realizarse durante la noche,
pero la capacidad es de s6lo un velero por noche (existe sélo un mecénico que trabaja en las noches y
se demora toda la noche en repararlo

a) Si un dia cualquiera por la mafiana estdn operando correctamente los tres veleros, ;Cuél es la
probabilidad que al dia siguiente estén los tres operando?.

b) Si un dia cualquiera por la mafiana estdn operando correctamente dos, ;Cuél es la probabilidad
que al dia siguiente sélo se disponga de un velero?.

¢) Suponga ahora que se dispone de N veleros y que la capacidad de reparacién es de C' veleros
por noche (C mecdnicos). Si un dfa cualquiera por la mafiana estdn operando correctamente
los N veleros, ;Cudl es la probabilidad que al dia siguiente sélo se disponga de X veleros?.
(0<X<N)

(*) Considere una oficina de correos con dos ventanillas de atencién. Cuando usted llega, encuentra
que hay 2 personas atendiéndose, una en cada ventanilla. La atencién en la primera ventanilla demora
un tiempo exponencialmente distribuido de pardmetro A, mientras la atencién en la segunda ventanilla
toma un tiempo exponencialmente distribuido de pardmetro g (A > p)

a) (En cuél ventanilla se colocarfa?.
b) ;Cudl es la probabilidad que usted sea el iltimo en irse de la oficina?.

¢) iSuponga ahora que cuando usted llega descubre que hay 2 personas en la fila frente a la primera
ventanilla y sélo una persona en la segunda ventanilla. Sin pensarlo, usted se pone en la fila més
corta. ;Cual es la probabilidad que usted sea 1ltimo en irse de la oficina?.

Hint: Suponga que una vez que elige una fila no puede cambiarse.

(*) Usted se encuentra dando una prueba de su ramo preferido el cual estd siendo cuidado por dos
ayudantes. El primer ayudante dice la verdad 3/4 de las veces. Por su parte el segundo de los ayudantes
dice la verdad 4/5 de las veces. La pregunta a una pregunta particular tiene 9 alternativas, y usted
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no sabe cuél es la respuesta correcta (pero los ayudantes si la conocen). Por esto, usted ha decidido
preguntarle a los 2 ayudantes su opinion respecto a la alternativa correcta.

Si ambos afirman que la alternativa correcta es la (d), ;Cudl es la probabilidad que efectivamente esa
sea la respuesta correcta a la pregunta (es decir, que ambos ayudantes estén diciendo la verdad)?.

Hint: La probabilidad a priori que cualquiera de las alternativas sea la correcta es 1/9

(%) En el aislado pueblo de Gorepani viven N habitantes. En los préoximos dias el equipo local se
juega la posibilidad de clasificar al campeonato nacional de basketball en un trascendental partido.
Las posibilidades de clasificacién no son muchas, por lo cual, la decisién del precio p a cobrar por
cada entrada al espectaculo no es trivial. Si se cobra un precio muy alto, poca gente podria acudir al
espectaculo.

Segun estimaciones realizadas con antecedentes histdricos, se sabe que si se cobra un precio p por
la entrada, entonces un individuo cualquiera del pueblo, independiente de todo lo demads, acude con
probabilidad e™P al estadio. Esta probabilidad es la misma para todos los pobladores del pueblo.
Suponga que la capacidad del estadio es mayor a N, es decir, cabe toda la gente del pueblo dentro de
él. Ademas, solo gente del pueblo acude al estadio.

a) ;Qué pasa si se cobra un precio cero (gratis) por la entrada?. ;Y si se cobra un precio muy grande?.
Explique el trade-off involucrado en el problema.

b) (Sise cobra un precio p por la entrada al estadio, ;Cudl es la probabilidad que asistan k personas
al estadio?.

¢) ;Cuél es el valor esperado del ingreso monetario, si se cobra un precio p?.

d) {Qué precio se debe cobrar si se desea maximizar el valor esperado del ingreso monetario?. ;Cudl
es el ingreso monetario esperado maximo?.

(*) Considere una carrera de la Férmula Pindy en la cual compiten C' pilotos de diferentes escuderias.
En cada una de las V vueltas de la carrera, un piloto independiente de todo lo demés, con probabilidad
q1 puede tener un accidente y quedar fuera de competencia. Esta probabilidad es la misma para todos
los pilotos, excepto para nuestro querido Feliceo Baltazar, para el cual se tiene probabilidad ¢z, con
q2 > q1.

Si un piloto logra terminar la carrera, el tiempo que transcurre desde que parte, en la primera vuelta,
hasta que cruza la meta, en la vuelta V, se distribuye segiin una variable aleatoria exponencial de tasa
1 para Feliceo, y variables aleatorias exponenciales iid de tasa A para el resto de los conductores.

Por el solo hecho de que Baltazar termine la carrera, la escuderia recibe T[$], y si gana recibe adi-
cionalemente W$]. Por otra parte, si nuestro piloto no termina la carrera la escuderia debe pagar a la
organizacién R[3].

La intencién de esta pregunta es encontrar el valor esperado de los beneficios que reporta a la escud-
eria A.J. Floppy contar con los servicios del experimentado Feliceo. Para ello responda las siguientes
preguntas.

a) ;Cuél es la probabilidad de que un piloto en particular logre dar més de k vueltas sin chocar ?
;Cudl es la probabilidad de que termine la carrera? (trabaje en términos de un g genérico).

b) Sin considerar a Feliceo, ;Cudl es la probabilidad de que (M — 1) de los (C — 1) pilotos restantes,
terminen la carrera?.

¢) Dado que M pilotos terminan la carrera (incluido Feliceo) ;Cudl es la probabilidad de que F.
Baltazar sea el ganador?.

d) Usando los resultados de las partes (b) y (c), encuentre una expresién para la probabilidad de que
Feliceo gane la carrera.



18.

19.

e) Finalmente, en funcién de los resultados de todas las partes anteriores, indique ;Cudl es el valor
esperado del beneficio que reporta a la escuderia A.J Floppy contar con los servicios de Feliceo
Baltazar?.

(*) El ingenioso equipo docente de IN44A ha decidido implementar un pionero sistema de aprendizaje
del ramo, el cual se detalla a continuacion.

Del total de los alumnos del curso se realiza una exigente seleccién luego de la cual clasifican K
participantes los cuales deben ingresar a una sala-estudio donde seran sometidos a intensas clases.
Dentro de los clasificados se encuentra el distinguido alumno Tony Valero.

En la sala-estudio al final de cada semana se realiza una prueba de conocimientos y el alumno con menor
nota queda en la situaciéon de amenazado por conocimientos. La nota de cada uno de los alumnos que
estan en la sala en la semana s son variables aleatorias i.i.d. de distribucién exponencial de parametro
As-

Luego de esta prueba se realiza una votaciéon donde los participantes deben elegir a uno de sus com-
paneros para ser amenazado por razones de convivencia. En esta eleccién no se puede votar por el
amenazado por conocimientos. Si Tony Valero todavia estd participando en la semana s y no tuvo
problemas en la prueba de conocimientos, con probabilidad ps sera amenazado por convivencia .

Una vez conocidos los dos amenazados de la semana s son sometidos a votacién popular para decidir
quien debe abandonar la sala, en la cual se estima que independiente de quienes sean los participantes,
con probabilidad ¢ el eliminado es el amenazado por conocimientos. Este procedimiento se repite por
K — 4 semanas hasta que se conoce a los 4 finalistas.

La gran final funciona de la siguiente manera: Los finalistas son sometidos a un examen que consta de
una tunica pregunta. Los tiempos que demoran cada uno de los finalistas en responder esta pregunta
son variables aleatorias i.i.d. de distribucién exponencial de pardmetro p. Ademas se sabe que debido
a la presién a que han sido sometidos existe una probabilidad r de que la respuesta entregada sea
incorrecta con lo cual el participante queda automaticamente eliminado del concurso. Luego el ganador
es el primer alumno que entregue el examen resuelto correctamente, y si todos responden de manera
errada el primer lugar se declara desierto. El objetivo de este problema es calcular la probabilidad que
Tony Valero gane el concurso. Para ello se pide que responda las siguientes preguntas.

a) ;Cuél es la distribucién que sigue la menor de las notas en la prueba de conocimientos de la
semana s?. Si Tony Valero estd en competencia en la semana s ;Cudl es la probabilidad de que
sea el amenazado por conocimientos?

b) Cudl es la probabilidad de que Tony Valero sea eliminado en la semana s? Denote a esta proba-
bilidad como Fk.

Hint : Note que para calcular esta probabilidad es necesario tomar en consideracién lo sucedido
en las s — 1 semanas anteriores.

¢) Calcule el nimero esperado de semanas que permanece Tony dentro de la sala-estudio.

d) (Cudl es la probabilidad de que Tony esté entre los 4 finalistas?

e) ¢ Cudl es la probabilidad de que Valero sea el ganador?

6.000 ampolletas alumbran el letrero luminoso de un hotel. Cada ampolleta falla tras un tiempo aleato-

rio cuya duracién promedio es de 3.200 horas (la duracién de una ampolleta se describe bien por una
distribucién exponencial).

a) Asumiendo que el letrero permanece encendido continuamente y las ampolletas que se queman son
reemplazadas en forma inmediata, ; Cuantos reemplazos se deben hacer anualmente en promedio?.



b) El dueno del hotel ha decidido que para evitar que las ampolletas se quemen seguido, el reem-
plazara las 6000 al comienzo de cada ano, ademas de reemplazar aquellas que se quemaréan en el
transcurso del ano. Comente la efectividad de esta estrategia.

¢) El duefio del hotel ha pasado por un periodo econémico critico por lo que el afio en curso no
ha reemplazado ninguna de las ampolletas que se ha quemado. El se ha percatado que més
de la mitad de las ampolletas se han quemado antes de la vida 1util promedio de 3.200 horas
(informacién escrita en los envases) y decide hacer un juicio en contra de los proveedores por
publicidad enganosa. ;Cree usted que él tiene la razén?.

d) (Cudl es la probabilidad de que a lo mas un 10 % de las ampolletas estén quemadas al final del
ano? (suponga que no son reemplazadas cuando se queman).

20. Usted ha sido designado para escoger la politica 6ptima de reemplazo de automoviles de una conocida

21.

escuderia de Férmula 1. Es decir, usted debe escoger cada cudnto tiempo se debe comprar un nuevo
vehiculo. Sus jefes le han dicho que debe considerar lo siguiente:

La vida 1til de un automdvil se distribuye exponencialmente con tasa A [fallas/afio].
Existe un costo de reemplazo planificado C; del vehiculo, que constituye el costo de la inversién.

Si el vehiculo falla de manera no planificada, se debe pagar la inversién anterior, pero ademés existe
un costo adicional debido a la pérdida de la carrera. El monto total es C y se sabe que es mayor a Cf.

Horizonte de tiempo es muy, muy largo

a) Determine el periodo de reemplazo planificado éptimo.

b) Suponga que el tomador de decisiones desea plantear un modelo mds realista, por lo que decide
considerar una funcién de costo de operacién CO; creciente con la edad de la maquina (t). Ademads,
considera incorporar un valor residual del automoévil V R;, decreciente en t. Este valor residual se
obtiene de la venta de la méaquina, sélo al ser retirada en forma planificada. Formule el modelo
que permita determinar el nuevo periodo de reemplazo planificado 6ptimo.

¢) Ahora se desea estudiar el contrato de un seguro contra fallas. La idea es pagar una cuota o prima
S a la compania aseguradora cada ano, de modo que ésta cubra completamente los costos debido
a la falla, es decir, cada vez que la maquina falla, la compania de seguros realiza un pago de Cs.
;,Cuanto es lo maximo que estaria dispuesto a pagar por la prima?.

(*) Considere un avién con K asientos disponibles, los cuales comienzan a ser vendidos 2 meses antes
de la salida del vuelo. El dueno del avién ha notado que cada pasajeros que ha comprado un pasaje,
no se presenta al vuelo con un probabilidad ¢, por lo que lo ha decidido realizar overbooking (es decir,
vender mds asientos que la capacidad). Hay un solo tipo de pasajero que paga un precio P y el ntimero
de pasajeros que compra pasajes se distribuye poisson (A) (no se realizan devoluciones a pasajeros que
no se presenten al vuelo). Adicionalmente se sabe que un pasajero que aborda el avién gastard una
cantidad de dinero aleatoria X en términos de souvenirs, donde X se distribuye de acuerdo a una
funcién f(X). El dueno sabe que si N pasajeros que han comprado un pasaje no puede abordar la
compaiifa incurrird en un costo C'(N) por pasajero, con C'(N) < 0.

a) Plantee el problema de maximizacién de beneficios esperados que enfrenta el dueno de la avién
(Esto es, identifique las componentes de la utilidad y las variables de decisién). Entregue una
intuicién del Trade-off existente.

b) Encuentre los ingresos esperados considerando V' como dado.
¢) Encuentre los costos esperados de operar con una politica de overbooking de V' asientos. Para
esto siga, si lo desea, los siguientes pasos:

= Encuentre la probabilidad de dejar n personas abajo dado que se vendieron X pasajes, (X =
K+V).



= Ocupando probabilidades totales, encuentre la probabilidad de dejar n personas abajo.
= Considerando lo anterior y los costos C(N), calcule los costos esperados.



2. Resolucién problemas de probabilidades

B 1. Hay que demostrar que:
Plz > s+ t|lz > s] = Plx > ]

Entonces:

Plz>s+tAz>s]
Plz>s]
Plz>s+1]
Plaz>s]
1—Plz<s+t]
TPTesy
1—[1—e 2+

Plx>s+tlz>s] =

oAy
= e
— Mt
= Pz >1]
B 2. Veamos el caso para n=2:
PX14+X,=N] = >X,P[Xi1+Xo=N|X;=1] P[X, =i

= YN P[X;=N—i]-P[Xy =i

= IV, Ny g

= 757(?\1;?2) DD (N]j;)!i! A Aai

e~ O1+22) (3 4 AN
N!

B 3. Tenemos que:
Plty <ts] = [°Plt1 <tolta=1] fe,(t)dt
= [T Pty <t]- pe~rdt
= [ =) pemrdt
= Jo ettt — [7° pe (nTNLGL
= 1— L [T (p+A)e Vgt

JTE)

— _ B
=1 TEDY
A
TR

B 4. Debemos encontrar una expresioén para:

P[X = min{Xl,Xg, . Xn} < t]
PX <t] = 1-P[X >1]
= 1—(P[X1>t] - P[X2>t]..- P[X,, >t])
= 1-I[- (- Fxe)
Para el caso exponencial tenemos que:
PIX <t] = 1-TI(1- Fx)
1-T[h 1 —1+e ™
= ]_ — ei( ?:1 )‘t)
= 1l—e

= X ~ exp(ni)
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Sea A; el suceso que la carta i es introducido en el sobre correcto i =1,2,...... n y se determinara el
valor de P,, como P, = Pr(U?:1 A;) utilizando el siguiente procedimiento:

Primero se suman las probabilidades de los n procesos individuales. Luego, se resta la suma de las
intersecciones de todos los pares posibles del proceso (los que serdn (g)), luego se suman la suma de
las intersecciones de grupos de tres eventos (de los cuales hay %) y asf hasta que finalmente se suma
o se resta la probabilidad de los n sucesos, dependiendo se n es un numero impar o par, es decir, el
tltimo término sera: (—1)"+*) Pr(Aq, Ag....... A,)

La idea es que si introduzco bien una carta y tengo un nimero par de éstas (n par), necesariamente
voy a poner bien otra carta y por eso esas probabilidades se restan. Esto porque:

P’F(A1UA2UA3) =

Entonces si sabemos Pr(A;) de que una carta sea introducida en el sobre correcto es --

Zi<j Pr(A;A;) = (Z)

PT(A]_) + P’I"(Az) + PT(A3) — [P’I’(AlAz) + PT(A1A3) + PT(A2A3)]
+PT(A1A2A3)

L hor lo que:

Z:.L:l Pr(A;) = n%) =1

1
n(n—1) 2!

n 1 1
" Zi<j</€ PT(AlAJAk) = (3) n(n—1)(n—2) _ 3!
s Po=1-5+4—F+..+(-)HtDL

Ademas, si n tiende a infinito, esta serie converge a 1 — (é) por lo que P, = 0,63212

Sean:

R = Veo primero un lado rojo

RR = La carta es roja-roja

NR = La carta es roja-negra
NN = La carta es negra-negra

Dada esta notacién se pide:

P[NRIR] =

Sean:

P[R|NR]- P[NR]
PIR]

P[R|NR] - P[NR]
P[RINN]- PINN] + P[R|NR] - P[NR] + P[R|RR] - P[RR]

S = el alumno sabe la respuesta correcta
C = el alumno respondié correctamente

Bajo esta notacién lo que nos preguntan no es més que:



PiS|c] = P[Cg[]é]P[S]
_ P[C|S] - P[S]
~ P[C|S]- P[S] + P[C|S] - P[S]
o D
 op+(l-p)E

B 12. Sabemos que Log(X) ~ N(u,0?). Por otro lado sabemos que la generadora de momentos de una

normal es: -
(v) = eap(“5— +p-v)

Entonces:

E(eY) exp(T5— + - v)

B((e¥)") = exp(Zg +p-v)

B(X") eap(Z2E + pu-v)
Entonces es directo ver que:

E(X) = (1)
VAR(X) = ¥(2)—¥(1)?

B 13. a) P(veleros funcionando dia siguiente) = P(No falle ninguno) + P(Falle sélo 1)
P(veleros funcionando dfa siguiente) = (1 —p)®> +3-p- (1 — p)?

b) P(sélo 2 funcionando) = P(Los dos activos fallen ) = p?

¢) Ahora debemos analizar caso a caso:
s SiC<X<N=

P(X veleros disponibles) = P(Fallen exactamente N-C+X veleros)

P(X veleros disponibles) = W pNTXHC (1 = p)X €

» 5iC=N=

P(X veleros disponibles) = ZZ-CZO ﬁ ph(L=p)NTi

= Para otro valor de X =

P(X veleros disponibles) = 0

B 14. ) Dado que la esperanza de una exponencial es el inverso multiplicativo del pardmetro, una persona
racional que no le guste esperar eligiria la fila 1 porque A > pu.

b) Dado que eleg{ la ventanilla 1, existen 2 configuraciones en la que me voy dltimo:
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= Se vaya primero el de la otra fila (Pl = ﬁ)

= Se vaya primero el de mi fila y ademas el de la otra fila se vaya antes que yo <P2 = )\i—u . ﬁ) .

Entonces, la probabilidad es:
P(irse ultimo) = Py + Py

¢) Llamemos a las personas que estdn en la fila 1 como a y b ( a antes que b) y a la persona
antendiéndose en la fila 2 como c¢. Con esto, existen 3 configuraciones posibles para que yo me
vaya ultimo:

2
mag—b—c Pl:(ﬁ)\#)

A2 )
= ag—c—b P, = el v

2
mc—a—b P3:<ﬁ>\# ﬁ)

Finalmente, la probabilidad buscada es:

P=P+P+P

Sean las variables:

R = Respuesta correcta a la pregunta.
A; = Respuesta dada por el ayudante 1 a la pregunta.
A; = Respuesta dada por el ayudante 2 a la pregunta.

Tenemos que calcular:

P(A1=dANAy=dR=d)-P(R=d)

P(R=dlAi =dANAy=d) = P(Ay =dAAy=d)

Pero

P(Ay=dANAs=d|[R=d) = P(Adigala verdad) - P(Asdiga la verdad)
3 4
= 1'%
P(R=d) - 1+
9
P(Ay=dANAy=d) = Y P(Ay=dAAy=d[R=r)-P(R=r)

Entonces:
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P(R=d|A, =dANAy=d) = —B —
Taa0 T 15

9%

97

Si cobro 0 por la entrada la probabilidad que un habitante en particular asista al estadio serd 1.
Esto implica que tendré un estadio lleno pero sin ganancias.

Si cobro un precio muy alto la probabilidad serd cercana a 0 por lo que tampoco tendré ganancias
(dado que no ird gente).

El trade-off es, precio muy alto implica més ganancias por persona pero menos asistencias.
Si cobro un precio p cada persona asistira con probabilidad e™P, entonces, sea X la cantidad de
personas que asisten al estadio:

N!

P =M=y

e*pk(l — e*p)N*’€

Claramente esto cobra sentido sélo para valores de k < V.

Dado que la asistencia al estadio sigue una binomial se tendré que el ingreso esperado sera la
esperanza de la binomial por el precio cobrado. Esto es:

E,[Ingresos| = N -e"F-p
Para lograr esto debemos derivar e igualar a 0 (cuidando que el precio no sea negativo):

OEp[Ingresos]

:N.eipN.eip.p:O
dp
=P=1

De esta forma el ingreso méximo sera entonces:

E,-[Ingresos] = N - e~ !

Para lograr dar k vueltas sin chocar es necesario que cada una de esas vueltas no resulten en
un choque. Dado que la probabilidad de no chocar en una vuelta x es independiente de todo lo
demas, se tendra que:

P[Dar més de k vueltas|] = (1 — ¢)*

De esta forma, la probabilidad de terminar la carrera sera:

P[Dar V vueltas sin chocar] = (1 —¢)¥
Sin considerar a Feliceo, la probabilidad que (M — 1) pilotos terminen la carrera, seré:

Cc-1

P[Terminen (M-1) de (C-1)] = (M _1

)((1 _ q1>V)]VI—1<1 _ (1 _ ql)V)C—JM

Utilizando un resultado conocido:

i

P[Gane Feliceo |M] = P[Exp(p)le gane a minimo de M-1Exp[\]] = PEN T
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d) Siguiendo la indicacién del enunciado:
P[Feliceo gane] = P|Gane Feliceol|llega] P[llega] + P[Gane Feliceo|No 1Lega] P[No llegal
= P[Gane Feliceo |llega](1 — g2)¥ +0

c
(1—q2)V - Z P[Gane Feliceo|llegalllegan otros M - 1]P[llegan otros M - 1]

C
-0 3 et (5 ) (@ e e

—

e) Notemos que:

E[Utilidades] = E[U(Ganar)] 4+ E[U(Terminar)] — E[U(Chocar)]
weaew” Y (O g
- eTe Mz_:lu—F(M—l)A(M—l) —a B

+T-(1—g2)" —R-(1—(1—¢q)")

18. a) La nota de cada uno de los alumnos (n;) sigue una exponencial de pardmetro \; y en la semana
s quedan K — s + 1 participantes. Como vimos en la clase auxiliar 1 la distribucién del minimo
M variables aleatorias exponenciales es una exponecial que tiene como parametro la suma de los
parametros de las M variables aleatorias originales. Aplicando lo anterior a este caso se tiene que:

mMin(ny, Nz, ..., N(k—s+1)) ~ exp((K —s+1) - Ay)

La probabilidad de que Tony Valero sea el amenazado por conocimientos de la semana s es igual
a la probabilidad de que su nota sea la menor de entre los (K — s+ 1) participantes. Dado que su
nota (exp(As)) compite con otra la peor del resto (exp((K — s) - As)), nuevamente utilizamos un
resultado visto en la clase auxiliar 1. Denotando a esta probabilidad por as se tiene que:

A 1
as = P(Nota de Tony < Todas las demds notas) = K> _’3_ I =K st

Otra forma de justificar este resultado es decir que dado que todos los participantes tienen la misma
distribucién para su nota es igualmente probable que cualquiera de ellos resulte amenazado. Por
esto la probabilidad que cualquiera de ellos sea amenazado, en particular para valero, es la misma,
es decir:

1
K—-—s+1

s =

b) La probabilidad de que Tony sea el eliminado de la semana s esta condicionado a lo sucedido en
las s — 1 semanas anteriores. Para ello definamos el siguiente evento:

Bs;_1 = Valero no ha sido eliminado en las s — 1 primeras semanas.
Condicionanado sobre este evento se tiene que:

Fs = (Fs‘Bsfl) : P(Bsfl) + (Fs‘ ~ Bsfl) . P(N Bsfl)
Fy = (FS|B571) . P(Bsfl) +0
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La probabilidad que nuestro protagonista sea el eliminado en la semana s dado que todavia
estd en competencia, esta dada por la probabilidad de que sea el amenazado por conocimientos y
el eliminado sea el amenazado por conocimientos o que sea no sea el amenazado por conocimientos,
sea amenazado por convivencia y el eliminado sea el amenazado por convivencia. Esto es:

(FS|BS,1) =as-qs+ (1 - as) *Ps - (1 - QS)
Por otro lado para no ser eliminado en las primeras s — 1 semanas se tiene que dar en cada una
de dichas semanas uno de los siguientes eventos:
= No ser amenazado por conocimientos, ni por convivencia
= Ser amenazado por conocimientos y el eliminado sea el amenazado por convivencia.
= Ser amenazado por convivencia y el eliminado sea el amenazado por conocimientos.
Luego :
s—1
P(Bs—1) = H P[No ser eliminado la semana i
i=1
s—1

= H[(l_ai)'(l_pi)+ai'(I_Qi)+(1—ai)'pi'Qi]

=1

o utilizando el resultado de la parte anterior:

s—1
P(Be-y) = [[(1—(Fi|Bi-1))
=1
Finalmente:
s—1
Fs:[as'QS+(1_a5)' 1—(13 H ]-_az 1_pz)+az (1_Q1)+(1_az)pZQZ]
i=1

Sea N el numero de semanas dentro de la sala-estudio luego la esperanza viene dada por:

K—4 K—4
= Y E(N|Es eliminado en j) - P(Es eliminado en j) = (> j - F})
j=1 j=1
Utilizando el resultado de la parte 2, se tiene que :
K—4
P(ser finalista) = P(Bg—_4) = H [(1—a;) - 1—pi)+a;i-1—q)+ (1 —a;) pi-q]
i=1

La probabilidad de ser el ganador depende de si Valero estd o no entre los finalistas concurso.
Condicionando sobre este evento:

P(ganar) = P(ganarles finalista) - P(es finalista) + P(ganar|no es finalista) - P(no es finalista)
P(ganar) = P(ganarles finalista) - P(es finalista) + 0

La probabilidad de ser finalista fue calculada en la parte 4. La probabilidad de ganar dado que
esta en la final se calcula de la siguiente manera. Definamos la variable ¢; como el tiempo que
demora el alumno ¢ en terminar el examen.

Para ser el ganador se pueden dar las siguientes situaciones:
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= Ser el primero en terminar y contestar correctamente :

1
Py = P(trony < resto de los t;) - P(conteste bien) = ﬁ (1-r)= i (1-7)

= Ser el segundo en terminar, que el primero responda mal y Valero bien :
3- 1
PQZJ-T.L-Q—T):ZT-(l—r)
= Ser el tercero en terminar, que los dos primeros repongan mal y Valero bien :

:3.M.T.2.M.r. M
4-p 31 2.1

= Ser el ultimo en terminar, que los 3 primeros respondan mal y Valero bien:

Py

-(1—7’)2%-7‘2-(1—7“)

Py

. 2- 1
I A R r(l—r)=>-r3. (1—1)
4-pu 3. 2. 4

Notemos que para la obtenciéon de cada uno de estos resultados hemos utilizado 3 resultados
conocidos:
= La distribucién del menor tiempo de respuesta entre i alumnos se distribuye exp(i - A).
= La prob que una exp()\;) sea menor que una exp(i - Ag) es ﬁ
= La perdida de memoria de la exponencial. Esto es, cada vez que un alumno termina de
contestar y lo hace mal, todas las distribuciones se reinician y las exponenciales compiten
desde 0 nuevamente.

Los dos primeros resultados pueden ser reemplazados por el argumento de equiprobabilidad en el
termino de la prueba, pero la perdida de memoria es un resultado crucial. Luego:

P(ganarles finalista) = Py + Py + Ps + Py
Finalmente:

K—4

i=1



