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1. Problemas de Procesos de Poisson

1. Se tiene una central telefénica que recibe llamadas de acuerdo a un proceso de Poisson con tasa A = 5
[lamadas/horal. Se define con N (¢,t') el niimero de llamadas que se han recibido entre ¢ y ¢'. El servicio
ha comenzado a operar a las 7:00 de la manana y se sabe que N(7, 9)=7.

a) Si el operador no ha recibido ninguna llamada desde las 8:45 hrs. jcuél es la probabilidad de que
la siguiente llamada ocurra antes de las 9:15 hrs. 7.

b) ;Cudl es la probabilidad de que el operador esté ocioso por més de 40 minutos (comenzando a las
8:45)7.
¢) {Cudl es la probabilidad de que a las 10:00 hrs. se hayan recibido 25 llamadas en total?.

d) Si el operador trabaja un turno de 8 horas jcudntos llamados recibira en promedio ?. jcuédl serd la
varianza 7.

e) El operador ha estado muy ocupado durante las primeras 4 horas de su turno y le comenta a su
companero de trabajo en su hora de colacion: “Este serd un dia muy ocupado, en la manana casi
no he podido descansar”. Explique si el operador tiene o no razones para realizar esta afirmacion.

2. Suponga que el niimero de goles que marca un equipo de fitbol puede ser descrito por un proceso de
Poisson. Considere los siguientes equipos (procesos independientes) :

A : tasa Ay goles/partido
B: tasa Ap goles/partido

a) Sise enfrentan A y B, ;Cudl es la probabilidad de que A gane 2 x 17.

b) Suponga que ha transcurrido el primer tiempo entre A y B, si se sabe que A va ganando 2 x 0,
;cudl es la probabilidad de que el primer gol haya sido antes de 15 min. y el segundo antes de 30
min.?.

¢) Va a comenzar el segundo tiempo (A va ganando 2 x 0), jcudl es la probabilidad de que A marque
3 goles antes de los 30 min. (sin importar lo que pase con B)?.

d) Suponga que el partido en su tiempo reglamentario (90 min.) quedé igualado 3 x 3. Sin embargo, es
necesario definir el ganador, para ello se utilizara la modalidad “golden goal”, es decir, el primero
que marca el gol gana. ;Cudl es la probabilidad de que el partido se prolongue por méas de 45
minutos?.

e) Asuma que ahora se cambian las reglas a “two golden goals”, es decir, el primer equipo que marca
2 goles consecutivos gana. ;Cudl es la probabilidad de que gane B?.

3. (%) Una empresa de distribucién de energia eléctrica ha decidido enfrentar el invierno venidero con un
Plan de Solucién de Fallas Criticas.

De las estadisticas recopiladas de los anos anteriores, se puede concluir que las fallas criticas tienen
dos origenes posibles: Domiciliario y de Alumbrado Publico. Ambas fallas se presentan segin procesos
de Poisson independientes, de tasa Ap[fallas/d{a] para fallas domiciliarias y A4 [fallas/d{a] para fallas de
Alumbrado Publico.

Como parte del disefio del plan, se conformé un equipo de empleados altamente capacitados en la
reparacion de fallas en redes eléctricas. Este equipo acude a reparar las fallas reportadas demorandose
un tiempo exponencialmente distribuido de media T[hrs] por cada una, incluyendo en este lapso el
tiempo de transporte al lugar de la falla.

a) Sidurante el primer mes de funcionamiento del Plan se han reportado F fallas, jcudl es el ntimero
esperado de fallas para el segundo mes?.



b) ;Cudl es la probabilidad de que la primera falla que se registre en un mes sea domiciliaria?.

¢) El equipo de reparacién estd trabajando en la solucién de una falla de Alumbrado Pdblico. En

promedio, ; Cudntas fallas de cada tipo ocurrirdn antes de que la reparacién en curso sea finaliza-
da?.

Se estd estudiando la posibilidad de dejar la reparacién de fallas de Alumbrado Pdblico en manos de
una empresa contratista. Los términos del contrato indican que mensualmente se pagard como costo
fijo un equivalente a R reparaciones a un costo unitario s;, mientras que el precio de cada reparacion
por sobre este minimo sera de so, con sg > 7.

d) Como Ingeniero de Estudios de la empresa distribuidora, plantee el problema de optimizacién
que permita encontrar el valor R* que minimiza los costos mensuales esperados del contrato de
reparacion de fallas de Alumbrado Publico.

. El Call Center de una Isapre recibe llamadas correspondientes a reclamos y a consultas, las cuales pueden
ser modeladas como procesos de Poisson de tasas Ar y A¢ [llamadas/hora], respectivamente. Todos los
reclamos son derivados al departamento de atencién al cliente para su andlisis y solucién, al igual que
una fraccion p de las consultas. Este departamento demora un tiempo exponencialemente distribuido
de tasa p en procesar cada solicitud, ya sea reclamo o consulta. La fraccién restante de las consultas
corresponde a aquellas que requieren de un estudio més especializado, por lo que son derivadas a la
Gerencia de Estudios de la compania. Esta gerencia demora un tiempo exponencialmente distribuido
de tasa 2 - i en el procesamiento de cada consulta. Suponiendo que todas las unidades de la compania
trabajan 8 horas diarias de lunes a viernes, responda:

a) Sila semana pasada se recibieron R reclamos y C' consultas, jcudl es el valor esperado de llamadas
que esta semana serdn derivadas al Departamento de Atencion al Cliente?. ;y a la Gerencia de
Estudios?.

b) (Cudl es la probabilidad de que la préxima llamada que se reciba corresponda a un reclamo?.

El Departamento de Atencién al Cliente debe emitir diariamente un reporte del nimero de llamadas
recibidas en cada hora de operacién. Lamentablemente, por un error computacional perdié toda la
informacién de las consultas recibidas en las ultimas 4 horas del dia, pudiéndose rescatar solamente el
dato de que en dicho intervalo de tiempo se recibieron @) consultas. Ante esta eventualidad, el Jefe del
Departamento le encomienda a Ud. intentar reconstruir esta informacion.

¢) Utilizando sus conocimientos de probabilidades determine cuél serd la distribucién de probabilidad
que rige al nimero de llamadas recibidas en la primera hora de operaciéon “perdida’. Intuitiva-
mente, ;cudl sera la configuracién mas probable para las llamadas recibidas en cada una de las 4
horas de operacién sin registros?.

d) Siun trabajador del centro de atencién recuerda con seguridad que en la tltima hora de operacién
se recibieron (/3 llamadas, jcambia su respuesta de la parte anterior?. Si su respuesta es afir-
mativa encuentre la distribucién de probabilidad que rige al nimero de llamadas recibidas en la
primera hora de operacién “perdida” en esta nueva situacién.

Suponga ahora que el Call Center funciona las 24 horas en forma continua

e) (Cémo modificaria el modelo de llegadas enunciado, de modo que se ajuste mejor a la nueva
realidad?. Razone en funcién de la variacién de la tasa a lo largo del dia.

. Turistas extranjeros llegan en el verano a un balneario segiin un proceso de Poisson de tasa A[turistas / mes].
Independiente de todo lo demads, con probabilidad p4, un turista que llega al balneario proviene de
algin un pais sudamericano y con probabilidad 1 — pa4 proviene del resto del mundo. Los turistas
comienzan a llegar el 1 de enero.



a) Si hasta mitad de mes, han llegado m turistas en total. ;Cudl es la probabilidad que hasta fin de
mes lleguen més de n turistas en total (m < n)?.

b) Dado que en un mes llegaron 100.000 turistas en total. ;Cudl es la probabilidad que n de ellos
sean sudamericanos?.

¢) Es el 20 de enero y desde el 19 de enero no ha llegado ningin turista. ;Cudl es la probabilidad
que el siguiente veraneante que llegue sea sudamericano?.

d) En un mes llegaron 100.000 turistas en total. ;Cudl es la probabilidad que la mitad de ellos hayan
llegado durante la primera mitad del mes?.

e) Los turistas sudamericanos dejan en el pafs cantidades de dinero X; que son variables aleatorias
iid de media p. Por su parte, los turistas del resto del mundo dejan en el pais cantidades de dinero
Y; que son variables aleatorias iid de media ~y. ;Cuél es el valor esperado de la cantidad total de
dinero dejada en total por los turistas durante un mes?.

6. Una tienda que vende por catdlogos ha realizado un estudio de su demanda, el que concluyé que para
un periodo de venta (k) cualquiera el nimero de potenciales compradores se distribuye Poisson con
una media igual al nimero de clientes que compré el producto en el periodo anterior (k — 1). Ademés
en un perfodo (k) cualquiera, la fraccién de los clientes potenciales que compran el producto es e P+
donde py, es el precio fijado en el perfodo (k).

Si inicialmente el ntimero de clientes potenciales se distribuye Poisson con media A, responda:

a) {Cudl es el precio 6ptimo y el beneficio esperado méximo si se considera un sélo perfodo de venta?.
b) Responda lo anterior considerando 2 periodos de venta.

¢) Ahora se desea resolver el problema para un horizonte de T perfodos. Si k es el niimero de periodos
que faltan hasta el fin del horizonte. Muestre que la solucién 6ptima satisface:

pr=1-Ux

y el beneficio esperado maximo acumulado es:

Vi (skq1) = skg1 - U
donde s;, son las ventas den el periodo k y Uy se define recursivamente por Uy = 0y U, = eVr—171,
7. Suponga que las personas que poseen cierta poliza de seguro sufren accidentes en instantes 0 < t; <
ty < ...., siguiendo un proceso de Poisson de tasa A. Segun el tipo de accidente, existen distintas
cantidades de dinero que debe pagar la compania aseguradora al cliente. Para el accidente ocurrido en
tn, la compania cubre un monto de Y,,.

a) Escriba la expresion para el monto total que deberd pagar la empresa a los accidentados en un
intervalo [0,T] ? ;Qué tipo de proceso es 7.

b) Suponga que existen pagos negativos (el cliente debe devolver dinero) cada vez que se detectan
accidentes simulados, de manera que Y; puede ser modelada como una variable aleatoria de dis-
tribucién Normal(p, o2). ;Qué cantidad de dinero deberfa tener disponible la compaiia para
cubrir, en promedio, sus gastos en un perfodo [0,t] ?.

8. Entre las distintas actividades que se deben planificar para un evento que durard 10 horas, esta el
planificar el tamano del estacionamiento que se va a arrendar para los autos de los visitantes. La
llegada de los automéviles al evento siguen un proceso Poisson con tasa A(autos / hora).

Los organizadores deben pagar por el drea total arrendada. Ellos saben que cada auto ocupa un area
de A (m?) y el costo es de h [$/m?]. Cada auto que no puede estacionarse porque el estacionamiento
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estd lleno es un cliente (visitante) perdido, pues éste abandona el lugar. Una vez que un visitante
llega al evento permanece en €l hasta la hora de cierre. Los clientes que entran al evento reportan un
beneficio de b ($/Cliente).

a) Formule el problema para determinar el nimero éptimo de estacionamientos (X) que deben
arrendar los organizadores del evento.

b) Suponiendo que los organizadores determinan que el nimero ptimo de estacionamientos es X =
500. ;Cudl es la probabilidad de que se llene?.

¢) ;Cuél es el niimero promedio de autos que entran al estacionamiento?.

d) Siel evento comienza a la 10 de la manana, ;Cuél es la probabilidad de que si Ud. llega al recinto
a las 3 de la tarde encuentre estacionamiento?.

(*)Un alfarero muy meticuloso en su trabajo y en todo lo que lo rodea, se dedica a fabricar ollas de
greda. Un dia en que usted paseaba su vecindario, se encontrd con este alfarero. El le dijo que segun
mediciones que habia realizado, el ntimero de ollas que fabrica en un intervalo de largo h [horas] sigue
una distribucién de Poisson de media Ajh, para cualquier valor de h e independiente del nimero de
ollas que haya fabricado antes o después de ese lapso. Ademads, él debe despachar a Santiago toda
su produccién diaria (de T horas de trabajo) al final del dia. Sabiendo que usted realiza estudios de
ingenieria, €l le consulto si podia contestarle algunas preguntas que son las siguientes:

a) Conteste cada uno de los siguiente puntos:

= Se sabe que en un dia se produjo una olla. Condicional a ese evento, calcule la esperanza del
tiempo de “espera” de esa olla. Considere que la “espera” de cada olla es el tiempo entre su
produccién y su despacho a Santiago.

= Si en un dia se produjeron N ollas (y condicional a ese evento), jcuél es el valor esperado
del tiempo total de espera de las N ollas?. El “total” se refiere a la suma de los tiempos de
espera de cada una de las ollas.

= ;Cudl es la esperanza del tiempo total de espera, de todas las ollas producidas en un dia?.

= Suponga que ahora, ademas de despachar al final del dia, el alfarero puede hacerlo en algin
instante ¢ durante el dia (0 < ¢t < T). Es decir, se realizardn dos despachos: uno en el instante
t y el otro en T, al final del dia. Escriba ahora, en funcién de ¢, la nueva esperanza del tiempo
total de espera, de todas las ollas producidas en un dia.

= ; Qué instante t* elegiria para realizar el nuevo despacho durante el dia, de modo de minimizar
el tiempo medio total de espera?.

Su conocido alfarero ha decidido asociarse con un vecino, el cual fabricara las tapas de las ollas. El
tiempo de fabricacién de cada tapa se distribuye exponencialmente con tasa Ay. Al final del dia (después
de T horas de trabajo), se mandan a Santiago las “parejas” ollas - tapas que se lograron producir (en
este caso sélo existe un unico despacho). Si hay més ollas que tapas, éstas se guardan para el dia
siguiente y viceversa.

b) (Cudl es la probabilidad de que en el primer dia de sociedad se despachen K ollas con sus
respectivas tapas?.

¢) Suponga que al comienzo del dia, en el taller del alfarero no hay ni ollas ni tapas. En promedio,
jcudntas ollas (que no lograron ser despachadas con sus respectivas tapas) habrd disponible al
comienzo del dia siguiente?.

(*) Considere una posta de atencién de urgencias médicas donde llegan dos tipos de pacientes: los
graves (que deben ser atendidos de inmediato) y los leves (que pueden esperar para ser atendidos).
Se sabe que cada uno de estos grupos de pacientes llegan de acuerdo a un proceso de Poisson con
tasas 2 y 4 pacientes por hora respectivamente. Ademaés, todos los pacientes graves deben permanecer
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en observaciéon hasta el dia siguiente, momento en el cual son dados de alta o son trasladados a un
hospital.

Considere que a las 7:00 a.m. los pacientes graves son evaluados para decidir si son dados de alta o
trasladados. Por ello, a las 7:00 todas las camas se desocupan. Los pacientes ingresan las 24 horas al
servicio.

Los pacientes leves NO ocupan camas.

a) La posta desea determinar el nimero de camas que debe tener para los pacientes graves, de modo
que con probabilidad de por lo menos 0.95 puedan ser atendidos todos los pacientes graves que
ingresen y no deban ser derivados a otra posta. Entregue una expresién para determinar este
namero de camas.

b) Se sabe que sélo un paciente grave ingresé entre las 7:00 y 8:00. Ese dia el médico llegé cinco
minutos atrasado (es decir a las 7:05, ya que su turno comenzaba a las 7:00). ;Cudl es la proba-
bilidad que dicho paciente haya muerto debido a que no estaba presente el médico? (suponga que
un paciente grave muere si no es atendido de inmediato).

¢) Dado que llegaron 10 pacientes, ;Cudl es la probabilidad de que los primeros cinco hayan sido
graves y los siguientes cinco leves?.

d) Para el ingreso de pacientes leves y graves debe llenarse un formulario y entregarse en una ven-
tanilla de atencién al paciente. Si la persona que atiende la ventanilla debe ausentarse por unos
minutos para ir al bano. ;Cuéanto es el maximo de tiempo que puede hacerlo de modo que la
probabilidad de que llegue un paciente durante su ausencia sea menor que 5 %?.

(*) Un conductor se acerca en su automévil a una intersecciéon por una via secundaria, y enfrenta
un disco “Pare”. No hay ningtin vehiculo antes que él esperando pasar (por su misma via). Por la via
principal (la que tiene prioridad) el paso de vehiculos a través de la interseccién se puede modelar como
un proceso Poisson de tasa A [vehiculos/segundo].

El conductor que llega por la via secundaria detendra su vehiculo al llegar a la interseccién, y obser-
vara cuanto tiempo falta para que el proximo vehiculo atraviese la intersecciéon por la via principal.
Si ese tiempo es igual o mayor que 7 segundos él considerard que es seguro pasar, y atravesard la
interseccién. Por el contrario, si faltan menos de 7 segundos para que pase el préximo vehiculo por
la via principal, él pensard que es imprudente pasar, y esperard detenido a que ese vehiculo pase, y
seguira esperando hasta que se produzca una “brecha” igual o mayor a 7 segundos. Suponga que en
la esquina hay buena visibilidad, de manera que el conductor siempre puede determinar con exactitud
cuanto falta para que pase el préximo vehiculo.

El objetivo de este problema es encontrar la distribucién del tiempo que este conductor debera estar
detenido en la interseccién antes de poder pasar, tiempo que denotaremos W.

a) Calcule la probabilidad de pasar de inmediato (i.e. Pr[WW = 0]).

b) Suponga que nuestro conductor no pudo pasar de inmediato, pues al llegar a la interseccién vio que
venia un auto por la via principal el cual iba a atravesar la interseccién en menos de 7 segundos.
Llamemos X al tiempo que transcurre hasta que dicho auto (el que viene por la via principal)
atraviesa la interseccion. Argumente que, con la informacién dada, la funcién de densidad de X
viene dada por fx(x) = Chexp(—Az)Vx € [0,7] y fx(z) = 0Vx & [0,7]. Calcule el valor de la
constante C'y el valor esperado de X.

¢) El auto que venia por la via principal acaba de atravesar la interseccién. Llame W5 al tiempo
que transcurrird a partir de este instante hasta que nuestro conductor logre pasar. Compare la
distribucién de W5 con la distribucién (a priori) de W.
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d) Calcule E[W].
Hint: Calcule la esperanza condicional en el evento que nuestro conductor haya podido pasar de
inmediato o se haya visto obligado a esperar. Use sus resultados de las partes (a), (b) v (c).

e) Argumente que W se puede expresar como W = Zi\; X, donde N es una variable aleatoria y
{X;}i>1 son variables aleatorias iid que ademds son independientes de N. Especifique la distribu-
cion de N y de X;.

A una tienda comercial llegan clientes de acuerdo a un proceso Poisson de pardmetro A [clientes/semana).
La tienda ofrece un tnico producto y los clientes llegan sin conocer de antemano cuél es el precio del
producto. Los clientes son heterogéneos en el sentido que su disposicion a pagar por el producto es
distinta (entendemos por disposicién a pagar la mayor cantidad de dinero que el cliente estarfa dis-
puesto a pagar por el producto). Desde el punto de vista de la tienda la disposicién a pagar d de un
cliente cualquiera es una variable aleatoria con funcién de densidad f(d) continua en [0,00) y funcién
de distribucién F(d) conocidas. Un cliente compra el producto si su disposicién a pagar es mayor que
el precio al que la tienda vende el producto; en caso contrario se va sin comprar. Suponga que la tienda
dispone de inventario infinito.

a) Sila tienda vende el producto a un precio P ;Cuél es la probabilidad que un cliente cualquiera
que entra a la tienda compre el producto?. ;Cudl es la ley de probabilidad para el nimero de
personas que compra el producto y para el nimero de personas que se van sin comprar en una
semana dada?. ; Cuanto vale el ingreso esperado por ventas en una semana cualquiera?.

b) ;Qué condiciones debe satisfacer P*, el precio que maximiza el ingreso esperado por ventas en
una semana cualquiera?.

Suponga ahora que el inventario disponible es de C unidades al comienzo de una semana dada, y no
tiene la posibilidad de reabastecerse en caso que se agote el producto.

¢) {Cudnto vale B(P,C), el ingreso esperado por ventas para esa semana si se vende a un precio P?.

(%) Partiendo en t = 0, los buses llegan a un paradero segin un proceso de Poisson de tasa A. Por
su parte, lo pasajeros llegan a esperar al paradero segin un proceso de Poisson de tasa pu. Al llegar el
bus, todos los pasajeros que se encuentren esperando se suben instantdneamente a él (i.e. capacidad
del bus es infinita), y los pasajeros que llegan posteriormente a esperar se suben al siguiente bus.

a) Encuentre la funcién de probabilidad del niimero de pasajeros que entran al m-ésimo bus, dado
que el tiempo entre las llegadas del bus m — 1 y del bus m-ésimo es ¢.

b) Encuentre la funcién de probabilidad del nimero de pasajeros que se suben al m-ésimo bus.

¢) Dado que un bus llega a las 10:30 AM y no llegan buses entre las 10:30 y las 11:00 AM, encuentre
la funcién de probabilidad del nimero de pasajeros que se suben al siguiente bus.

d) Encuentre la funcién de probabilidad del nidmero de pasajeros esperando en algin momento
cualquiera del tiempo, por ejemplo, 2 : 30 PM. Suponga que el proceso empez6 hace mucho
tiempo.

e) Encuentre la funcién de probabilidad del ntimero de pasajeros que se suben al siguiente bus (que
pasa después de las 2:30 PM).

f) Dado que Ud. llega a esperar el bus a las 2:30 PM, encuentre la funcién de probabilidad del
numero de pasajeros que se suben al siguiente bus.

(*) Al parque nacional “Santuario de la Naturaleza” llegan diariamente automoviles de acuerdo a
un proceso de Poisson con tasa A [automdviles/hora]. La entrada al recinto se paga por persona que
ingresa y el precio individual de p [$], es decir, si en un automévil vienen tres personas, la entrada total
de este auto es de 3 - p [3].
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Estadisticamente se sabe que el nimero de personas en cada automdvil, X, son variables aleatorias
i.i.d con las siguiente ley de probabilidad:

El parque abre sus puertas diariamente desde las 08:00 hasta las 16:00 hrs. Una hora después de cerrar
todas las personas abandonan el parque (suponga que nadie se va antes).

a) Se sabe que a las 8:15 habrdn llegado 2 personas al parque. ;Cudl es la probabilidad de que las
primeras 2 personas que llegan al parque vengan juntas?.

b) (Cual es la recaudacién diaria promedio del parque?.

¢) Se estd pensando hacer un descuento a aquellos autos con mds de 2 pasajeros (3 o més). En este
caso se cobrarfa el 80 % del precio por persona ;Cuél serfa la recaudacién promedio diaria en este
caso?.

d) Se estd pensando en construir un estacionamiento techado. ;Cudl debe ser su tamanio M [sitios]

de modo que la probabilidad de que algin auto no alcance a estacionarse bajo techo sea menor o
igual a 5 %?. Asuma que un conductor siempre se estaciona bajo techo si hay espacio disponible.

(x) Considere una sala de cine con capacidad para 200 personas. La entrada a la funcién es de p [$]
por persona. Sin embargo, si el cliente es “socio” del cine se le hace un 20 % de descuento.
Asuma que las personas llegan al cine de acuerdo a un proceso de Poisson a comprar las entradas y
que cada persona compra sélo una entrada. Las entradas para la funcién de las 22:00 horas comienzan
a venderse durante el mismo dia desde las 16:00 horas, y la boleteria se cierra a las 22:00.

Las tasa de llegada es de 40 personas/hora, y cada una persona posee tarjeta de socio con una proba-
bilidad de un 25 %.

a) Si usted sabe que se vendieron n entradas ;Cudl es la probabilidad de que i entradas se hayan
vendido a “socios” del cine?.

b) ;Cudl es la probabilidad de que se vendan n entradas (n € {0,1,2,...})7.
¢) ;Cuél es la utilidad esperada por funcién?.

d) Suponga que la administracién del cine ha decidido no vender més de 50 entradas a precio rebajado
para cada funcién. Una vez alcanzado este limite, se rechazard a los “socios” del cine (asuma que
los clientes a los que se les rechace la entrada rebajada no optaran por pagar el valor completo,
sino que se retirardn). §Cudl es la probabilidad que se vendan 50 entradas a precio rebajado?.

(*) A un Banco llegan clientes de acuerdo a un proceso Poissoniano no homogéneo, cuya tasa esta dada

por
1

V14,1 -t
El tiempo estd medido en horas, y el banco opera desde las 9 y hasta las 14 horas. Los clientes, sin
embargo, llegan entre las 9 y las 14:06 hrs.

At) = , 0<t< 14,1

a) ;Cuél es la probabilidad de que el primer cliente llegue entre las 10:00 y las 11:00 ?.

b) Si todos los clientes se demoran exactamente 12 min. dentro del banco, determine el nimero
esperado de clientes dentro del banco en cualquier instante del dia.
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¢) Calcule el nimero promedio de clientes que se retiran indignados pensando seriamente en cam-
biarse de banco cada dia (esto ocurre cuando el cliente encuentra que el banco ya cerré sus puertas,
haciendo gala de mucha puntualidad y poca comprension). ;A qué hora debiese cerrar sus puertas
el banco para que este nimero disminuya a la mitad?.

(*) En un instante cualquiera del dia, usted llega a una parada de buses a la cual llegan buses de
acuerdo a un proceso de Poisson de tasa A. Si usted toma el bus desde el paradero, demora un tiempo
fijo R desde que sube al bus hasta llegar a su casa. Si camina desde el paradero a su casa demora un
tiempo fijo W. Suponga que su politica al llegar a la parada de buses es esperar el bus un tiempo s y
si éste no ha pasado hasta ese instante, entonces decide caminar.

a) ;Cuél es la distribucién del tiempo de pasada del siguiente bus desde que usted llega a la parada
de buses?. Dada su politica de espera, cudl es la probabilidad que usted camine a su casa?.

b) Siel bus pasa en un instante t < s desde su llegada a la parada de buses, jcudnto tiempo demora
usted en llegar a su casa desde su arribo al paradero?.;Y si el bus pasa en un instante ¢t > s?.

¢) calcule el tiempo esperado que transcurre desde su llegada al paradero hasta llegar a su casa.

d) Muestre que si W < % + R entonces el tiempo esperado de la parte anterior se minimiza en s=0;
si W > % + R entonces se minimiza en s=o0; y si W = % + R todos los valores de s entregan el
mismo tiempo esperado.

e) (Qué representa en realidad s = 0 y s = co?. Entregue una explicacién intuitiva de por qué esas
son las tinicas dos politicas interesantes al considerar minimizar el tiempo esperado.

(*) Dos amigos asisten a un partido de fitbol para ver al equipo de sus amores. Durante un partido
los jugadores de este equipo hacen goles de acuerdo a un proceso de Poisson de tasa A. Los amigos sin
embargo, celebran cada gol durante un tiempo B, lapso de tiempo durante el cual no son capaces de ver
lo que sucede en la cancha. Si se supone que tras cada gol, el partido es reasumido instantdneamente
conteste:

a) {Cudl es la probabilidad que los amigos vean los 7 primeros goles?.

b) Parat > (n—1)B, encuentre Pr[R(t) > n], donde R(t) es el nimero de goles vistos por los amigos
hasta el instante ¢.

(*) Suponga que clientes llegan a una estacién de servicios segin un proceso de Poisson de tasa A.
A su llegada cada cliente es atendido inmediatamente por uno de los innumerables empleados. Los
tiempos de servicio se distribuyen segiin una distribucién G(t). Determine la distribucién del niimero
de clientes en el sistema en el instante .

(*) Suponga que autos entran en una carretera de un solo sentido y de un largo L, de acuerdo a
un proceso de Poisson de tasa A. Cada auto viaja a velocidad constante determinada aleatoriamente,
independientemente de los otros autos, mediante una distribuciéon F'. Cuando un auto se encuentra con
un auto més lento, lo sobrepasa sin pérdida de tiempo. Suponga que un auto entra a la carretera en
el instante t. Muestre que cuando t — oo la velocidad del auto que minimiza el niimero de encuentros
con otros autos, donde un encuentro con un auto se produce cuando el auto es sobrepasado o sobrepasa
a otro, es la esperanza de la distribucién del tiempo de viaje.

(*) Los votantes en la eleccién municipal llegan a un determinado local de votacién segin un proceso
de Poisson de tasa A. Cada votante, independiente de todo lo demaés, vota con probabilidad 0.5 por el
candidato A y con probabilidad 0.5 por el candidato B. Suponga que la votacién comienza en t =0y
dura indefinidamente.

a) Condicional en que votaron 1000 personas durante las primeras 10 horas, jcudl es la probabilidad
que el candidato A reciba n de estos votos?.
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b) Nuevamente condicional en que votaron 1000 personas durante las primeras 10 horas, encuentre
la probabilidad que el candidato A reciba n votos en las primeras 4 horas de votacion.

¢) Sea T el instante de la llegada del primer votante por A. Encuentre la funcién de densidad de A.

d) Encuentre la funcién de probabilidad del nimero de votantes por B que llegan antes del primer
votante por A.

e) Defina el n—ésimo votante como una inversién si éste vota distinto que el (n — 1)—ésimo. Por
ejemplo, en la secuencia AABAABB, el tercer, cuarto y sexto votantes son inversiones. Encuentre
la densidad de probabilidad del tiempo entre inversiones.

Hint: Deduzca la probabilidad que una llegada cualquiera produzca una inversiéon. Con ello de-
duzca el proceso de conteo de inversiones y encuentre la densidad de tiempo entre estos eventos.

(*) Suponga que autos entran en el kilémetro 0 a una carretera de una direccién infinita segin un
proceso de Poisson de tasa A. El auto i que entra escoge una velocidad constante V; (kms/hrs) a la
cual viajar. Suponga que las velocidades V; son variables aleatorias, independientes, positivas y de
distribucién comtn F'. Encuentre la distribucion del niimero de autos que se encuentran entre los
kilémetros a y b (a < b) de la carretera en el instante t (medido en horas). Suponga que los autos se
adelantan unos a los otros sin pérdida de tiempo.

(*) Suponga que un aparato esta sujeto a shocks que ocurren de acuerdo a un proceso de Poisson de
tasa A. El i-ésimo shock causa un dano D;, ¢ > 1, los cuales se asumen son iid. e independientes de
[N(t),t > 0], donde N(t) es el ntimero de shocks en [0,t]. El dafio provocado por un shock de dafio
inicial D; decae exponencialmente en el tiempo. Esto es, si el shock provoca un dafno inicial D, entonces
t unidades de tiempo més tarde este dafio serd D - e~¢. Si se supone que los dafios son aditivos:

a) Calcule la esperanza de D(t), donde D(t) es el dafio que presenta el dispositivo en el instante t.
b) Repita el calculo mediante el uso de la funcién generadora de momentos.

En esta pregunta asumiremos que tenemos dos procesos de Poisson independientes entre si, A y B, con
tasas A1 y Ag, respectivamente.

a) Suponga que observamos los dos procesos en su conjunto, y elegimos un evento. Argumente o

muestre que la probabilidad de que ese evento corresponda al proceso A es )\111/\2 .

b) Calcule el ntimero de medio de eventos del proceso B entre dos eventos sucesivos del proceso A.

¢) Consideremos ahora los procesos de conteo asociados, N4(t) y Np(t); éstos pueden graficarse en
el plano (z, y) y observar de este modo la evolucién del proceso en dos dimensiones. Calcule la
probabilidad que el proceso intersecte la linea x + y = z en el punto (o, yo) tal que xo + yo = 2

(*) Utilizando la definicién de un proceso de conteo y una aproximacién “Bernoulli” a un proceso de
Poisson, mostraremos que N (t) se distribuye Poisson de media \ - t. Para esto dividiremos el intervalo
[0, t] en k intervalos de tamafio ¢/k con k >> 0 y contestaremos las siguientes preguntas.

a) Muestre que la probabilidad de que ocurran 2 o més eventos en algin subintervalo tiende a 0 si
k — oo.

b) Muestre que N (t) es binomial de pardmetro k, p = % + 0(%)

c¢) Utilizando la parte anterior concluya que N(t) se distribuye Poisson de media A - ¢.

(%) Autos llegan a un semaforo de acuerdo a un proceso de Poisson de tasa A. Este seméforo cambia de
color cada A unidades de tiempo. Si un auto llega al cruce y encuentra el seméforo en verde pasara in-
mediatamente. Si lo encuentra en rojo deberd esperar hasta el proximo cambio de luz. Suponiendo que
la calle es lo suficientemente ancha como para que no se formen colas, y que el tiempo que demora un
auto en atravesar el cruce es despreciable, calcule:
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a) La distribucién de probabilidades de X(t), la cantidad de autos que han tenido que esperar para
cruzar en algun instante, en t.

b) La distribucién de probabilidades del nimero de autos que estdn esperando para cruzar en el
instante t.

Suponga que en realidad este seméforo esta instalado en el cruce entre dos calles. Por una de las calles
(calle x) llegan autos segiin un proceso de Poisson de tasa A,. Cada unidad de tiempo que un auto
espera en esta calle significa un costo de M [$]. Por otro lado, los autos que vienen por la otra calle
(calle y) llegan de acuerdo a un proceso de Poisson de tasa \,. Si un auto que viene por esta ultima
via espera t unidades de tiempo en el seméforo, se incurre en un costo t>M [$]. Si llamamos A al lapso
de tiempo durante el cual el seméforo estd en rojo para la calle x y B al tiempo durante el cual el
seméforo estd en rojo para la calley (A4 B = C, con C constante).

¢) Calcule la esperanza del costo incurrido desde que el seméforo de luz roja, cambia a verde y vuelve
a ser roja.

d) Calcule los tiempos A* y B* que minimizan el costo incurrido por el sistema durante el ciclo C.
Considere un ascensor que parte en el zécalo de un edificio y sube por éste. Sea INV; el nimero de personas
que se suben al ascensor en el piso i. Suponga que los IV; son independientes y que de distribuyen segin
Poisson de tasa \;. Cada persona que se sube en el piso i, independiente de todo el resto, se bajara en
el piso j con una probabilidad P;;. Sea O; el nimero de personas que se bajan del ascensor en el piso
7.

a) Calcule la distribucién de Oy

b) ;Cuél es la esperanza de O;?.

¢) ;Cuél es la distribucién conjunta de O; y Og?.

(*) Sea [Ny(t),t > 0] un proceso de Poisson de tasa A; . Las llegadas de este proceso se colocan en
ON o en OFF debido a un switch activado y desactivado por las llegadas de un segundo proceso de

Poisson independiente de tasa Ay [Na(t),t > 0]. Sea [N,4(t),t > 0] el proceso resultante, o sea N, (t)
incluye las llegadas de N;(t) cuando Ny(t) es par.

a) Encuentre la distribucién del niimero de eventos de N;(t) registrados durante el N —ésimo periodo
en que el switch estd en ON.

b) Dado que la primera llegada del segundo proceso ocurrié6 en 7, encuentre la distribucién condicional
del nimero de llegadas de Ni(t) hasta 7 .

¢) Dado que el nimero de llegadas de N;(¢) hasta la primera llegada de Na(t) es n, encuentre la
densidad de la primera llegada de Na(t).

d) Sea X, el tiempo entre arribos del proceso N,(t), calcule F(X,).
Un proceso de Poisson bi-dimensional es aquel cuyos eventos pertenecen a R? tal que:

= Para cualquier regién del plano de drea A el ntimero de eventos en A se distribuye segin un
proceso de Poisson de tasa \ - A.
= El ntmero de eventos en regiones disjuntas son independientes.
Considere un punto fijo r. Sea X la distancia entre r y el evento més cercano (utilizando norma
euclidiana). Demuestre que:
a) PriX >t = e=At?
b) E[X]=-~
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¢) Sea R;, la distancia desde un punto arbitrario hasta el i—ésimo evento més cercano a él, Ry = 0.

Muestre que
TR? —mRZ_, (i>1)

son variables aleatorias independientes exponencialmente distribuidas de tasa .

Suponga que eventos ocurren segin un proceso de Poisson no homogéneo de tasa A(t) y que si un
evento ocurre en el instante s contribuye con una cantidad aleatoria de distribucién Fs, s > 0. Muestre
que W, la suma de todas las contribuciones hasta el tiempo t es un proceso de Poisson compuesto. Es
decir muestre que W tiene la misma distribuciéon que Zivzl X;, donde X; son variables aleatorias iid e
independientes de .

a) Considere un proceso de Poisson no homogéneo [N(t),¢ > 0], con funcién media m(t). Dado N (t) =
n, muestre que el conjunto de tiempos de llegada (desordenados) tienen la misma distribucién que
n variables iid con distribucién:

F(x) _ m@ St <t
1 st x>t

b) Suponga que trabajadores sufren accidentes segin un proceso de Poisson no homogéneo con
funcién de valor medio m(t). Ademds suponga que cada trabajador accidentado queda sin trabajar
durante un tiempo aleatorio distribuido segiin F'. Sea X (¢) el niimero de trabajadores fuera del
trabajo en el instante ¢. Calcule E(X(T)) y Var(X(t)).

A un aeropuerto llegan pasajeros a la zona de embarque segiin un proceso de Poisson no homogéneo
de tasa A(t). Se sabe que los pasajeros pueden ser de dos tipos: sospechosos o con buena presencia.
Cada pasajero tiene una probabilidad ¢, de ser de tipo sospechoso, y una probabilidad ¢, = 1 — g5 de
tener buena presencia.

La seguridad de la linea aérea ha dispuesto que una fraccién de los pasajeros sospechosos y de los
que tienen buena presencia tengan que someterse a una revision para detectar eventuales terroristas.
La seleccién de los pasajeros para este control es tal que con probabilidad R4(t) un pasajero de tipo
sospechoso que llega en el momento t deberd someterse a la revisién, mientras que si es de tipo buena
presencia esta probabilidad es R, (¢).

La revisién de los pasajeros es instantanea, incurriéndose en un costo C' por cada pasajero controlado.
Ademis, se sabe que con seguridad el sistema de control detectard a un terrorista intentando abordar el
avion, los que serdn entregados a la justicia. Estudios de la CIA han determinado que una fracciéon B
de los pasajeros que parecen sospechosos son terroristas, mientras que una fraccién B,, de los pasajeros
con buena presencia también son terroristas (Bs > By,).

Los pasajeros aceptados en el control y aquellos que no tuvieron que someterse a revisién ingresan al
salén VIP donde deben esperar hasta que salga el vuelo. El avion despega en un tiempo T con a lo mas
N pasajeros. La linea aérea incurre en un costo p por cada unidad de tiempo que un pasajero espera
en el salén VIP por concepto de bebidas y entretenciones, ademas de un costo D por cada pasajero
que estando en el salén VIP para abordar el vuelo no puede hacerlo por falta de espacio, en este caso,
los pasajeros tienen todos la misma probabilidad de no poder abordar independiente del orden en que
llegaron.

Por otra parte, la compaiia sabe que si en el avién van k terroristas hay una probabilidad Ax que los
terroristas secuestren la aeronave, lo que significa un costo en imagen valorado en X con X >> C.

a) Encuentre la distribucién del proceso de llegadas al salén VIP.

b) Calcule el costo esperado por concepto de bebidas y entretenciones en el salén VIP.
Hint: Puede ser de utilidad recordar lo demostrado en la pregunta anterior.
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Encuentre la distribucién de probabilidad del niimero de terroristas detectados en el control. ; Cudl
es la distribucion de probabilidad de los que estan esperando en el salén VIP en el tiempo T7.

Encuentre la distribucién de probabilidad del nimero de terroristas que finalmente abordan a un
vuelo.

Calcule el costo esperado total que debera incurrir la linea aérea en un vuelo.
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Resolucidén problemas de Procesos de Poisson

a) Como los meses son intervalos disjuntos de tiempo estas probabilidades son independientes. La
esperanza del niimero de fallas serd 30 - (Ap + A4) en 1 mes.

W

b) Esta es la tipica pregunta tipo “;Cudl es la probabilidad que pase A antes de B?”. Si Tp es el
tiempo en que ocurre la primera falla domiciliaria y T4 es el tiempo en que ocurre la primera falla
de alumbrado piblico sabemos que Tp ~ exp(Ap) y Ta ~ exp(Aa)

A
P(Tp < Ta) = 525

¢) Una manera de verlo es darse cuenta que los 3 procesos involucrados son independientes, y pro-
ceder a calcular directamente la esperanza. Otra manera es calcular la esperanzas de las fallas
condicionado al tiempo que dure la reparacion y luego calcular lo que nos piden. Si 7. es el tiempo
que dura la reparacién en meses:

t
EN fallas Domiciliarias/T,. =¢] = Ap - Y
“Ap-t 1 A *1
= FIN fallas Domiciliarias] = /0 34 T exp_%'t dt = i . /0 7 ot exp_%'t dt
 ApeT
24
Ag-T
= FIN fallas Alumbrado ptblico] = ‘424

d) En este caso los costos estdn divididos en 2 tramos: Si Ny = Numero de fallas de Alumbrado
publico son menores que R se pagard s - R, mientras que si N4 > R se pagard s1-R+s2-(Na—R).
Asi el problema de minimizacién queda:

o

qg{a-R-Pmusfa+ E:[ﬁ-R+wzwk—RﬂJ%NA=kﬁ
k=R+1
, - (X4 - 30)F exp=Aa30
m}%n{81~R+k§i_182-(k—R)]~ x )}

a) Sea t; = instante en que se produce la olla.

Dado que N(T)=1 = t; ~ Ulo, ]
= EnINT) =1) =%

Entonces:

E(T —1|N(T) = 1) = B(T) ~ E(u|N(T) = 1) = 5

Generalizando lo anterior, es decir, si se producen N ollas:

N N
EQ:T*hWHU:N%JVTfEQ:MN@ﬁﬂW:NT7%?:Q;

Recordando que E,(z) = E,(E;(x|y)), entonces:

E(Tiempo total de espera) = Ey (E(Tiempo total de espera| N(T') = N))
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NT, T T T% -\
E(Tiempo total de espera) = EN(T) =3 -En(N) = 3 AT = 5

Si hay dos despachos, el andlisis es exactamente igual al anterior, solamente que tenemos dos
“dias”, uno de largo s y otro de largo T-s. Ocupando el resultado de la parte anterior tenemos:

2N (T—8)?%-)\

E(Tiempo total de espera) = 5 + 5
OE() T
= (0= s =—
0Os 3 2

Basandonos en esta nueva situacién tenemos lo siguiente: Si entregamos exactamente k ollas es
porque el minimo entre la produccién de ollas y tapas es k. Entonces:

P(min{ Ny (T), Na(T)} = k) = P(N1(T) = k, No(T) = k) + P(No(T) = k, Ny(T) > k)
Dada la independencia de los procesos se tiene:
B() = B(N,(T) = k) - B(No(T) > k) + B(No(T) = k) - P((Ny(T) > k)

Donde las expresiones pueden determinarse explicitamente dada la distribucién de los procesos.
Sea O(T)= Numero de ollas sobrantes al final del dia = max{Ny(T") — No(T), 0}, entonces:

E(O(T) = S k-P(O(T) = k)
k=0
donde

PO(T)=k) = Y P(Ni(T)=j+k) P(Na(T) = j)
j=0

o T2j+k}\j+k}\ge—T(A+>\z)
(+k)!-j!

=0
Sélo resta remplazar...

Supongamos que se decide colocar N camas en el hospital. Ademas consideremos que el dia
comienza en t=0 (7:00 am) y termina en t=T (7:00am del dia siguiente). De esta forma, la
probabilidad de atender a todos los pacientes graves sera:

N )
>\ T i,—M\T
Py[Lleguen a lo més N pacientes graves] = E %
!
i=0

Donde A; es la tasa de llegada de los pacientes graves (2 al dia). Entonces buscamos un N* tal
que:

N* ;
AT —\T
N* = inf{N|Ne {0,1,..} A Z% > 0,95}
i=0 ’



W 11.

b)

a)

15

El paciente morird o no dependiendo del instante en que llegd. Si llegé antes de t = 5 (desde
ahora en adelante trabajaremos en minutos) entonces muere con probabilidad 1 (del enunciado).
Si lleg6 después de las t = 5 sobrevive. Ahora Supongamos que el tipo llegd en el instante X
(0 < X <60) Entonces:

P[Muerto|Llego en X] = 1x<;=5

Si embargo debemos descondicionar. Para esto vemos que la distribucién condicional de las lle-
gadas de Poisson hasta un instante t se distribuyen uniformemente entre 0 y T. Entonces ten-
dremos que:

60 1
P[Muerto] = / 1x<5 - —dX
0 =7 60
5 1 60 1
= 1 -—dX 1 -—dX
/0 X<5 60 +/5 X<5 60
509 60 1
= / 1—dX+/ 0-—dX
o 60 5 60
_ 5 _ 1
60 12

Esto es basicamente la probabilidad que lleguen 5 pacientes graves seguidos de 5 pacientes leves.
Sin embargo dado que:

Ag
)\g + N

P[Llegue un paciente grave antes que uno leve] =

donde A es la tasa de llegada de pacientes leves al consultorio, y considerando la propiedad de
pérdida de memoria de la distribucion exponencial, tendremos que la probabilidad que buscamos,

P, es:
( Ag >5< Al )5
Ag + N Ag + N

Por la pérdida de memoria de la exponencial el mundo “comienza” cuando el tipo inicia su ida al
bano. Por otro lado, debido a la suma de procesos de Poisson, el proceso de llegada de pacientes
al consultorio serd en si un proceso de Poisson de tasa A\, + A;, y por lo tanto Y, el tiempo de
llegada entre clientes, seguird una distribucién exponencial de pardmetro A\, + A;. Entonces el
tiempo méaximo, T, de demora debe ser tal que :

P[Y > T*] _ 67()\g+>\L).T* _ 0’95

Entonces:
T _ _ln(0,95)
)\g + N

Sea T = el tiempo que falta para que el préximo auto cruce.

P[Pasar de inmediato] = P[Primer auto demora més que 7]
= P[T > 7]
= 1-F(7)

e—)\‘r
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Derivaremos esta densidad a partir de la distribucién acumulada. Nos piden:

PT <tAT < 7]

PT <tT <71]= PIT < 7]
Donde
P[T<tAT<r]:{ P[T1<t] i;:
Entonces:
P[T<t|T<r]{ Ilj[[;{l:ﬁ] i;:

Por lo tanto:

[ T
* 1 t>7

Entonces:

fo = oo t<T
* 0 t>7

1
l—e—AT

La distribucién de W es la misma que la de Ws (Pérdida de memoria, procesos independientes).

Esto implica que C' =

EW) = EW|T>7|-P|IT>71]+EW|T<T7]-P[T<T7]
= 0+ (E[X]+ EW]) Pt <T]

Se puede verificar que:

T 1 1
_ Az L AT
E[X]—C'/O xAe d:v—l_e_)”_ 3 (1—e (AT +1))
Entonces: 1
_ — AT
EW] = oo (1—e """ (AT +1))

Sea N,,= Numero de personas que se suben al m-ésimo bus. Sea x,,= tiempo entre llagada del
bus m-1 y el m-ésimo.

) e Ht ut J

P(Np, = jlam =t) = J(')

Tenemos que descondicionar el resultado de la parte anterior:

P(Nm = J) = o P(Nm :J|$m = t) 'fxm(t)at

donde f,, (t) es la densidad del tiempo entre el bus m-1 y el m-ésimo. Sin embargo sabemos que
fu., (t) — exp(X). Entonces:

0 o—put J
P(Ny =j) = / S VL j('“t) e Mot
0 .
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P(Nﬁ::j):

A\ (N + p)it e~ A tmitgy
(A+ )7t /0 7!

Dado que lo que queda dentro de la integral es la densidad de probabilidad de una Gamma(j +
1, A+ u) se tiene que:
A?
P(N,=j)= ————
W =)= 55 vt
¢) Siun bus llega a las 10:30 y no llegan buses entre 10:30 y 11:00, el nimero de pasajeros que se
subird al proximo bus serd Ni + Ny donde:
= N;= Numero de personas que se sube entre 10:00 y 11:00.
= No= Numero de personas que se sube a partir de las 11:00.

Entonces:
P(Np=n) = » P(N1=jANy=n-—j)
j=0
P(Np=n) = Y P(Ni=j) -P(Ny=n—j)
7=0
PN, =n) = -2 e*%iﬂik( B yn—k
A e R
B B Au” r e Adpg 1
P(Npy =n) = ()\+M)n+1e 2;:0[ 5 ] il

d) El nimero de pasajeros esperando en cualquier instante si el proceso comenzé hace “mucho tiem-
po” = independiente del instante, la distribucién de probabilidad de la gente esperando sigue la
misma distribucién de probabilidad de la parte 2. Sean:

= N;= Numero de personas que esta esperando
= No= Numero de personas que se sube a partir del instante escogido.

Entonces: N
. !
P(N, =j) = Ot pptt
. A
PN =0) = et
De esta forma se tiene que:
n
Aﬂk Aﬂnfk
P(N,, = = .
(N =m) = 2 G Gyt
A2un
P(Np =n) = (n+1)m

Notar que el proceso puede ser visto como una divisién de un proceso de Poisson. Sean:

N;(t) = ntmero de autos con i personas que han llegado al parque desde 0 hasta t.
N(t) = ntmero de autos que han llegado al parque desde 0 hasta t.
N(t) = namero de personas que han llegado al parque desde 0 hasta t.



a) Nos piden calcular:

P(Na(1/4) =1|N(1/4) =2) =

_ P =D)ARG) =2
P(Ny(3) =1) AN(3) =2)+ P(Ni(3) =2) AN(3) =2)
pero:
P <N2 (i) =1AN <i) = 2) = P(N:1(1/4) =0)- P(Ny(1/4) =1) - P(N5(1/4
P(Ny(1/4) = 0) - P(N5(1/4) = 0)
P <N1 (i) =2AN (i) = 2) = P(N1(1/4) =2)- P(N3(1/4) =0) - P(N5(1/4
P(Nu(1/4) = 0) - P(N5(1/4) = 0)
Entonces:
_ ef%ﬁef%ef%ef%
PN/ =N/ =2) = ——— ALt
e—Tfe—Te—Tg—T —+ 42 e 2e de de 1
Sélo basta con reemplazar con \; = A - P[X =i
b) Sea R = recaudacién de un dia. Entonces:
E(R) = E(pN1(8) + 2pN2(8) + 3pN3(8) + 4pNa(8) + 5pN5(8))

= E(pNi(8)) + E(2pN2(8)) + E(3pNs(8)) + E(4pNa(8)) + E(5pN5(8))

= p8A1 + 2p8As + 3p8A3 + 4p8A4 + 5p8As
= p8A[0,1+0,2+0,3+0,3+0,1]
= 24.8pA

¢) En este caso:
E(R) = p8A[0,1+0,2+0,8(0,3+0,3+0,1)]
= 20,64pA

d) Para encontrar M, imponemos la siguiente condicién:

P(N(8) > M) < 0,05

o0 )\819 -8
3 % < 0,05
k=M+1 ’

0 equivalentemente
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de donde simplemente se despeja M.

B 15. EIl problema también puede ser visto como una divisién de un proceso de Poisson. Sean:

N(t) = ntmero de personas que han llegado a comprar entradas desde 0 hasta ¢.
N, (t) = mnamero de personas que han llegado a comprar entradas sin ser socios desde 0 hasta ¢.
N,,(t) = numero de personas que han llegado a comprar entradas siendo socios desde 0 hasta t.
a)
P(N,,(6) =i|N(6) =n) =
(N ( ) n)
_ P(Nm(6) = i) P(N,(6) = n — i)
P(N(6) =n)
(0 25)\6)L970 2516 (O 5)\6)“ k3 70 756
_ il (n— ’L)'
- (A6)e—A6

n!

- ( TZ’ )0,251'0,75”—1'

= Sin <200 = P(vender n) = Qo)e™?

n!

» Sin =200 = P(vender n) = >~y ()‘6)k,
= Sin>200 = P(vender n) =0

b) Distinguimos 3 casos:

— X6

¢) Sea u = utilidad de una funcién. Entonces:

E(u) =Y _ E(u|N(6) = k)P(N(6) = k)

k=0
pero:
s Sik <199
k
E(u|N(6) => ( ) 0,250,75" " ((k — )p + i0,8p)
i=1
= sik > 200

E@NG) =k) =Y ( 2(;0 ) 0,25°0,752%0=% ((200 — 7)p + i0,8p)
=1

_y L (8)keme
Como P(N(6) = k) = ~=57—, sblo basta reemplazar.
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d) Sean:

R; = Instante de la llegada i-ésima de un cliente normal.

S; = Instante de la llegada j-ésima de un “socio”.

Notar que conocemos las funciones de probabilidad de R; ~ Gamma(i, 0,75))
y de S; ~ Gamma(yj, 0,25)).
Para que se vendan 50 entradas con descuento deben pasar 2 cosas:

= Que lleguen al menos 50 personas con tarjeta en las 8 horas que estd abierta la boleteria

= Que el cliente N°50 que sea socio llegue antes que se cope la capacidad del cine. Esto ocurre
si dicho cliente llega antes que el 150-ésimo cliente normal.

Entonces debemos calcular:

P(Ss0 < Ri50 < 8)

como conocemos las distribuciones de S; y R;, basta con fijar S50 = S e integrando sobre S.

P(Ss0 <R<8) = dR

/8 0,75A151R150€_0’75>\R
o 150!

8 ( 151 150 ,—0,75 AR 2 51 P50,—0,25AR
/ / AR | 0:25A7 R s
o \Js 150! 50!

Recordar que si tenemos un proceso de Poisson no homogéneo en que la tasa de ocurrencia depende
del tiempo A(t), hacemos un cambio de reloj para ver el proceso como uniforme:

to ul(t 7t ke—u(tl,t2)
utnts) = [ A = PN - N(t) = k) = e
t1 [

Para este problema:

(t1,12) /t2 L
it b VLI -1
= —2y/141 12
= /Tl -t -2/ =1, (0<t <1y <14]1)
a)
P(N(9,10) = 0AN(10,11) > 1) = P(N(9,10) = 0)P(N(10,11) > 1

)
P(N(9,10) = 0)(1 — P(N(10,11) = 0))
u(97 10>Oe—u(9,10)(1 _ u(lo’ 11)Oe—u(10,11))
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pero
u(9,10) = 2(/(5,1) — /(4,1))
= 0,467
w(10,11) = 2(+/(4,1) = /(3,1))
= 0,528
Entonces:

P(N(9,10) = 0 A N(10,11) > 1) = ¢~ 0467(1 — ¢~ 0:528)

(12 min=0.6 hr). Los clientes que estén en el banco en ¢ son los que han llegado entre t — 0,2 y t.
Ast:

E(N(t—0,2;t)) = wu(t—0,3;t)
= 2[/14,1— (t—02) — /14,1 — 1]

Los que llegan después de las 14:00

E(N(14;14,1))

2[1/0,1 = V0]
= 201

Para que disminuya a la mitad:

B(N(z;14,1)) =

1
2
2141 —z -0 = 0,
T

=

(v
1

= 14,075

Dado que el proceso es poissoniano = Tiempo entre llegadas — exp(N).
Por lo tanto:

Ps(caminar) = / e Mot = e

S
Hay que distinguir dos casos:
= Si el bus pasa en t, con t < s, me demoro t+R en llegar a casa.
= Si el bus pasa en t, con t > s, me demoro s+W en llegar a casa.

Para calcular esta esperanza condicionaremos sobre t, el instante de llegada del bus.

=
3
I

/ E(T|t) - de Mot
0

g
=
I

/( (t+ R) - Xe Mot + / (S+W)-Ae Mot
0 s

Desarrollando deberfan llegar a la siguiente expresion:

1 1
E(T):R—FX—&-e_AS(W—R—X)
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Claramente si:
= W—R— 1 >0, entonces E(T) se minimiza en s= oo
» W—R— 1 <0, entonces E(T) se minimiza en s=0
= W—-R-— % = 0, entonces la expresién no depende de s.
Dada la pérdida de memoria de la exponencial, si espero un s>0 y cada vez que pasa ese tiempo

reevaliio mi desicién estaré siempre frente al mismo problema original por lo que mi s serd el
mismo = si >0, entonces s=00.

Para que esto ocurra el tiempo entre cada uno de los 6 tltimos 6 goles debe ser superior a B
(notar que la probabilidad de ver el primer gol es 1). Sean z; = tiempo entre el gol (i-1)-ésimo y
el i-ésimo. Entonces:

676)\3

P(ver los 7 primeros goles) = P(zo > B,x3 > B, ...,z > B,x7 > B) = (e *5)¢ =

Sea Y; el tiempo trascurrido entre el (i-1)-ésimo gol observado y el i-ésimo gol observado. De esta
manera tenemos que:

= Y1 — exp())
n Y, — exp(\) Vi #£ 1
Entonces sea Sy el tiempo en que vemos el N-ésimo gol.
N
Sp = ZYi = Sy — (N — 1)B — Gamma(N, \)

i=1
De lo anterior, y sabiendo que P(Sy <t) = P(R(T) > N)! se concluye que:
t—(n—1)B AN L N-1 . =Mty

_mRaij):/ =

0

B 19. Sea x(t)= Namero de clientes en el sistema en el instante t.

Sea N(t)= Numero de personas que han llegado al sistema hasta t.

Notemos que:

eiAt()\t)"
n!

P(x(t) = j) = Zp[f(t) = jIN(t) = n]-

= Un cliente que llega en un instante s (0 < s < t) tiene una probabilidad de estar en el sistema

iguala 1 — G(t — s)

= Condicional a que N(t) = n el instante de llegada de las n personas se distribuyen U(0,t)

tenemos que la probabilidad de que una de estas personas se encuentre en el sistema es:

t

"1-G(t—s)0
p:/&
0

independiente del resto.

11dentidad valida para cualquier proceso de conteo



H 20.

m 21.

23

Entonces: |
Plz(t) = jIN(t)=n] = ————p7 (1 — p)" 7
[o(t) = JIN (D) = n] = e (1= p)
Remplazando en la expresion inicial tenemos que:
ol n! , e M)
P t)=1 = PR — 1— n—y 0 ____\N 7
) =3) = 3 =) -
e MP(N -t p) SN e MR (Nt (1 — p)) ()
P(z(t)=3) = - . -
(x(t) = 7) i 2 =)
efAt-p()\ ot p)j

Es decir z(t) — Poisson(\tp)

Sea v la velocidad del auto entrando en el tiempo ¢, por lo que se tiene que el tiempo de viaje a

velocidad v serd t, = % donde L es el largo de la carretera.

Si definimos G como la distribucién del tiempo de viaje, y dado que T' = % es el tiempo de viaje

cuando la velocidad es X, se tendrd que G(z) = 1 — F(£), con F la distribucién de la velocidad.

Consideremos un evento a un auto que entra a la carretera, el que contaremos si se encuentra con el
auto entrando en t. Independiente de los demds, un evento ocurriendo en un instante s con s < t (auto
entrando a la carretera en s) serd contado con probabilidad P[s + T > t + t,]. De la misma manera,

un evento ocurriendo en un instante s con s > ¢ serd contado con probabilidad P[s + T < t + t,].
Asi, se puede escribir la probabilidad que un evento que ocurre en un instante s sea contado como:
1-G(t+t,—s) sis<t,
p(s) =1 G(t+t,—s) sis>t,

0 en otros casos.

De esta manera el niimero de encuentros de un auto ingresando en ¢ serda un proceso de Poisson filtrado
tal que:

o t t+t,
)\/O p(s)ds = /\/0 [1—G(t—|—tv—s)]ds—|—/ G(t+t, —s)ds

t+t, toy
a& u—mmw+A Gly)dy

Ahora sdlo basta con minimizar esta expresion derivando e igualando a 0.

d
dt,

{)\/Ooop(s)ds} = )\{[1 = G(t+t,)] = [1 = G(t,)] + G(t)

Donde se tiene que G(t,) = & dado que cuando ¢ tiende a infinito G(¢ +¢,) &~ 1. De esta manera, el
optimo tiempo de viaje es el tiempo medio, y por lo tanto la velocidad que minimiza los encuentros es
la velocidad media.

Divisién de procesos de Poisson:

N(t) = Numero total de votantes que llegan hasta tiempo ¢
N4(t) = Numero total de votantes que llegan hasta tiempo ¢ y votan por candidato A
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Npg(t) = Numero total de votantes que llegan hasta tiempo ¢ y votan por candidato B
p = Probabilidad que un votante elija al candidato A

P[Na(t)=n] = ) P[Na(t)=n/N(t)=k-P[N(t) =K
k=0

— 3" PINa(®) =n/N(t) = k|- PIN(t) = K]
k=n

= k! N e Mk
= k; mp ~(1-p)* i
B _;r_ne—kt()\t)n & ((1 —p))\t) o
B n! (k —n)!

k=n

e(l—p)Xt
e~ P (\pt)"

= — 7 Poisson(Ap)

Distribucién condicional de los tiempos de llegada:

X, = Tiempo en que se produce la primera llegada, condicional a que de [0, t] hay una llegada

PIX, < s A N(t) =1]

PX;<s/N(t)=1) = PING = 1] 0<s<t
e—As/\SB—A(t—s) s
e~ A\t Tt

Luego, condicional a que hay una llegada en el intervalo [0, ¢] el tiempo en que esta ocurre sigue una
distribucién UJ[0, ¢].

a) Alternativa 1:

P[N4(10) =n A N(10) = 1000]
P[N(10) = 1000]

P[NA(10) = n/ N(10) = 1000] =

P[N4(10) = n] - P[N5(10) = 1000 — ]
P[N(10) = 1000]

e=2AT10(y , 10)" ) e~ AB10() 5 .10)1000—n

_ n! (1000—n)!
= =X 10(X10)1000
1000!
Y n s 1000—n
~ (1000 —n)n! \ A A
1000! 1 0

= YYD B Z

(1000 — n)!n! (2> "=

Alternativa 2:
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Pensar directamente en una binomial. Si la probabilidad que c¢/u de los 1000 que llegaron, inde-
pendiente de los demds, vote por el candidato A es p, tenemos que:

B B ~1000! N 1000—n _1000! 1\ 1%
PINAQ10) =n [ N{10) = 1000] = m5a=5rr 2" (1=p) = (1000 — n)ln! \ 2 n=0

Llamemos N4 al nimero de votantes del candidato A que llegan en las primeras 4 horas de
votacién.

Alternativa 1:
P[N4(4) =n A N(6)+ Np(4) = 1000 — n]
P[N(10) = 1000]

P[N4(4) = n] - P[N*(6) = 1000 — n]
P[N(10) = 1000]

P[Ni =n/N(10) = 1000] =

Donde N* ~+ Poisson de tasa %)\

(22"~ 2> ] (8X)1000—n o —8A
nl (1000—n)!
(10/\)1000.6—10A
1000!

B 1000! 2 n E 1000
~ (1000 —n)!n! \8 10

3 1000! 1\" 4\
(1000 —n)!n! \ 5 5

Notar que si se consideran 2 procesos independientes N (t) ~» Poisson(\) y Na(t) ~» Poisson(?)
se tendrd que P[Ni(t) = k] = P[Na2(qt) = k], por lo que es posible ajustar “el reloj” del proceso
Np(4) para sumarlo con N(6).

Alternativa 2:

La probabilidad que una persona llegue en las primeras 4 horas y vote por el candidato A, dado

que llegd en las primeras 10 serd p = % . % = % Con esto se tiene que
1000! 1 n 4 1000—n

Los votantes llegan de acuerdo a un proceso de Poisson de tasa A, por lo que si T es el tiempo en
que llega el primer votante se tendra:

P[T >t]=P[N(t) =0] = e * Por lo que T ~ exp(\)

De la misma manera, el tiempo T4 hasta que llega el primer votante tipo A sigue una exponencial
de parametro %

Llamaremos P[N7] a la probabilidad que lleguen n votantes para el candidato B antes del primero
para Ay T4 al instante en que llega el primer votante para el candidado A.

- () () ()

Alternativa 1:
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Alternativa 2:

PINGl = [ PING/Ta=t]- fri(0)dt
0
o] )\ tTL —Apt
= / 7( B ) ¢ -/\AeikAtdt
0 n!
oo (A" —2
R
0 n! 2
B (%)n+l /Oo tn}\nﬂe#\tdt 1 n+1
- )\n+1 0 n! - 2
¢)
PlInversién] = P[Inversién / Anterior vota A] - P[Anterior vota A] +

P[Inversién / Anterior vota B] - P[Anterior vota B]
11 11 1

— .4 .2 ==
2 2 2 2 2

Ahora tenemos un proceso de llegadas de votantes Poisson de tasa A y si contamos el nimero de
inversiones podemos notar que sera el mismo proceso de Poisson “filtrado” por la probabilidad
que una llegada sea una inversion. De esta manera el tiempo entre 2 inversiones consecutivas

seguird una distribucién exponencial de tasa X - P[Inversién] = %
B 22. Sea Ny, (t)= nimero de autos en el tramo [a,b] en el instante ¢.
P(Nay(t) =k) = ZP(N[ab](f) =k[N(t) =n) - P(N(t) =n)
n=~k

Un auto que entra a la carretera en el instante s y elige una velocidad v;, se encontraréd en el tramo
[a,b] en t siempre y cuando:

vit—s)>aAv(t—s)<b
a b
MR

Luego la probabilidad que un auto llegado en s esté en [a,b] en ¢ es:

P(s,t) = / F(v;)dv;

a

(t—s)

Luego, un auto que llega en un instante cualquiera estara en el intervalo con la siguiente probabilidad:

‘1 _P(t)
/0 EP(s,t)ds =

Entonces el nimero de autos en el intervalo es:
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B 23. ) D puede ser escrito de la siguiente forma:

N(®)
D(t) =Y Dije” (=5
=1

donde S; denota el tiempo de arribo del i-ésimo shock. De esta forma tendremos que:

N(t)
E[D(t)] = E[Y_ Die (75
=1
o N Y
AL -
= D B[} Dien"% Nty =n] - A 3
n.
n=0 =1

St n n -\t
_ =Sy, )" e
- ;E[;Dle ] —

n (/\t)n Lo

= ZE[D] e B> e —

=1

Donde se ha utilizado la independencia de los D; y el proceso de conteo. Ahora si se considera
que cada uno de los S; se distribuye uniforme entre 0 y t, se tendra que:

e PV AL —At
E[D(t)] = Y E[Dle'nE["]- ()Te
n=0 ’
0 t —At
°d At)™ -
= Y sl [ 158 D07
= o ¢t n!
0 t_1q A7 . e M
— ZE[D]eftn[e } . ( ) €
t n!
n=0
ED|(1—-et) <  (A)"-e M
= E[D]1-e"-A
b) Propuesto!
H 25. a)
k
P[2 o més eventos en algiin subintervalo] < Z P[2 o més eventos en el subintervalo i-ésimo)
i=1
t
Ocupando la definicién (2) = k- O(E)
o(%)
= t. Lk
k
t
= lim ¢ M =0
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P[N(t) =n] = P[En n de los k intervalos ocurra 1 evento]

i e ()

t t
De esta manera N(t) ~» Binomial(k, )\E + O(E))

¢) Primero veamos cudl es la esperanza de N(t) en el limite:

t
k

o(%)

t
k

t
lfm E[N(t)} = lim kA +of

oty = i oo 2]

Ahora recordemos que Binomial(n, p) ~» Poisson(\) con n-p = A en el limite n ~» oo, p ~ 0.

k-(k—1)-(k—2)--(k—n+1) (M t\" Xt
P|N(t) = = = — R I Y
N =n - "+ o) = —olp)
n k
E-(k—1)-(k—=2)-- - (k—n+1) o(£) (1-3t—o(1))
- 1. kn A — ' Y t\\"
n 3 (1= —o(})
_ lkk—1k-2 k—n+1_<)\t+t 0(2)>n (1—%70(£))k
nlk k k k i (17%70(%))”
Tomando el limite k — oo
. 1 0 At t\F
len;O P[N(t)=n] = 1 1-(At) .kh—>ngo <1 - O(k))
k . in(1= 3t —o($))
fim (1= o) = .
ocupando 'Hépital = e ™
De esta manera
. _ _ )
len;O P[N(t)=n] = e

a) Nos limitaremos a calcular q(t), la probabilidad que un auto cualquiera haya tenido que esperar.
Para esto vemos que esta misma probabilidad condicionada en el instante de llegada toma la
siguiente forma (se supone que el seméforo parte en verde):

P(s) = 1 te[(2n—1)-A,2n- A] para algin n € {1, ...}
1 0 te2n-A,(2n+1)- A para algin n € {0,1...}

De esta forma es directo ver que:

() = ("_1)‘A+tt_(2”_1)"4 te[(2n—1)-A,2n- A] para algin n € {1, ...}
7 na te2n- A, (2n+1) - A] para algin n € {0,1...}

Entonces podemos afirmar que X () sigue un proceso de poisson de tasa (At - g(t)).
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Mediante la misma légica anterior tendremos que:

(t) = M te[(2n—1)-A,2n- A] para algin n € {1, ...}
1 0 te2n-A,(2n+1) - A] para algin n € {0,1...}
Entonces podemos afirmar que X () sigue un proceso de Poisson de tasa (At - ¢(t)).

Claramente el costo del ciclo serd el costo del seméaforo rojo para los de la calle x més el costo del
semaforo rojo para los de la calle y. Entonces:

E[Costo calle x] = Z E[Costo calle x|N,(A) =n] - P[N(A) = n]
n=0

- ZnA‘ZM PIN,(4) =7

A-M
= MNA——
2

Donde el término para E[Costo calle x| N, (A) = n] viene del hecho que las llegadas condicionales
de Poisson se distribuyen (idénticas) uniformes en el intervalo que condiciona y que si un au-
tomévil llega en el instante s, se incurrird en un costo de M - (A — s).

De la misma forma:

E[Costo calle y] = Z E[Costo calle y|N,(B) = n] - P[N,(B) = n]
n=0

— ZnB ?;M - P[N,(B) = n]

B%- M
3

- \,B

Donde el término para E[Costo calle x| N, (B) = n| viene del hecho que las llegadas condicionales
de poisson se distribuyen (idénticas) uniformes en el intervalo que condiciona y que si un au-
tomévil llega en el instante s, se incurrird en un costo de M - (B — s)2.

Entonces:

A2 M —A)3
E[Costos] = )\xT + Ay (© 3)

La idea es derivar e igualar a 0, siempre y cuando el resultado sea coherente (A este entre 0 y C).

dFE[Costos]
dA
El proceso combinado { Ny (t)+Na(t);¢ > 0} es un proceso de poisson de tasa )\1 + A2 y cada llegada
pertenece a Ni(t) indep. con probabilida
proceso Np(t) sean n tiene que darse que la llegada del primer proceso le “gane” a la del segundo
exactamente n veces y que luego “pierda”. Esto es:
M e

AL+ A2 AL+ A2

=AA- M=)\ (C—A)? M=0= A"

P[N =n] = (
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Simplemente buscamos la distribucién del ndmero de llegadas de N1(t) en [0, 7]:

e_)‘T()\T)"

Sea R = n llegadas en primer periodo ON, y 7 = tiempo de término del primer periodo ON.
Entonces buscamos:

frr(t|R)dt = P[t <7 <t+dt|R]
PRIt <7 <t+dt]- Pt <7 <t+ di]
P[R]

Pero de las partes anteriores y de la distribuciéon exponencial del tiempo entre arribos del segundo
proceso se tendra que:

)\tn—)\lt .
Ait)"e - ge N2t

[ — e
()\1+)\2) EPYED Y
B e—()\l—i-AQ)t_()\l_i_AQ)n—i-ltn
N n!

Es decir se distribuye de acuerdo a una gamma(n + 1, A\ + X\2)

Condicionaremos sobre la primera llegada del proceso combinado Ny (t) + Na(t).

E[X,] = FE[X4|Ni(t)primero] - P[Ny(t)primero] + E[X,|Na(t)primero] - P[Ny(¢)primero]
1 )\1 1 1 )\2
= . + + — + FE Xa :
A+ A AL+ A [)\1 +X Ao [Xa] AL+ A2
1 A2 A1 1

= — + +
[/\1 +X2 A1+ A

M
2
Al



