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Problemas de Cadenas de Markov con Beneficios y Decisiones

El mercado de las financieras de cierto pais esta compuesto por N financieras que prestan sus servicios
a un mercado potencial de K clientes.

Un cliente que en un periodo se encuentra sin crédito va a pedir uno en el periodo siguiente con
probabilidad q. Ademas si pide un préstamo lo debe pagar al periodo siguiente y mientras no lo pague
no puede acceder a otro crédito en ninguna institucion del sistema financiero.

Cada vez que un cliente paga la deuda la financiera obtiene un beneficio de B [$]. Si un cliente no paga el
crédito, la financiera traspasa la cobranza a una empresa externa (incurriendo en un costo C' [$]) la que
se demora 1 periodo en solucionar el problema. La probabilidad de que un cliente no pague el crédito
inmediatamente es p. Suponga que un cliente que acaba de pagar su deuda (ya sea inmediatamente o
después de recibir la visita de un cobrador) no pide inmediatamente un nuevo crédito. Los costos fijos
de operacién, por perfodo, de una finaciera son 6 [$].

a) Construya una cadena de Markov que represente el estado financiero de una persona en particular.
Identifique los estados y probabilidades de transicion.

b) Utilizando el resultado de la parte anterior formule una cadena de Markov con beneficios que
describa los costos e ingresos para una financiera, asociados con los créditos otorgados a un
cliente. Determine las probabilidades estacionarias (;Por qué existen?), el beneficio esperado por
transicién en el estado estacionario (g) y el vector de beneficios relativos asintético (W).

¢) ;Cuél es el beneficio esperado que le reporta un cliente a una financiera en un horizonte de ¢
periodos?.

d) Considerando el cdlculo anterior determine el beneficio esperado de operacién de una financiera
durante ¢ periodos. Determine el nimero de financieras que operaran en el largo plazo, explicando
claramente su razonamiento.

. Considere un mercado laboral que opera de la forma que se describe a continuacién. Cada mes un

trabajador puede ya sea conservar o perder su actual empleo. La probabilidad que conserve su trabajo
depende sélo del niimero de meses que lleva en él, siendo p; la probabilidad que un trabajador que acaba
de terminar su primer mes de trabajo conserve su empleo para el mes siguiente, po la probabilidad que
un trabajador que lleva 2 meses empleado conserve su trabajo un mes mas y p3 la probabilidad que
un trabajador que lleva 3 o mas meses empleado conserve su trabajo por un mes més. Un trabajador
que estd desempleado en un mes dado seguird en esa condicion el mes siguiente con probabilidad pg, y
conseguird empleo con probabilidad 1 — pg. Cuando un trabajador pierde un empleo pasara al menos
1 mes desempleado.

El sueldo de un trabajador es de wy [$/mes] en su primer mes de trabajo en un empleo, ws [$/mes]
en su segundo mes de trabajo y ws [$/mes] en el tercero o cualquier mes posterior. Los trabajadores
deben destinar cada mes una fraccién f de su sueldo a pagar un seguro de desempleo administrado por
el estado. Cuando un trabajador estd desempleado el estado le proporciona un ingreso de H [$/mes].

a) Modele la situacién laboral de un trabajador (si estd empleado o desempleado) como una Cadena
de Markov. Justifique la existencia de una ley de probabilidades estacionarias e indique cémo
calcularlas (no es necesario que las calcule).

b) (Cudnto tiempo pasa, en promedio, desde que una persona pierde su trabajo hasta que consigue
uno nuevo?.

¢) Calcule cudl debe ser el valor de f para que el estado pueda, en promedio, financiar los beneficios
que otorga a quienes estan desempleados con los pagos realizados por los trabajadores por concepto
de seguro de desempleo (responda en términos de las probabilidades estacionarias y los demads
pardmetros del problema).



d) Formule un modelo de Markov con beneficios que permita calcular el ingreso esperado para el
ano 2005 un trabajador que comienza desempleado en Enero de ese ano. ;Cudnto mayores seran,
en promedio, los ingresos de ese ano de un trabajador que cumple su sexto mes de trabajo en
Enero?. ;Cuél es el ingreso esperado para el anio 2005 de un trabajador que consigue empleo en
Noviembre de 2002 (habiendo estado desempleado en Octubre)?.

e) Suponga que en Diciembre del 2002, para celebrar el cambio de milenio, las empresas pagardn
un aguinaldo de S [$] a aquellos trabajadores que no despidan (i.e. aquellos que seguirdn en sus
puestos para Enero del 2004). ;Qué cambiaria en su modelo de la parte (c) para poder realizar
los céalculos pedidos bajo este nuevo escenario?.

3. Una tienda comercial se dedica principalmente a la venta de equipos electrégenos. La demanda por estos
productos en una semana dada puede tomar sélo dos valores: 0 o 1 [unidades]. El comportamiento de la
demanda es susceptible de ser modelado como una cadena de Markov: la probabilidad que la demanda
sea igual a 1 en una semana dada es « si la demanda fue 1 la semana anterior y ( si la demanda fue 0
la semana anterior, independiente de lo que haya ocurrido 2 o mas semanas antes.

La tienda obedece a la siguiente politica de inventarios: al comienzo de cada semana se observa el
inventario disponible en bodega. Si este es igual o superior a 2, no se hace nada. Si es menor que 2, se
pone una orden de compra por 3 unidades. El proveedor demora L = 1 + A semanas en entregar el
pedido, donde A es un atraso aleatorio con distribucién geométrica de pardmetro 1 —p (vale decir, si
se pone una orden de compra esta semana, hay una probabilidad p de que el pedido llegue la proxima
semana; de no ocurrir asi, hay una probabilidad p que llegue a la semana siguiente; ... si a las k
semanas todavia no se ha recibido hay una probabilidad p que llegue en la semana k + 1).

Nunca se pone una segunda orden de compra mientras haya un pedido ya hecho que todavia no ha
sido recibido.

El precio venta de un equipo electrégeno es A[$] y el costo unitario es de C[$] (A > C). Poner una
orden de compra tiene un costo de S[$]. Rechazar a un cliente (i.e. no poder venderle por no tener
unidades en inventario) tiene un costo de imagen que la tienda valora en H[$].

Formule un modelo de Markov con beneficios que permita cuantificar el valor esperado de las utilidades
de la tienda para lo que resta de este invierno-crisis eléctrica (13 semanas), sabiendo que al comenzar
esta semana habia 2 grupos electrégenos en bodega y que la semana anterior se habia vendido uno.

4. Una Isapre esta evaluando ofrecer cobertura total para una enfermedad catastrofica. Para ello, la Isapre
desea conocer cudl es el costo esperado asociado a esta enfermedad para una persona que se encuentra
actualmente sana (la Isapre s6lo acepta personas sanas). Se conocen las siguientes estadisticas:

= Una persona tiene una probabilidad de un 1% de contraer la enfermedad cada afio. Al contraer
la enfermedad pasa a ser un enfermo latente cuya enfermedad atin no ha sido detectada.

= Debido a circunstancias varias, existe una probabilidad de un 30 % de que un enfermo latente (al
que no le ha sido detectada la enfermedad) pase a ser detectado. También existe una probabilidad
0.5 de que un latente se enferme (lo cual hace evidente su condicién), y un 0.2 de que continue
un ano mas en su estado actual.

= Cada paciente enfermo tiene una probabilidad de un 50 % de seguir enfermo un afio mds, pero
lamentablemente en el resto de los casos el paciente muere.

Los costos para la empresa son los siguientes:

Estado | Costo
Paciente sano 0 [$/ano]
Pacientes latentes sin detectar 0 [$/afo]

Pacientes latentes detectados | 1.000 [$/afio]
Pacientes enfermos 2.000 [$/afio]



a) Formule una cadena de Markov que represente la evolucién de esta enfermedad.
b) Calcule el costo asociado a un paciente que inicialmente estd sano, en un horizonte de 10 anos.

¢) Calcule la esperanza de vida de un paciente, partiendo de cualquier estado.

5. Armijo Cataldn, un jefe de Producto de Cuentas Corrientes de una importante institucién financiera,
necesita estimar el comportamiento de las Cuentas Corrientes durante el siguiente ano. Para ello desea
estudiar 2 variables relacionadas al producto: el Stock de Cuentas Corrientes (Numero de cuentas
vigentes) y el Saldo Promedio de éstas.

Armijo ha observado que bajo la situacién econémica actual, ambas variables se relacionan directamente
con la tasa de interés interbancaria para cada mes (la tasa permanece constante durante el mes). La
tasa en cuestién puede ser ALTA, MEDIA o BAJA, y la probabilidad de caer en cada uno de esos
rangos en un determinado mes depende sélo del nivel de la tasa el mes anterior. Dichas probabilidades
quedan representadas en la siguiente matriz:

A M B

P= ALTA 03 04 03
MEDIA | 04 03 03
BAJA | 02 05 03

La experiencia indica que si la tasa es ALTA el saldo promedio de cada Cuenta Corriente es $100.000,
si la tasa es media es de $200.000 y si la tasa es BAJA el saldo promedio de cada cuenta corriente es
de $300.000.

Ademas, si la tasa sube de BAJA a MEDIA Juan estima que el Stock de cuentas disminuird en 100
cuentas, debido a que los clientes preferiran cerrar sus cuentas y colocar su dinero en depésitos. Si la
tasa sube de MEDIA a ALTA Juan estima que el Stock de cuentas disminuird en 120. Por el contrario,
si la tasa baja los depdsitos se veran desincentivados y el Stock de cuentas corrientes aumentara, siendo
dicho aumento de 130 cuentas si el cambio es de MEDIA a BAJA y de 150 cuentas si el cambio es de
ALTA a MEDIA.

a) Determine el valor esperado del saldo promedio para diciembre del préximo afio. {En el largo
plazo, cudl serd el Saldo promedio en cuentas corrientes en el mes promedio?.

b) (Cudl es la variacién esperada en el niimero de cuentas corrientes para el préximo afio si a fines
del ano en curso la tasa es MEDIA?.

¢) Juan desea conocer la variacién esperada del Saldo Total de las Cuentas Corrientes, entendido
como (Numero de Cuentas x Saldo Promedio). ;Cudnto vale ese indicador para el préximo ano?.

6. Considere un problema de decisién markoviano con 3 estados (que denominaremos 1, 2 y 3). Todas las
politicas estacionarias posibles dan origen a cadenas ergddicas. El problema de horizonte infinito fue
resuelto y se sabe que existe un tnica politica estacionaria 6ptima la cual denotaremos por B, definida
como B(1) =2, B(2) =4y B(3) =1.

Después que el problema habia sido resuelto se produjo un cambio en las condiciones del problema
(por ejemplo cambiaron algunos precios). Interesa contestar 2 preguntas:

= ;El cambio hace aumentar, disminuir o deja igual el beneficio esperado por transicion en el largo
plazo de la politica B (¢%)?.
= ;La politica B sigue siendo necesariamente la éptima después del cambio?.

Conteste las preguntas anteriores para cada uno de los siguientes cambios. En lo que sigue 7 (a) denota
el beneficio de un periodo de el estado 7 si la accién elegida es a.



a) 71(1) es reemplazado por 71 (1) — 1.
b) 7;(B(i)) es reemplazado por 7;(B(i)) + 1V 1.
¢) 11(2) es reemplazado por r1(2) + 1.

7. Suponga que Ud. es el encargado de planificacién de la produccion en la empresa Y, la cual fabrica y
vende el producto X.

La demanda por el producto X en una semana dada puede tomar sélo dos valores: 0 6 1 [unidades].
El comportamiento de la demanda es susceptible de ser modelado como una cadena de Markov: la
probabilidad que la demanda sea igual a 1 en una semana dada es « si la demanda fue 1 la semana
anterior y ( si la demanda fue 0 la semana anterior, independiente de lo que haya ocurrido 2 o mas
semanas antes.

El precio venta de una unidad de X es de A[3] y el costo variable de produccién es de C[$] (4 > C).
Cada semana se puede fabricar a lo mas 1 unidad de X. Ademads, cada vez que se inicia un ciclo
productivo (entendido como una secuencia de semanas en todas las cuales se produce) se incurre en
un costo de setup S[$] (S > 0). A modo de ejemplo: si se produce X durante 4 semanas seguidas el
costo de produccién total es 4C' + S, mientras que si se produce durante 2 semanas, luego se detiene la
produccién una semana, y en seguida se produce durante 2 semanas mas, el costo total de produccién
es 4C' + 28S.

a) {Qué informacién es relevante para tomar la decisién de producir o no en una semana cualquiera?.
Formule un modelo de decisién markoviano que permita tomar esa decisién (sélo la estructura de
beneficios y las probabilidades de transicién; no es necesario que plantee o resuelva el problema
de optimizacién).

b) ;Qué forma toma una politica estacionaria para este problema? (responda en términos del input
y output de una politica estacionaria). Dé un ejemplo de una politica estacionaria (se agradece
un minimo de creatividad).

¢) (Qué indicador utilizaria para decir que una politica estacionaria es mejor que otra?. Muestre
que la politica estacionaria “producir siempre” no es la éptima, argumentando que la siguiente
politica estacionaria es mejor que ella para algin valor de T': comenzar un ciclo productivo cada
vez que el inventario caiga a 1 y continuar produciendo hasta que el inventario llegue a 7T'. Si gusta
apoye su argumento en el caso particular (y deterministico) en que a =0y 8= 1.

8. Un muelle privado tiene dos embarcaderos pero sélo una gria. Durante la noche los barcos que desean
cargar o descargar se comunican por radio con el muelle, y si es que hay un embarcadero disponible
atracan ahi. En caso de no haber espacio, se van a otro muelle y nunca vuelven. La carga/descarga se
realiza durante el dia. Dado que se dispone de sdlo una grua, se puede atender a lo mas un barco por
dia. Si hay méas de uno el otro espera para ser atendido al dia siguiente. Al caer la noche, el barco que
fue atendido abandona el muelle dejando un embarcadero libre. El servicio de carga/descarga reporta
un beneficio neto de B[$/barco]. Tener un barco esperando faena significa un costo de E[$/dia], y se
estima que por cada barco que no encuentra espacio para atracar se percibe un costo de C[$/barco].
La probabilidad que durante la noche hayan i barcos deseando atracar en el muelle es p; (con pg+p1 +

p2+p3=1).

a) Modele el estado del muelle al comienzo de cada dia como una cadena de Markov en tiempo
discreto.

b) Justifique que la cadena anterior alcanza régimen estacionario y calcule el beneficio diario esperado
en el largo plazo. Suponga que B = 10, E = 1, C' = 5, p1 = ps = p3 = 0,2. Sea cuidadoso en
identificar correctamente los valores de 7;.
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¢) Suponga que ahora diariamente existe la posibilidad de arrendar una gria extra a un costo
de 5[$/dia]. Visualice el problema como un modelo de decisién Markoviano. ;Cudles son las
politicas estacionarias?. Sin hacer cédlculos, descarte aquellas que obviamente no son 6ptimas.
De las restantes, determine la éptima.

. El asaltante de bancos internacional Brian Boitano alias Ultraman, ha concentrado sus atracos en

tres paises: A, B y C. Ultraman asalta sélo una vez por ano y elige su préximo destino con igual
probabilidad, sin repetirlo.

El departamento de policia de estos 3 paises se han propuesto detener a Ultraman en el momento
que intente ingresar o salir del pais, pues una vez dentro del territorio la bisqueda es muy dificil. La
siguiente tabla muestra la probabilidad que la policia de estos 3 paises detenga al asaltante cuando
éste intente atravesar la frontera.

Pais | Probabilidad
A 0,1
B 0,2
C 0,4

En promedio, un robo en un banco del pais A le reporta un botin de 1000, un robo en B un botin de
3000 y uno en C' un botin de 7000. El costo de transporte de un pais a otro para Boitano se presenta
en la siguiente tabla:

A B c
Al 0 500 | 1000
B | 50 0 | 2000
C | 1000 | 2000 | O

En base a lo anterior y suponiendo que si la policia atrapa a Boitano, éste permanecera eternamente
en la cércel, responda:

a) Construya un modelo que permita determinar en términos esperados el botin acumulado por
Boitano en los préximos n anos si acaba de ingresar en A sin ser descubierto. Determine el monto
acumulado en los préximos 3 anos?.

b) Si Ultraman acaba de Ingresar a B sin ser descubierto, en cudntos anos esperaria usted que lo
atrapen?.

(%) La empresa “Carter, Bienes y Servicios S.A.” ha decidido iniciar un nuevo sistema de comercial-
izacién de sus productos, vendiéndolos a través de catdlogos enviados por correo directamente a sus
clientes. Actualmente la base de clientes de la compania se encuentra en dividida en tres categorias de
acuerdo a su comportamiento de compra.

Asi, en la Categoria 1 estaran los clientes cuya tltima compra efectuada por el cliente fue el mes anterior,
en la Categoria 2 si la ultima compra efectuada por el cliente fue dos meses atras y en la Categoria 3 si
la dltima compra efectuada por el cliente fue hace mas de dos meses. De esta manera, cada vez que un
cliente compra un producto pasa a la Categoria 1 y si no compra, aumenta su categoria en uno.

Actualmente la empresa. estd enviando mensualmente catalogos a la mitad de sus clientes, los que son
elegidos al azar. Luego de un tiempo de operacién el gerente de marketing se ha dado cuenta que el
comportamiento de compra de los clientes depende de su categoria y de si ha recibido o no el catdlogo
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en el periodo (los catélogos son enviados al inicio de cada mes). Convencido de que su politica de envios
estd lejos de ser optima ha recurrido a usted para que le indique como realizar el envio mensual de
catalogos.

En lo que sigue le ayudaremos a definir, paso a paso, la politica de envio de catalogos que debe aplicar
esta empresa. La informaciéon que la empresa ha logrado reunir y que Ud. tiene a disposicién para
disenar los envios es la siguiente:

e P;(a)= Probabilidad de que el cliente compre un producto si estd en la Categoria i y se toma la
accién a, a € {S, N} donde S = le mando un catdlogo y N = no le mando catélogo.

e (= Costo de un catalogo (imprenta y correo).

e B= Beneficio neto asociado a una compra realizada por un cliente.

Para el resto de la pregunta considere que a la empresa le interesa definir sus acciones pensando en el
largo plazo.

a) Encuentre los beneficios esperados asociados a cada estado, es decir, #;(a) donde a € {S, N}.

b) Modele el problema del comportamiento de compra (clasificacién) de un cliente en particular
como una Cadena de Markov con Decisiones, para una politica de decisién estacionaria genérica.
Explicite la matriz de probabilidades de transicién.

¢) Escriba explicitamente todas las politicas estacionarias que podria evaluar la empresa. Explique
por qué en general el beneficio acumulado esperado no es adecuado para comparar estas politicas.
;,Cémo se realiza la evaluacion en estos casos?.

d) Para los siguiente valores de las probabilidades de compra determine cuél de las siguientes politicas
es mas coveniente para la compania.
Pi(N)=0,5 P(N)=0,2 P3(N)=0
Pi(S)=0,8 P(S)=0,6 P3(S)=0,2
C =100 B = 1000

= FEnvio de catédlogos todos los meses a los clientes en las Categorias 1 y 2.

)

= FEnvio de catdlogos durante todos los meses a los clientes en las Categorias 2 y 3.

(*) Suponga que usted trabaja en el Departamento de Marketing de una importante empresa cervecera
y estd encargado de decidir la politica 6ptima de avisaje publicitario televisivo de esta compania. Esto
significa que usted debe decidir mes a mes, si contratar publicidad televisiva o si no hacerlo.

Las ventas mensuales de la empresa pueden ser altas, medianas o bajas y los beneficios asociados son
5, 3, 1 Millones US$ respectivamente. El costo de la publicidad televisiva alcanza los 2 Millones USS$.

Existen probabilidades de pasar de un estado de ventas a otro mensualmente, que sélo dependen del
estado actual. Ademés, estas probabilidades son distintas para el caso en se realiza la publicidad y para
el que no se hace. Las siguientes matrices describen este comportamiento evolutivo:

Con Publicidad:

A M B
A |05 03 0,2
M |04 04 02
B|04 06 O

Sin Publicidad:

A M B
Al02 05 03
M |01 04 05
B| 0 03 0,7

a) Para cada accién, modele el problema como una Cadena de Markov con beneficios.
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13.

b) Resuelva el problema utilizando Markov con decisiones, para el caso de horizonte finito de K
periodos. Suponga que los valores residuales son 3, 1, -1 Millones US $ para los estados Alta,
Media, Baja, respectivamente.

¢) Resuelva el problema utilizando Markov con decisiones, para el caso de horizonte infinito.

(%) Un prestigioso técnico nacional, mas conocido como EI Ingeniero, le ha pedido su asesoria para
estimar cuantos puntos obtendra en el presente Torneo de Apertura del Futbol argentino.

Supondremos que los resultados de cada partido que juega su equipo se pueden modelar como una
cadena de Markov, es decir, el resultado del préximo partido depende del ltimo resultado obtenido.
A partir de datos histéricos se ha estimado la siguiente matriz de transicién:

g e p
9105 03 02
e|04 04 02
p|03 04 03

P=

Se sabe que por cada partido ganado se obtienen tres puntos, si se empata obtiene un punto y si pierde
no obtiene puntos. Se han jugado 2 partidos hasta ahora y lleva sélo un punto. Ademaés el ultimo
resultado obtenido fue un empate y segin el técnico estos resultados no afectaran el rendimiento
futuro de sus dirigidos.

a) Construya un modelo de Markov con Beneficios que le permita estimar el valor esperado de los
puntos que obtendra el equipo del Ingeniero en el campeonato de Apertura, si el primer partido
de los que le resta por jugar se gana. Suponga que restan 16 partidos y recuerde que ya tiene un
punto.

0,42 0,36 0,22
P =042 0,36 022
0,42 0,36 0,22

b) Suponiendo que el ultimo partido jugado (el cual fue empatado) si afectard el rendimiento futuro
del equipo, de la manera descrita por matriz P, jcial es el valor esperado de los puntos que
obtendra en el Torneo?.

Independiente de las partes anteriores, suponga ahora que la carrera del técnico chileno también puede
ser modelada como una Cadena de Markov. Actualmente EI Ingeniero es conocido sélo a nivel Lati-
noamericano, sin embargo cada temporada existe una probabilidad ¢g=0.2, de que sea tentado por un
equipo de la Liga Italiana, con lo que pasaria a ser conocido a nivel Europeo. Una vez en la Liga
Italiana con probabilidad 7=0.3 el D.T no saldrd campeén con su equipo por lo que seguird siendo
conocido sdlo a Nivel Europeo, pero con probabilidad 1 — r serd Campeén de Liga pasando a formar
parte de la elite de técnicos famosos mundialmente, nivel del que nunca dejara de pertenecer.

¢) Calcule el nimero esperado de temporadas que tardard el entrenador chileno en alcanzar la fama
a nivel Mundial.

(*) En un laboratorio existe un sofisticado equipo electrénico con 2 componentes, las que llamaremos
Ay B, las que pueden estar encendidas (ON) o apagadas (OFF). Para que este equipo funcione
correctamente es necesario que una y sélo una de las componentes se encuentre encendida (si se encienden



14.

ambas se produce un alza de voltaje que destruye el equipo, mientras que si ambas estan apagadas el
sistema suspende sus actividades definitivamente).

El comportamiento de encendido y apagado es aleatorio e independiente para ambas componentes,
pudiendo cambiar al comienzo de cada dia. Estos, sélo han podido determinar las probabilidades de
transicion entre estos estados para ambas componentes, los que se muestran a continuacién:

Componente A Componente B

ON | OFF ON | OFF
ON | 04 | 0.6 ON | 03| 0.7
OFF | 0.6 | 04 OFF | 0.7 | 0.3

a) Modele el estado del equipo como una Cadena de Markov de tiempo discreto. Determine si existen
probabilidades de estado estacionario y escriba la matriz de transiciéon de un periodo.

b) Sila componente A estd actualmente en ON y la componente B en OFF, ;Cudl serd la duracién
esperada del equipo antes de fallar?.

Suponga ahora que cada vez que el equipo deja de funcionar porque ambas componentes se encuentran
encendidas se incurre en un costo de C' [$] porque hay que realizar reparaciones mayores producto del
alza de voltaje. Estas reparaciones demoran exactamente dos dfas (el dia en que falla y uno adicional),
luego de los cuales la maquina comenzara a operar con la componente A en ON y la B en OFF.

Sin embargo, si el equipo ha dejado de funcionar porque ambas componentes estan en OFF el encargado
del laboratorio al inicio del dia siguiente interviene y pone en ON a la componente A, incurriendo en
un costo k [$] con k < C asociados a no tener el equipo funcionando un dia.

En esta situacion conteste las siguientes preguntas:

¢) Modele la nueva situacién como una cadena de Markov en tiempo discreto. Determine las proba-
bilidades de transicién de un periodo.

d) (Cudl es la fraccién del tiempo en el largo plazo que la méquina no estard operativa?. ;Cudl es el

costo promedio diario en el largo plazo de mantener el equipo operando?.

(%) El Departamento de Cobranza de una empresa de telefonia fija ha decidido implementar un nuevo
procedimiento de cobranza sobre su cartera de clientes. Con este fin ha dividido su base de clientes en
tres categorias:

= Clientes al Dia: Clientes sin deudas, que cada perfodo pagan una cuenta de I [3].

= Clientes Morosos Nivel 1: Clientes que tienen 1 mes de morosidad.

= Clientes Morosos Nivel 2: Clientes que tienen méas de un mes de morosidad.
La tasa de interés mensual simple por morosidad es de un 10 %. Ademads, se sabe que a los clientes
morosos se les interrumpe el servicio por lo que su deuda sélo puede aumentar producto de los intereses.

El departamento sabe que el pago de una deuda dependera tanto de las acciones que se tomen como de
la antigiiedad de la misma. Sabe que un cliente sin deuda dejara de pagar su cuenta con probabilidad
q, independiente de cualquier cosa.

Para los clientes con 1 mes de retraso se puede enviar un aviso de cobranza con el objetivo de recordar
el pago. Realizar este aviso tiene un costo de N [$], y mediante esta accién una fraccién ps de los
clientes pagara su deuda. Por otra parte, si estos clientes no reciben el aviso, la probabilidad de pagar
€S Pp, CON Dg > Pn.

Para los clientes con mas de 1 mes de retraso se tiene la opcion de llegar a un acuerdo en cuyo caso la
empresa recibird una fraccién aleatoriamente distribuida entre [0, 1] del total de la deuda (I+ intereses),
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y repondra el servicio al cliente (los clientes pasan de esta manera a la categoria al dia). La segunda
alternativa para conseguir el pago es demandar al cliente. El costo de estar en el juicio es de ¢ [$] por
cada mes. Ademads se sabe que el juicio finaliza con probabilidad (1—r) al final de un mes independiente
de cuantos meses se haya estado en el pleito. Cuando el juicio termina la empresa siempre recibe el
total de la deuda (nuevamente I+ intereses).

La empresa estd interesada en maximizar los ingresos esperados por cliente en el largo plazo.

a) ¢Cudles son las politicas estacionarias para la empresa de telefonia?. Listelas.

b) Dibuje la(s) cadena(s) de Markov asociadas a cada politica estacionaria, explicitando las proba-
bilidades de transicién. Argumente la existencia de probabilidades estacionarias para cada caso.

¢) Suponiendo conocidas TODAS las probabilidades estacionarias de la parte anterior, ;Cémo en-
contraria la politica 6ptima para esta empresa?. Explicite las ecuaciones que permitirian tomar
la decision, en términos de las probabilidades estacionarias y los parametros del problema.

Armijo Catalan se encuentra en una dificil situacién. Camino a su casa es abordado por un conjunto de
delincuentes que desean robarle sus preciadas pertenencias. Sin embargo Armijo, un hombre previsor
y mentalmente desequilibrado, se encuentra preparado para enfrentar esta situacién y sin dudarlo
desenfunda su arma automética de coleccién (Armijo sufre de delirio de persecucion).

Debido a la situacion las manos de Armijo no responden fielmente a su voluntad y cada vez que trata
de disparar sus manos temblorosas dejan salir una rafaga de 1, 2 o 3 balas con probabilidades p, ¢, y
r, respectivamente (p + ¢+ r = 1). Armijo, no tan previsor, cuenta con un unico cargador de N balas.

a) Armijo desearfa saber cudl es el nimero esperado de disparos (rafagas) que alcanzard a hacer
antes de que se le acaben las balas. Modelando el problema como una cadena de Markov explique
como obtener la respuesta.

Suponga que Armijo se enfrenta a R enemigos y el unico medio de defensa que tiene es el antes
descrito, pudiendo disparar contra sélo 1 de los delincuentes con cada rafaga de la pistola. Se sabe que
si Armijo se queda sin balas antes de matar a todos los delincuentes, éstos le dardn muerte, mientras
que saldra victorioso de la situacién si los mata a todos antes de terminar sus N balas. La probabilidad
que una rafaga de i balas impacte al delincuente al que Armijo disparé es de P;.

b) Describa la evolucién de esta situacién utilizando una cadena de Markov en tiempo discreto.
Determine las probabilidades de una etapa, clasifique y caracterice los estados. ;Existirdn proba-
bilidades estacionarias?.

Hint: No necesita dibujar toda la cadena sino remitirse a los casos interesantes.

¢) ({Cuédles la probabilidad que nuestro mentalmente perturbado héroe muera durante el enfrentamien-
to con los delincuentes comunes?. Suponga N =3y R = 2.

Un estudiante de industrias estd analizando la posibilidad de invitar a una amiga a una fiesta. Los
inconvenientes radican en que el estudiante no cuenta con gran presupuesto, por lo que ha decidido
ocupar sus conocimientos acerca de las cadenas de Markov para determinar cudl es el costo esperado de
esta cita. La experiencia del estudiante en esta clase de incursiones le ha ensefiado ciertas lecciones que
utilizara para este proposito. Segun ésta, el transcurso de la fiesta puede ser modelado de la siguiente
forma: al comienzo de la cita el deberd comprar un trago a su pareja, por un valor unitario de $2.000
(compra dos cada vez). Cuando finalizan de tomar sus tragos, con probabilidad 0,2 tendrd que comprar
nuevamente tragos para él y su pareja. Con una probabilidad de 0,1 su pareja se ird a bailar con otro
tipo. Finalmente con una probabilidad de 0,7 él y su pareja se dirigiran a la pista de baile a lucir sus
dotes artisticas. Sin embargo esto presenta una nueva disyuntiva para nuestro atribulado estudiante:
cada vez que baila una cancién incurre en un costo de $1.000, el cual se asocia al riesgo moral de hacer
el completo ridiculo (su forma de bailar es una ofensa para los espectadores). Cada vez que nuestra
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pareja termina de bailar una cancién, con probabilidad 0,05 regresan al bar y compran nuevamente
tragos (mejor tomar que hacer el ridiculo). Con probabilidad 0,1 bailardn la préxima cancién. Con
probabilidad 0,05 su amiga se retirara indignada y comenzard a bailar con otro tipo, desconociendo
por completo a nuestro bailarin. Finalmente, con probabilidad 0,8 nuestra romdantica pareja se retirara a
un mirador capitalino a proseguir su aventura, lo que le reportard una utilidad de $10.000, por concepto
de autoestima y satisfaccion personal. Considere, que cada vez que la amiga del estudiante lo desprecia,
debe incurrir en un costo de $300 para tomar locomocién (ella manejaba).

a) Modele la situacién planteada como una cadena de Markov en tiempo discreto, identifique las
clases de la cadena y clasifique los estados como transientes o recurrentes.

b) Calcule el beneficio esperado de la cita de nuestro amigo, considerando que la entrada a la fiesta
es de X [$] por persona. Exprese su resultado en términos de los f;; (probabilidad de visitar j,
partiendo de ) y los m;; (nimero esperado de visitas a j, partiendo de 7). ;Cudnto es lo méximo
que el alumno deberia pagar por entrar a la fiesta?.

¢) Calcule numéricamente los valores de f;; y m;; y reempldcelos en la expresién obtenida en b).
;Le aconsejaria usted al estudiante asistir a la cita?.
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2. Resolucién Cadenas de Markov con Beneficios y Decisiones

N
B 10. a) Lo que se pide calcular es el vector 7 para cada una de las politicas de accién. Sea:

S = enviar catdlogo a cliente de categoria i cuando quedan n periodos
N = enviar catdlogo a cliente de categoria i cuando quedan n periodos

Entonces cualquier politica de decisién (ya sea de corto o largo plazo) puede ser descrita segun las
definiciones realizadas. En particular cuando se trata de una politica de largo plazo, el subindice
asociado al periodo pierde significancia. entonces cualquier politica podra ser descrita por:

S; = enviar catdlogo a cliente de categoria i
N, = enviar catdlogo a cliente de categoria i

De esta forma se tiene que:

ri(N;) = B-Fi(N)
7i(Si;) = —C+ B-P(S:)

b) El comportamiento del consumidor puede ser representado por una cadena de Markov tal que los

estados representan la categoria en que se encuentra clasificado un cliente. El grafo asociado se
aprecia en la figura.

Figura 1: Cadena problema 10-1

La matriz de transicién es (para una politica estacionaria dada):
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¢) Las politicas posibles son 23 = 8:

(a1;a2;a3) =

2222 nnn
22tz =0 n
N Zn=Zn2n

Donde, por ejemplo, la politica (N, S, S) es No enviar catdlogo a los clientes de la categoria 1,
enviar a los de la segunda y la tercera.

Adicionalmente se tiene que el criterio del valor acumulado no es practico debido principalmente
a que en el largo plazo (n muy grande) los beneficios pueden divergir para mds de una politica.
Qué criterio es aplicable?: El criterio de ganancia por perfodo promedio (esperada) en el largo
plazo (es decir calculo del escalar g)

d) En ambos casos se deben de calcular los vectores de probabilidades estacionarias. Las cadenas
correspondientes a las politicas 1 y 2 se muestran, respectivamente, en las figuras 2 y 3.

= En el caso de la politica uno es claro que, dado que existe un tnico estado en la tinica clase
recurrente, la probabilidad estacionaria de este estado (categoria 3) es 1 (entonces la del resto
es 0). Claramente en este caso g=0. La cadena se muestra en la figura.

Figura 2: Cadena 10-2

= En este caso existe una unica clase recurrente compuesta por todos los estados. Entonces es
necesario resolver el siguiente sistema:

1 ™1 0,5 0,5 0
m |l =m])-106 0 04
T3 3 0,2 0 08

La solucién a este sistema es:

U
) =

YN =0T [N

3
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N
El vector 7 toma los siguientes valores:

71 1000- 0,5 500
72 | = [ 1000-0,5—100 | = [ 400
T3 1000 - 0,2 — 100 100

De esta forma se tiene que g= 200 + 80 + 40 =320
Entonces claramente se prefiere la politica 2. Esta se muestra en la figura.

Figura 3: Cadena problema 10-3

B 11. ) La cadena queda se muestra en la figura.

Figura 4: Cadena problema 11-1

Las politicas de decisién pueden ser especificadas como combinaciones de las politicas puras de
publicidad y no publicidad. Sélo basta con especificar las matrices de trancisién para estas ultimas
(ver el enunciado).

Respecto a los beneficios asociados a las politicas estos serén:
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Esto no es mas que resolver una programaciéon dindmica donde el estado son las ventas y las
decisiones son hacer o no publicidad. Esto queda de la siguiente forma (ojo, que el nimero de
estados es 3 por lo que podemos especificar la funcién de beneficios para cada uno):

Etapa O (contando desde el final hacia atras):

Etapa k:
Vi(k —1) Vi(k—1)

Va(k—1) Va(k—1)
VA(k):mziX{3+(0,5 03 0,2)- vM(k1)>,5+ 0,2 05 03)- VM(kl))}
3 }

(
Va(k—1) Va(k—1)
Var (k) = méx {1 + (0,4 04 02)- [ Var(k— 1)) + (0,1 04 05)- [ Var(k— 1))

Ve(k—1) Vp(k —1)
Valk —1) Valk —1)
Vi (k) = ma’x{ —14(04 06 00)-[Var(k—=1)],14(00 03 0,7)- | Var(k—1) }
Ve(k—1) Ve(k—1)
Utilizaremos el algoritmo de Howard:

A — Sin
S=|M-— Sin
B — Pub

La matriz asociada a esta politica es la siguiente:

/(02 05 03 5
M=101 04 05 y 7=|[3
04 06 00 1

Ahora calculamos el vector W:

=

WHg-€=7+M-
Desde I =1I- M y >, II; = 1 tenemos que:

0,22
= 048
0,30

Entonces:
g = ZH'L 'Fi = 2,2
i
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Por lo tanto:

(I-MW = FT—g-e

08 -05 —0,3 W 2,79 Wi =52
0,1 06 -05|-(wn] = [079]|= Wy=24
—04 —06 1,0 Wg -32 Wg =00

Ahora debemos construir la préxima politica estacionaria.

5,2
5+ (02 05 03)-[24] = 72

S(A) = 0 — Sin

5,2
3+ (0,5 03 02)-(24 6,34

0

5,2
3+ (0,1 04 05)- (24 4.5
S(M) oy = Sin
1+(04 04 02)-|24]| = 4,06
0

5.2
14(00 03 07)-[24] = 17

S(B) 22 ~ Pub
11 (04 06 00)-(24] = 25

0

Pero hemos reconstruido la politica S = S es la politica éptima.

B 12. Antes de responder las preguntas debemos determinar la estructura de la cadena. Los estados seran el
resultado del partido de la semana. La cadena asociada se muestra en la figura.

Figura 5: Cadena problema 12-1
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La pregunta va orientada a definir una estructura de costos y ocupar las formulas de Markov con
beneficios. Para esto definimos la siguiente estructura:

rg =3 re =1 rp, =0 rig =0 Vi, j
Esto implica que:
Tg=3 Fe=1 =0

Adicionalmente necesitaremos los valores de las probabilidades estacionarias (existirdn dado que
se trata de una cadena irreductible de una clase recurrente aperiédica). Sin embargo si observamos
P15(en el enunciado) vemos que todas las filas son iguales por lo que podemos argumentar que
ya convergio a su forma de estado estacionario, por lo que se puede decir que:

T, =042 7w =036 m, =022

De esta forma tendremos que
g=3-042+1-0,36 =1,62

N
Ahora debemos encontrar el valor de W, que satisface:

1,62 3 0,5 0,3 0,2

- -

W+ (162 =(1)]+({04 04 02| -W
1,62 0 0,3 04 0,3

Imponiendo que W), = 0 se tiene que:
3,56
— —
W=1134
0

Entonces calculamos cudntos puntos se acumularédn en 16 partidos (los restantes) si parto en el
estado g¢:

1,62 3,56 042 0,36 0,22 3 3,56
T(16)=16- 1,62 + [1,37| + 042 036 022]-|[1]- (1,37
1,62 0 042 0,36 0,22 0 0

En particular nos interesa conocer V,(16). Esto es:
V,4(16) = 25,92 + 3,56 + 0,42 - 0,56 — 0,36 - 0,34 ~ 30,1792
Entonces, si considero que ya llevaba un punto ganado, entonces espero juntar 31,1792 puntos en

lo que queda de campeonato.

Ahora me preguntan por los puntos acumulados desde un partido empatado hasta 17 fechas més.
Para calcular esto no debo cambiar la estructura de beneficios por lo que el W serd el mismo de
la parte anterior. También puedo asumir que P'® = P'7. Es por esto que tendremos que:

1,62 3,56 0,42 0,36 0,22 3 3,56
AN =17- (162 | + (1,34 | + 0,42 036 022 -|(1] (1,34
1,62 0 0,42 0,36 0,22 0 0

En particular:
Ve (17) = 27,54 + 1,34 + 0,42 - 0,56 — 0,36 - 0,34 ~ 29,572

que es lo que nos estdn pidiendo calcular (en este caso no sumo un punto adicional)
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0z 07
oa 0.3 1

Figura 6: Cadena problema 12-2
Si modelamos el estado de la carrera del técnico tendremos que la cadena asociada es la que se
muestra el la figura.
Entonces, sé6lo debemos calcular wiq¢ino utilizando las siguiente estructura de costos:
Tlatino = Teuropa = 1 Tmundo = 0 Yy Tij = 0 VZ,]

N
Entonces W debe cumplir con:

1 08 02 0
— —
w=[1|+l0 03 07| W
0 0o 0 1

Si imponemos Wi,undo = 0 tendremos que la segunda ecuacién es:

10
Weuropa =1+ 0;3 ' Weuropa = Weuropa = 7

Remplazando en la primera ecuacién tendremos que:
I/Vlatino = 6a42

Que es exactamente el nimero esperado de temporadas que tardard el entrenador chileno en
alcanzar la fama a nivel Mundial.

Existen dos posibles interpretaciones para el estado de falla del sistema: Cuando éste llegaba
a los estados ON-ON 6 OFF-OFF, o cuando llegaba al estado ON-ON. Para la primera de las
interpretaciones el desarrollo es mucho mas ficil, puesto que limitamos el nimero de estados
transcientes, lo que simplifica los calculos. Los desarrollos en los distintos casos son los siguientes:

= Caso ON-ON 6 OFF-OFF = FALLA:
Para calcular las probabilidades de transicién es necesario ver qué eventos son los necesarios
para tener cada una de las transiciones. Por ejemplo, para pasar del estado ON-OFF al estado
OFF-ON es necesario que la componente A se apague y la componente B se encienda, lo que
ocurre con una probabilidad Pon.orr; orr-on = 0,6 - 0,7 = %. La matriz de transicién
resultante, siguiendo el mismo tipo de razonamiento es:

ON-OFF OFF-ON Mala

ON-OFF | 0,4-0,3 0,6-0,7 0,4-0,740,6-0,3

OFF-ON | 0,6-0,7 0,4-0,3 0,4-0,740,6-0,3
Mala 0 0 1

P=
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Figura 7: Cadena problema 13-1

La cadena resultante es la que se muestra en la figura.
Ademsds, podemos ver claramente que existe una tnica clase recurrente (la del estado “Mala”),
mientras que los otros 2 estados pertenecen a una clase transiente. Asi existird una ley de
probabilidades estacionarias que estard dada por: IT = [0 0 1].
= Caso ON-ON = FALLA:
Anéalogamente al caso anterior la matriz de transiciones sera la siguiente:
ON-OFF OFF-ON OFF-OFF Mala
ON-OFF | 0,4-0,3 0,6-0,7 0,6-0,3 0,4-0,7
P= OFF-ON | 0,6-0,7 0,4-0,3 0,4-0,7 0,6-0,3
OFF-OFF | 0,6-0,3 0,4-0,7 0,4-0,3 0,6-0,7
Mala 0 0 0 1
La cadena resultante es la que se muestra en la figura.

b) Utilizaremos las herramientas de Markov con Beneficios para calcular el tiempo esperado en el
transiente. De esta manera, calcular el lim, . V(n) se limita a encontrar el vector de relativos
asintético W y elegir la componente asociada al estado ON-OFF.

= Caso ON-ON o OFF-OFF = FALLA:
De esta manera tendremos que resolver:

44 —21

| 5 P e
50 50

Para resolver este sistema NO se necesita invertir la matriz, si nos damos cuenta que comen-
zar en ON-OFF es equivalente a empezar en OFF-ON porque la situacién es simétrica. Si
multiplicamos por la matriz Py debemos calcular:

44 —21
49D
50

Podemos ver que el tiempo esperado antes de que la mdquina falle serd 53.
= Caso ON-ON = FALLA:
Nuevamente tendremos que resolver el siguiente sistema:

Asi, x = 50
23

-1

WT: I*PTT er
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Figura 8: Cadena problema 13-2

Donde Pt es la submatriz de transicion entre estados transientes. En este caso TAMPOCO
es necesario invertir la matriz, y sélo es necesario resolver un sistema de 2x2 utilizando el
mismo argumento de simetria de la parte anterior. As:
1
-]
1

Ocupando la primera y tercera ecuacion, se tiene que y = % por lo que el tiempo esperado
antes de fallar x sera igual a

—0,42 1-0,12 —0,28

1-0,12  —0,42 —0,18] [
0,18 —028 1-0,12

x
x
Y

1+0,18-%2 59
r=——=—
0,46 23

En esta parte es necesario separar el motivo por el cual falla la maquina, ademaés de introducir un

estado que indique que la maquina estd siendo reparada. Por esto bajo ambas interpretaciones,
los desarrollos son los mismos. La matriz de transiciones en 1 etapa queda bien representada por:

ON-OFF OFF-ON OFF-OFF ON-ON Rep
ON-OFF | 0,4-0,3 0,6-0,7 0,4-0,7 0,6-0,3 0

p_ OFF-ON | 0,6-0,7 04-0,3 0,6-0,3 04-0,7 0
OFF-OFF 1 0 0 0 0
ON-ON 0 0 0 0 1

Rep 1 0 0 0 0

La cadena se muestra en la figura.
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Figura 9: Cadena problema 13-3

Podemos ver que existe una dnica clase recurrente aperiédica (formada por todos los estados),
por lo que existird una ley de probabilidades estacionarias.

No estard operando una fraccién Torr-oFF + TON-ON + TRep
Para calcular este valor es necesario resolver el sistema II = II- P. Vamos a dejar todo en funcién
de mon.OFF. Se tiene que:
23
TOFF-ON = £ * TON-OFF
_ _ _ 231
TOFF-OFF = TON-ON = TRep = %3 ° TON-OFF

mon-orF (1l + % +3- %) =1 donde se tiene que TON.OFF = %

De esta manera, la fracciéon del tiempo que no estard operativo sera %.
Para calcular el costo esperado de un periodo en el largo plazo hay que limitarse a calcular g.

Asi se tendra g = C' - morr-oFF + k - TON-ON

Las politicas estacionarias para la empresa telefonica serian:

= Enviar un aviso de cobranza a los clientes con un mes de retraso y llegar a acuerdo con los
clientes con més de un mes de retraso.

= Enviar un aviso de cobranza a los clientes con un mes de retraso y demandar a los clientes
con mas de un mes de retraso.

= NO enviar un aviso a los clientes con un mes de retraso y llegar a acuerdo con los clientes con
mé&s de un mes de retraso.

= NO enviar un aviso a los clientes con un mes de retraso y demandar a los clientes con més de
un mes de retraso.

Las Cadenas de Markov asociadas a cada una de las politicas estacionarias descritas anteriormente
son las siguientes:

= Enviar aviso y llegar a acuerdo. La cadena se muestra en la figura.
= Enviar aviso y demandar. La figura se muestra en la figura.
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Figura 10: Cadena problema 14-1

Figura 11: Cadena problema 14-2

1-q

g 1-py,

1-q '@ 0 o

Figura 12: Cadena problema 14-3

= NO enviar aviso y llegar a acuerdo. La cadena se muestra en la figura.
= NO enviar aviso y demandar. La cadena se muestra en la figura.

En todos los casos las cadenas estan formadas por una tnica clase recurrente que es aperiddica
(ergddicas), por lo tanto existen probabilidades estacionarias.

¢) Primero se deben calcular los beneficios esperados asociados a las transiciones desde cada estado:

Ty =T+ g Pijri;
J
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Figura 13: Cadena 14-4

fap = 04+ Papap I+ Pap1-0
= (1-9)-I

721(5) = —N—I—PLAD(S)-l,l-I—I—PLQ-O
= Ni4ps-1,1-1

fl(N) = 0+P1,AD(N)~1,1'I+P172'0

Pa(A) = 04 Poap(A)- EUD,1])- 1(1+2-0,1)
- 1.0,5-1,2-1

fo(D) = 0,1-1-Pyy
— 0,1-1

f; = —c+0,1-1-Py;+1,1-1-Prap

= —c+0,1-T-r+1,1-7-(1—71)

Si se tienen las probabilidades estacionarias sélo faltaria calcular g Vs.

_ AS__S
gs—E T

icE

La politica éptima seria aquella que otorga el mayor ingreso esperado para la empresa, es decir,
s* tal que gi > gs Vs.



