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Problemas de Teoria de Colas

. Los clientes de un banco llegan a una de sus sucursales segiin un proceso de Poisson de Tasa A

[Clientes/hora]. Dentro de la sucursal los clientes pueden dirigirse a las Cajas, ir a realizar consul-
tas en el Mesén de atencién de Piblico o realizar un pago/depésito répido en la Caja Buzén. En
Primera instancia un cliente se dirige a las Cajas con probabilidad P;, al Mesén de Atencién de Publi-
co con probabilidad P, y a la Caja Buzdén con probabilidad P;. Luego de ser atendido en Cajas una
fraccién p de clientes se dirige al Mesén de Atencién de Piblico (El resto se retira de la sucursal).
Posterior a pasar por la caja Buzdén una fraccién ¢ de los clientes se dirige al Mesén de Atencién de
Piblico (El resto se retira de la Sucursal). Luego de ser atendidos en el Mesén de Atencién de Publico
una fraccién r de los clientes van a las Cajas Buzén y el resto se retiran de la sucursal. En las Cajas hay
3 cajeros y cada uno de ellos demora un tiempo exponencialmente distribuido de media 1/u1 [horas]
en atender a un cliente.

En la Caja Buzdn, el cliente debe llenar un sobre con la informacién de su pago/depésito e introducirlo
en la Caja Buzdn. cada cliente demora un tiempo exponencialmente distribuido de media 1/u3 [horas]
en realizar este tramite. En el Meson de Atencién de Publico hay 2 personas cada una de las cuales
demora un tiempo exponencialmente distribuido de media 1/us [horas] en atender a un cliente.

a) Modele el Sistema descrito como un Sistema de Colas, Calcule W, L, L4, Ls, Wy, Wy para la
sucursal, para el Meson de Atencion de Publico, para las Cajas y para la Caja Buzon.

El gerente de la Sucursal desea descongestionarla por lo que ha decidido establecer un fono 800 para
aquellos clientes con tramites no urgentes. Este nuevo sistema cuenta con 4 lineas y los clientes pueden
realizar, por si solos, todas las transacciones que requieran. Cada cliente demora un tiempo exponen-
cialmente distribuido de media 1/4 [horas] en realizar sus tramites a través de este nuevo sistema. Si
un cliente llama y encuentra las lineas ocupadas decide posponer sus tramites para otro dia. El Gerente
estima que una fraccién s de los clientes que en estos momentos llegan a la sucursal durante el dia
usarian este sistema.

b) Modele el nuevo sistema y calcule los nuevos indicadores para cada subsistema (W, L, Ly, Lg, Wy, Wy).

¢) Cuando la sucursal abre sus puertas a las 9 de la manana se encuentra vacia. ;Son vélidos los
indicadores obtenidos durante el tiempo inmediatamente posterior a la apertura?. ;Por qué?.

(*) Considere la siguiente estacién de pago de peaje y estudie su comportamiento en estado esta-
cionario. Vehiculos llegan segin un proceso de Poisson de tasa r vehiculos por hora. Cada vehiculo
independientemente es ruteado con probabilidad 1/2 a la caseta 1 y con probabilidad 1/2 a la 2. Cada
caseta consiste en un servidor automatico FIFO con tiempos de atencién iid exponenciales de media
1/p1. Lamentablemente, el servidor se hecha a perder con probabilidad p, con lo cual el vehiculo debe
volver a colocarse en la cola correspondiente. Al salir de cualquiera de las casetas, los autos se rutean
a la pista 1 y los camiones a la pista 2. En el proceso original de llegada, un vehiculo es un camién
con probabilidad ¢ y un auto con probabilidad 1 — ¢q. La entrada de los autos (camiones) a las pistas
se modelan como colas con tiempos de atencién exponenciales iid de medias 1/pq (1/ptc).

a) Modele el sistema anteriormente descrito como una red de colas.

b) Calcule las tasas efectivas de entrada y determine las condiciones de estado estacionario. Discuta
cuales procesos de entrada son Poisson y cudles son independientes unos de otros.

¢) Encuentre la distribucién de probabilidades estacionarias del nimero de camiones a la entrada de
la respectiva pista.

d) Calcule el ntimero promedio de autos en su respectiva pista.

e) {Cudnto tiempo pasa un auto dentro del sistema?. ;Y un camién?.



3.

4.

(*) Fruta llega a una linea de desembarque en cajas de acuerdo a un proceso de Poisson de tasa 1
(cajas/hr). En el sistema 1, 2 operarios se encargan de abrir las cajas y de revisar superficialmente
el estado de la fruta y si detecta que la fruta estd muy deteriorada la aparta para devolucién. El
tiempo que demora un operario en abrir y revisar la caja se distribuye exponencialmente con tasa
my (cajas/hr), ademds se observa que una fraccién p de las cajas son separadas para devolucién. Una
vez abiertas y revisadas, las cajas pasan al sistema 2, donde un operario se encarga de poner toda la
fruta en correas transportadoras, demorandose un tiempo exponencialmente distribuido de media ms.
Ademsds una fraccién ¢ de las cajas vienen mal abiertas por lo que se devuelven al sistema anterior.
Finalmente la fruta en la correa transportadora pasa al sistema 3 en donde un operario se encarga
de limpiar y revisar cada fruta individualmente para asegurar su calidad. El tiempo que demora se
distribuye exponencialmente con media ms (frutas/hora) y se ha observado que una fraccién r de la
fruta estd en mal estado y es separada para su devolucion. Ademas el nimero de frutas por caja es
una variable aleatoria con la siguiente ley de probabilidades

N° fruta por caja | Probabilidad
9 0.1
10 0.2
11 0.3
12 0.3
13 0.1

a) Numero promedio de fruta que es separada para devolucién

b) Nuamero promedio de cajas en sistema 1 y sistema 2. Nuimero promedio de frutas en sistema 3.
;,Cuadl es el tiempo promedio de permanencia por fruta en el sistema?.

¢) Si existe un costo de ¢ ($/hr) asociado a la permanencia de cada fruta en la linea de desembarque
; Cudnto estaria dispuesto a pagar por aumentar en un 10 % todas las tasas de atencién?.

Un servicio que provee informacién geografica y climatolégica a través de internet recibe una demanda
descrita por un proceso de Poisson de tasa A. Cada usuario que ingresa al sistema es atendido por un
unico servidor el cual determina si la informacién requerida es geogréfica (lo que sucede con probabilidad
p1), climatoldgica (lo que sucede con probabilidad ps) o si el servidor no es el adecuado para atender al
usuario, en cuyo caso el usuario sale del sistema. Esta operacién demora un tiempo exponencialmente
distribuido de media 1\p. Si un usuario que llega encuentra al servidor ocupado, se coloca en cola.

Un usuario que requiere informaciéon geografica, pasa a una segunda etapa, en que un unico servidor
realiza las atenciones, las que demoran un tiempo exponencialmente distribuido de media 1\po. De la
misma manera, un usuario que requiere informacién climatolégica, pasa a otro servidor, el que demora
un tiempo exponencialmente distribuido de media 1\us en atender una consulta. Si un usuario que
llega encuentra cualquiera de estos servidores ocupado, se coloca en la cola correspondiente.

Un usuario que realizé una consulta geografica, con probabilidad g, ademas, requiere consultar acerca
del clima y pasa al servidor climatolégico, después de terminar su atencién . Andlogamente, un usuario
que realizoé una consulta climatoldgica, con probabilidad r, ademas, requiere una consulta geografica,
por lo que al finalizar ésta pasa al servidor geografico. Ningin usuario realiza més de dos consultas.
Luego de realizar su(s) consulta(s), los usuarios salen del sistema.

a) Modele el servicio anteriormente descrito como una red de colas. Calcule las tasas efectivas de
entrada a cada sistema y escriba las condiciones de estado estacionario.
b) Calcule el nimero promedio de usuarios dentro del sistema completo en estado estacionario.

¢) Calcule el tiempo promedio que pasa un usuario dentro del sistema en estado estacionario.



d) Suponga que el servidor percibe un costo por hacer esperar a los clientes, el cual es igual a C,
por unidad de tiempo que esta un cliente dentro del sistema. Ademads, existen costos por unidad
de tiempo C;(u;) asociados a brindar tasas de atencién py, pe y ps, respectivamente. Formule un
problema de optimizaciéon que permita encontrar las tasas 6ptimas de atencién, que minimicen el
costo total por unidad de tiempo en el estado estacionario.

5. Las personas que llegan a la sala de urgencias de una clinica lo hacen segin un proceso de Poisson de
tasa A. Una vez en la sala las personas esperan para ser examinados por cualquiera de los 2 médicos
con que cuenta el servicio de emergencia de la clinica. La atencién de cada persona por los médicos
demora un tiempo aleatorio exponencialmente distribuido de tasa i .

Una persona que es examinada por primera vez es enviada con probabilidad p a realizarse exdmenes
y con probabilidad 1 — p es dada de alta. La infraestructura de la sala de exdmenes permite tomar
exdmenes a una persona a la vez, los que demoran un tiempo aleatorio distribuidos segin una expo-
nencial de tasa pus.

Después de realizarse los examenes, las personas se dirigen nuevamente a la sala de urgencia para ser
atendidos por los médicos. Una vez terminada esta atencién siempre son dados de alta. El servicio
funciona continuamente e interesa estudiar su comportamiento en estado estacionario.

a) Modele el sistema anteriormente descrito como una red de colas. Calcule las tasas efectivas e
indique las condiciones para que se alcance estado estacionario.

b) Calcule el nimero promedio de pacientes en cada sistema individual y en el sistema total.

¢) {Cuédl es el valor esperado del tiempo que pasard un cliente que llega, dentro del sistema?, ; Cuénto
tendrd que esperar en promedio un paciente, para ser atendido por primera vez por los médicos?,
;Cuanto tiempo estard dentro del sistema un paciente que necesita examenes?.

6. Existe una linea de produccién que consiste en dos estaciones de atencién, colocadas en serie. Las piezas
llegan a la primera estacién segiin un proceso de Poisson de tasa A [piezas/hora]. Ah{ son tratadas por
una sola maquina, cuyos tiempos de atencion son v.a. exponencialmente distribuidas. La disciplina de
atencion es FIFO y si una pieza llega a la estacién y encuentra al servidor ocupado, entonces espera
en cola hasta ser atendida. La capacidad del drea de espera es muy muy grande.

Una vez que una pieza termina de atenderse en la primera estaciéon pasa de inmediato a la siguiente.
Nuevamente existe una sola maquina que realiza un proceso sobre las piezas, que demora un tiempo
exponencialmente distribuido. También, la disciplina de atencién es FIFO y la capacidad del area
de espera es muy muy grande. Al terminar su atencién en la segunda estacién, la pieza sale de ésta
terminada.

a) Modele la linea de produccién recién descrita como un sistema de colas (dibuje un diagrama que
lo represente).

b) Silas tasas de atencién en las estaciones 1y 2 son p1 y ua [piezas/hora] respectivamente, jcudl es
el valor esperado del tiempo total que pasa una pieza en la linea de produccién (desde que llega
a la primera estacién hasta que sale de la segunda)?.

Suponga que se dispone de una potencia eléctrica total P que debe asignar a las maquinas servidoras
de cada una de las estaciones. Ahora, las tasas de atencién pp y pe son directamente proporcional a la
potencia asignada, con constante de proporcionalidad igual a uno. Es decir, si se asignan potencias p;
y p2 a las maquinas 1 y 2 respectivamente, entonces las tasas de atencién serdn p; = p1 y o = pe, en
que p1 + p2 = P. Suponga que P > 2).

¢) Si el objetivo es minimizar el valor esperado del tiempo total que pasa una pieza en la linea de
produccidn, formule (y no resuelva) el problema de optimizacién que debe resolverse para decidir
cuanta potencia asignar a cada uno de los dos servidores. Recuerde las condiciones de estado
estacionario.



d) Asuma que existe una solucién 6ptima del problema anterior en el espacio factible de soluciones,
de forma que las restricciones de desigualdad estricta no seran activas, por lo cual pueden ser
omitidas al resolver el problema de optimizacién. Resuélvalo y encuentre las potencias 6ptimas y
en consecuencia las tasas de atencién éptimas asignadas a cada servidor.

e) Entregue alguna intuicién del resultado obtenido. {Le parece un resultado esperable?. ;Por qué?.
Comente.

7. La sociedad de inversiones “Ranco Inversiones S.A.” (RISA) recibe propuestas respecto de posibles
proyectos en los cuales invertir. Estas propuestas se pueden clasificar en 2 tipos: “proyectos inmobiliar-
ios” (PI) y “otros proyectos” (OP). Ambos tipos de propuestas llegan a RISA de acuerdo a procesos
de Poisson de tasas A\; y Ao [proyectos/mes| respectivamente.

Cuando llega una propuesta de proyecto debe ser evaluada por un analista financiero de RISA. Los
PI son evaluados por Alejandro, quien demora un tiempo exponencialmente distribuido con media
1/ps [meses] en evaluar un proyecto cualquiera. Los PO son evaluados ya sea por Benjamin o Cristina
(trabajan juntos), y cualquiera de ellos demora un tiempo exponencialmente distribuido con media
1/po [meses] en evaluar un proyecto cualquiera.

Benjamin y Cristina rechazan el 70 % de los proyectos que evalian y aprueban el resto. Alejandro
rechaza el 60 % de los proyectos que evaltia, aprueba el 20 % y el 20 % restante se los envia a Benjamin
y Cristina, pues considera que no son puramente inmobiliarios.

Cuando un proyecto es aprobado, es asignado inmediatamente a un jefe de proyecto, quien se encarga
de su administracién y ejecucién. Si bien en RISA hay sélo K jefes de proyecto de planta, pueden
contratarse otros externos por el tiempo que sea necesario. La ejecucién de un proyecto cualquiera
toma un tiempo exponencialmente distribuido con media 1/v [meses].

a) Modele a RISA como un sistema de colas, indicando el modelo que usard para cada estacién y los
parametros asociados.

b) Indique cémo calcular el tiempo promedio que pasa un proyecto en RISA (desde que llega la
propuesta hasta que es rechazado o bien hasta que termina su ejecucion).

¢) Suponga que los jefe de proyecto externos cobran C' [$/mes]. Indique cémo calcular el gasto
promedio mensual de RISA en jefes de proyecto externos. Para ello suponga que un proyecto que
comienza a ser ejecutado por un jefe de proyectos externo serd transferido a uno de planta apenas
alguno de ellos se desocupe.

d) Suponga que Alejandro decide que no admitird méas de 5 proyectos pendientes sobre su escritorio,
vy que pasado ese limite cualquier proyecto que llegue lo transferird directamente a Benjamin y
Cristina. Con este cambio, ;puede modelar a RISA como un sistema de espera?

8. La oficina de colocaciones de una financiera recibe solicitudes de créditos de acuerdo a un proceso
Poisson de tasa A [solicitudes/hora]. Las solicitudes son pre-evaluadas por un asistente de analista,
proceso que toma un lapso de tiempo exponencialmente distribuido con media 1/u; [horas]. Como
resultado de su pre-evaluacion el asistente puede decidir aprobar la solicitud o bien traspasarla a la
analista de finanzas, para que ella la estudie y decida. La probabilidad de que una solicitud cualquiera
sea transferida a la analista es p. La analista demora un lapso exponencialmente distribuido con media
1/po [horas] en estudiar una solicitud cualquiera. Su decisién puede ser aprobacién o rechazo de la
solicitud, y se sabe que rechaza una fraccién R de las que recibe.

Una vez que una solicitud es aprobada (ya sea por el asistente o la analista) se deben cumplir una
serie de procedimientos administrativos los que terminaran con la emisién de un documento de pago en
favor del cliente que solicité el crédito. Estos tramites toman un tiempo exponencialmente distribuido
con media 1/p3 [horas], y son realizados por cualquiera de 2 ejecutivos designados para ello, cada uno
de los cuales puede atender una solicitud a la vez.



a) Modele la oficina descrita como un sistema de colas. ;Qué relaciones deben satisfacer A, w1, pa,
s, py R para que el sistema alcance régimen estacionario?.

b) En promedio, ;Cuénto tiempo pasa en el sistema una solicitud cualquiera?.
¢) i Qué fraccién de las solicitudes que resultan aprobadas han sido estudiadas por la analista?.

d) Sélo para las solicitudes que son aprobadas: ;Cudnto tiempo pasa, en promedio, desde que se
recibe la solicitud hasta se emite el documento de pago en favor del cliente?.

e) Suponga que la oficina en cuestién puede contratar més ejecutivos (ademéds de los 2 ya existentes)
para la tramitacién de préstamos ya aprobados por el asistente o la analista. El objetivo de
contratar mds ejecutivos es reducir el valor del indicador de desempeiio calculado en la parte (d).
Entregue una cota superior (lo méds pequefia posible) para la disminucién que se puede lograr (por
esta via) en dicho indicador.

9. Un ex-alumno de cierta Universidad se encuentra en Japén con motivo del Campeonato Mundial de
Fuatbol. Precisamente en estos momentos y luego de ver el partido Argentina-Inglaterra, entra a un
café del centro de Tokio. Dentro del local, existe un mesén en el cual se sirve el café. Este es atendido
por dos amables Geishas, cualquiera de las cuales demora un tiempo exponencialmente distribuido de
tasa pp en realizar una atenciéon. Ademds se sabe que la llegada de personas al establecimiento, sigue
un proceso Poissoniano de pardmetro A(clientes/hora).

Luego de conversar con el duenio, el alumno se entera que éste quiere modificar su tradicional local para
convertirlo en un moderno cyber-café. Para lograr lo anterior acondicionara una Sala de Terminales,
en la que instalard K computadores. Una vez que los clientes terminen de ser atendidos en el mesén,
pasaran (y suponga que todos lo harén) a la sala de terminales. Cada computador puede ser utilizado
por una y sélo una persona que lo usard un tiempo exponencialmente distribuido de media 1/ps. Una
vez que el cliente termina de usar la maquina, se retira del café.

Si un cliente llega a la sala de terminales y observa que estdn todos los computadores ocupados, con
una probabilidad ¢ se retirard indignado del local. En caso contrario, volvera al primer mesén para
tomarse otro café para poder después probar suerte nuevamente con los computadores.

a) El dueno ha estimado que con una cantidad K de computadores y las mismas dos sefioritas, el
local estara capacitado para dar un buen servicio. Segin él: “La tasa de entrada al local no cambia,
por lo tanto con las mismas dos senoritas se deberia mantener un nivel de servicio razonable en el
meson del cafe”. El estudiante, después de meditar un segundo, le dice: “Con ese diseno, el sistema
colapsara: la cola frente al mesén de café crecera indefinidamente”. Sin embargo Ud. puede evitar
el colapso aumentando ya sea el nimero de senoritas o el de computadores. ;Puede ocurrir el
problema planteado por el estudiante?. De ser asi, las soluciones que él postula ;Resuelven el
problema?. Para ello modele el cyber-café como un sistema de colas (tenga cuidado, no realice
mds célculos de los estrictamente necesarios).

b) El alumno convence al duefio que tiene razén y éste le solicita al alumno que le indique cuéntas
senoritas debe contratar y cuantos computadores comprar, de modo que el local no colapse, pero al
minimo costo posible. Se sabe que el costo de contratar una senorita (con las mismas caracteristicas
de atencién anteriormente descritas) es Cs y el costo de un computador es Co. Formule el modelo
que resuelve este problema y explique cémo lo resolveria.

¢) El dueno del local pretende que la tasa de pérdida de clientes (aquellos que se retiran del local
“indignados” sin haber utilizado el servicio computacional) no sea mayor al 30 % del flujo total
de clientes que entra al local. Encuentre una expresién para el nimero minimo de computadores
que se debe tener para lograr ese objetivo, en términos de los pardmetros conocidos. (Suponga
que el nimero de sernoritas atendiendo es igual a dos y que se alcanza estado estacionario).

d) Si el ndmero de sefioritas es S y el nimero de computadores es K, calcule el tiempo promedio
que demora un cliente cada vez que se sirve un café y el tiempo promedio que esta en el sector
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de los computadores un cliente que consigue entrar en él. ;Cudl es el tiempo promedio que pasa
un cliente dentro del local?, ;En promedio, cuénta gente hay dentro del local? (Considere que se
alcanza estado estacionario).

Un policlinico funciona con tres personas: una recepcionista, una enfermera y un médico. Segun la
dolencia del paciente la recepcionista lo envia al médico o a la enfermera. De todos los pacientes que
llegan, una fraccién p es derivada a la enfermera, y (1 — p) al médico. Después de ser atendidos, los
pacientes abandonan el sistema, excepto por el hecho que una fraccién g de los pacientes atendidos por la
enfermera, deben ser vistos de todos modos por el médico ya que no fueron direccionados correctamente
por la recepcionista. La recepcionista, la enfermera y el médico atienden con tasa iguales a p1, o, y
13 pacientes por hora, respectivamente. Asuma que los pacientes llegan de forma poissoniano de tasa
A

a) Calcule las tasas efectivas de llegada a cada una de las entidades del sistema.

b) (Qué condicién deben cumplir p y ¢ para que la consulta del médico no se congestione?. Suponga
A > 3.

Un restaurante de comida répida vende dos platos para llevar: la especialidad de la casa (platol) y la
“fantasia del chef” (plato2). Cada uno de ellos se vende en un mesén independiente.

Se ha observado que los clientes llegan al local de acuerdo a un proceso Poissoniano de parametro
Alclientes/horal, y que una fraccién p de ellos se dirige al mesén del platol, donde hay dos operarios
que los atienden de manera cortés y eficiente, demorandose un tiempo exponencialmente distribuido
con media 1/u1, en cada atencién.

El resto de los clientes se dirige al mesén del plato2, donde hay sélo un funcionario para atenderlos,
tomando cada atencién un tiempo exponencialmente distribuido con tasa us. Ademds, una fracciéon
q de quienes entraron a comprar el platol se tienta con los deliciosos aromas del otro mesoén, y, una
vez atendidos en el meson 1 se van al mesén 2 para comprar también el plato2. Reciprocamente, una
fraccion r de quienes llegaron a comprar el plato2 pasan después a comprar del 1 también. Nadie hace
la misma cola méas de una vez.

Finalmente, una vez que han sido atendidos (en uno o ambos mesones) los clientes pasan a pagar a
una caja Unica, toméndole a cada uno un tiempo exponencialmente distribuido con tasa us efectuar el
pago.

Modele el local como un sistema de colas y calcule las medidas de efectividad.

Consideremos el funcionamiento de la tnica planta de revisién técnica que existe en el pueblo de
Combarbald. Los vehiculos llegan por primera vez a la planta de acuerdo a un proceso Poisson de
tasa A vehiculos por hora. El sistema demora en revisar un vehiculo un tiempo exponencialmente
distribuido con tasa p autos por hora. Un auto que llega por primera vez tiene una probabilidad p; de
ser rechazado, en cuyo caso debe ir a reparar la falla y retornar a la planta. Un vehiculo que llega por
segunda vez tiene una probabilidad ps (p2 < p1) de ser rechazado, en cuyo caso debe ir nuevamente a
reparar la falla. Finalmente, un vehiculo que llega por tercera vez tiene una probabilidad ps (ps < p2)
de ser rechazado en cuyo caso se retiene el permiso de circulacién del vehiculo quedando inhabilitado
para transitar.

a) Determine una relacién entre A, p1, p2, ps de tal forma que existan probabilidades estacionarias
para el sistema.

b) Si el precio de cada revisién es C' [$] determine los ingresos esperados por unidad de tiempo de
la planta y el costo esperado de la revisién para un vehiculo. ;Cuantos autos quedan fuera de
circulacién por hora 7.
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(*) Considere un café en el cual atienden dos sefioritas, una rubia y una morena. Al llegar los clientes
se ubican en una fila Unica y esperan su atencién. Los clientes llegan segiin un proceso de Poisson
de A clientes por hora. Por otro lado la atencién de cada una de las senoritas sigue una distribuciéon
exponecial de media 1/3. Segun polémicos datos histéricos, si ambas “ninas” estdn desocupadas los
clientes siempre prefieren a la rubia. Suponga que en el local hay suficiente espacio para todos los
clientes que deseen entrar y ningtn cliente se va antes de servirse su café.

a) Muestre la cadena asociada e indique cuédles son las condiciones de régimen estacionario.

(=

(,Cudles son las ecuaciones de consevacién de flujo?

o

)
)
) {Cual es el largo promedio de clientes en cola?
)

d

JIndique cudl es la fraccion del tiempo que la rubia estd desocupada y la fraccién del tiempo que
la morena lo esta.

(*) A un centro médico llegan pacientes segin un proceso de Poisson de tasa A; para su evaluacién
médica. Estos son atendidos en una primera etapa por una enfermera la que realiza un chequeo rapido
(toma de presién, temperatura y ficha clinica) y les asigna equiprobablemente cudl de los 2 médicos de
turno serd su médico tratante. Luego de este chequeo la enfermera puede enviarlos a la consulta del
médico asignado, lo que ocurre con probabilidad m, o al laboratorio de toma de muestras para que se
le realice algiin examen.

El laboratorio es atendido por un tinico tecnélogo que no puede atender a mas de un paciente a la vez.
ToDos los pacientes que ingresan al laboratorio por la enfermera deben visitar a los médicos luego de
la toma de examenes.

Ademiés se sabe que al laboratorio llegan también pacientes segin un proceso de Poisson de tasa As,
que vienen directamente derivados por otros médicos a realizarse examenes, de los cuales una fraccién
q debe ir inmediatamente al control de un médico por tener algin indicador altamente alterado. En
estos casos el operador del laboratorio les asigna siempre al primero de los médicos de turno.

Los pacientes que visitan a los médicos y NO se han realizado exdmenes tienen una probabilidad p de
ser enviados al laboratorio, luego de lo cual deben volver a la consulta de su médico tratante para una
nueva atencién. Por otra parte, todos quienes visitan a un médico con exdmenes en la mano pueden
requerir con probabilidad s la opinién del otro médico de turno para afinar el tratamiento. En estos
casos los pacientes se dirigen a la otra consulta médica, esperan ser atendidos y se retiran a su hogar a
seguir el tratamiento indicado. Los pacientes que tienen exdmenes y no necesitan una segunda opinién
son enviados directamente a sus casas.

Si todas las atenciones duran un tiempo independiente exponencialmente distribuido de tasas u;, para
la enfermera, p. para la toma de muestras y u,, para la consulta médica (igual para ambos médicos)
conteste las siguientes preguntas:

a) Modele la situacién descrita como un sistema de colas y determine las condiciones para que exista
estado estacionario.

b) Si Ud. ingresa directamente a la toma de muestras, ;Cudl serd su tiempo esperado dentro del
sistema?.

(%) El Departamento de Control de Calidad de una empresa manufacturera recibe productos prove-
nientes de distintas lineas de produccién. Estos son analizados por un inspector de calidad quien
identifica qué productos presentan fallas, y los clasifica en buenos, con fallas menores (caracteristicas
estéticas) o con fallas graves. El tiempo que le toma a este empleado inspeccionar los productos se
distribuye exponencialmente con media 1/u; [horas|. Los productos a inspeccionar llegan de acuerdo
a un proceso de Poisson de tasa A [unidades/horal, siendo un 10 % calificados con falla menores y 5%
con fallas graves. Los productos buenos son enviados inmediatamente a la bodega.
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Como segundo paso, los productos que presentan fallas deben ser analizados por un laboratorista para
identificar las causas de sus defectos. Los productos con fallas menores son analizados por un especial-
ista, quien demora un tiempo exponencialmente distribuido con media 1/us [horas] en su andlisis. Los
productos con fallas graves son analizados por uno de los dos ingenieros con que cuenta el departamen-
to, cada uno de los cuales demora un tiempo exponencialmente distribuido con media 1/u3 [horas] en
revisar un producto.

Por otro lado, el 20 % de los productos analizados por fallas graves son enviados al especialista encargado
de revisar las carecteristicas estéticas, por considerar que los defectos que presentan no son realmente
graves, sino menores.

Luego de todos los andlisis, un producto que presento fallas es enviado junto con el informe de calidad
respectivo, al jefe del departamento de calidad quien demora un tiempo exponencialmente distribuido
con media 1/p4 [horas] en revisar el informe, luego de lo cual envia el producto a la bodega de productos
defectuosos.

a) Modele el sistema de control de calidad de la empresa como un sistema de colas, indicando el
modelo que usara para cada estacion y los parametros asociados.

b) ;Quérelaciones deben satisfacer A, ji1, 2, p3 y pa para que el sistema alcance estado estacionario?.

¢) {Qué fraccién de los productos que llegan al departamento son analizados por el especialista en
fallas menores?.

d) En promedio, jcudnto tiempo pasa en el sistema un producto que llega al departamento de calidad
de la empresa?.

e) Suponga que el inspector decide no admitir més de 50 productos para su revisién, y que pasado
ese limite cualquier producto que llegue lo transferira directamente a los ingenieros especialistas
en fallas graves. Con este cambio, ; puede modelar el sistema de control de calidad con los modelos
estudiados en le curso?.

f) Suponga que la empresa quiere disminuir en lo maximo posible el tiempo que demora el departa-
mento en determinar la causa de un defecto en los productos analizados. Para esto, ha decidido
contratar mds especialistas en atributos. Entregue una cota superior (lo mds pequefia posible)
para la disminucién que se puede lograr.

Los alumnos de uno de los postgrados de una escuela de ingenieria se aprestan a rendir su examen de
final de su curso favorito, “Procedimientos Escolasticos”. El ayudante del ramo recibe los exdmenes
de acuerdo a un proceso de Poisson de tasa A [exdmenes / hora] y los corrige demordndose un tiempo
exponencialmente distribuido con media 1/p; [horas] en cada uno. Como resultado de su correcién
el ayudante puede decidir aprobar al alumno o bien traspasar la evaluacién a Saul Peugeot, flamante
profesor del ramo, para que él tome la decisiéon. La probabilidad de que una evaluacién cualquiera
sea transferida al profesor es p. El Profesor demora un tiempo distribuido exponencialmente de media
1/p2 [horas] en estudiar una situacién cualquiera. Su decisién puede ser la aprobacién o reprobacién
del alumno, y se sabe que reprueba a una fracciéon R de las evaluaciones que recibe. En los casos en
que se decide reprobar a un alumno, el profesor debe publicar inmediatamente esta situacion.

Por otra parte, en el caso que un alumno sea aprobado, ya sea por el ayudante o el profesor, se deben
cumplir una serie de procedimientos administrativos (célculos de promedios y otras cosas varias) los
que terminaran con la publicacién de la situacién final y la respectiva nota del examen. Estos tramites
son realizados con mucha dedicacion ya sea por Natasha Yenkowitch o Felix Desaire, auxiliares del
ramo, demorando un tiempo exponencialmente distribuido con media 1/us [horas] por cada alumno
aprobado.

a) Modele el proceso descrito como un sistema de colas. ;Qué relaciones deben satisfacer A, 1, pa,
U3, py R para que se alcance régimen estacionario?.



En promedio, ;{Cuanto tiempo debe esperar un alumno desde que entrega su examen hasta ver
publicada su situacién final?.

;Qué fraccion de los alumnos que resultan aprobados ha sido por decision del profesor?.

Sélo para los alumnos que son aprobados: ;Cuanto tiempo pasa, en promedio, desde que se recibe
el examen hasta que se publican sus notas y situacién final?.

Suponga que la direccion del postgrado puede contratar més auxiliares para la tramitacién y
calculo de notas finales de los alumnos aprobados por el ayudante o el profesor. Entregue una
cota superior (lo mds pequenia posible) para la disminucién que se puede lograr por esta via en el
indicador calculado en la parte anterior.



Resolucidén problemas Teoria de Colas

a)

El sistema se muestra en la figura 1.

Peas(1-p).(1-0) i

Pista Autos

Acas (1-p).(1-0)

heas-(1-p).Q

he

M/M/1 p,

Pista Camion

MeasP
Acas Caseta 1 req
M/M/1
N2
*
w2
Acas
Caseta 2 Aca,
M/M/1
Acas P

heas (1-P).Q

Figura 1: Cola problema 2

M/M/L e

De esta forma se tiene que las tasas efectivas son las siguientes:

Respecto a las condiciones de estado estacionario estas son las siguientes:

Sistema | Tasa Efectiva | Valor
Casetas ACas ﬁ
Autos Aa A1 —gq)

Camiones Ao Aq

Sistema | Condicién
Casetas )‘C—f <1
Geografico M—ﬁ <1
. o Ao
Climatolégico e < 1

10

El ntimero de camiones a la entrada de la pista de camiones es una cola M/M/1 con tasa de
llegada A\¢ y tasa de atencién pc , luego utilizando el resultado conocido para colas de este tipo

se tiene que:

Tk

o

pr-(1=p)
(1—p)
Ao

127e]

El ntimero promedio de autos en la respectiva pista de obtiene utilizando L de una cola M/M/1:

La

= PA
L —pa
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a)

11

donde :
_ M

pA =
nA

Un auto dentro del sistema pasa por una de las casetas (que son iguales dada las tasas de atencién
y las tasas efectivas de entradas) y por la entrada de la pista de autos. Luego:

WA = WCas + Wpista
Ademés se tiene que para un M/M/1 se tiene que:

1
W -
M/M/1 L\

Sin embargo el nimero de veces que un auto pasa por una caseta antes de ir a su respectiva
pista, es una variables aleatoria de distribuciéon geométrica de pardmetro p. Recordando que la

esperanza de una geométrica (p) es = concluimos que:

p
Weas = E “Warsmn

Entonces:

D 1 n 1
1—p 1 —Acas  Ha—Aa

Wa

Andlogamente para un camion:

D 1 n 1
1—p p1—Acas o —Ac

We

El sistema se muestra en la figura 2.

P i) b
(1-phii-g
LI A N 53 AL
4 “ETM2 o, -'M MM/ m, M' MM /1 szO—'
* "

A (1-plg

Figura 2: Cola problema 3

De esta forma se tiene que las tasas efectivas son las siguientes:
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Sistema | Tasa Efectiva | Valor
Sistema 1 M 1_(1A_p).q
Sistema 2 Ao %

Sistema A3 % - E(N)

Respecto a las condiciones de estado estacionario estas son las siguientes:

Sistema | Condicién

Sistema 1 2%‘1 <1
M1

Sistema 2 2—2 <1

Sistema 3 A2

M3
Luego el nimero promedio de fruta que es separado para la devoucién es : Ay - E(N) 4+ Az - r

El ntimero promedio de cajas en los sistemas 1 y 2, corresponde al valor de L para colas M/M/2
y M/M/1 respectivamente, ie:

2
Ly = 2
1 —p1
P2
L =
2= 7 S
donde :
— >\1
n=aon
Ao
p2 = —
M2
Del mismo modo para el Sistema 3, se tiene que :
P3
Ly =
1—p3
donde
A3
p3 = —
M3

El tiempo de permamencia de una fruta dentro del sistema se debe calcular, tomando en cuenta
todos los casos posibles dados por el reflujo existente en el Sistema 1, se obtiene:

inf inf

Wiotat = » i Wi (1=p)' ™ g™ p+ D (- Wi+ Wot W) (1=p)' - " (1-0q)
=1 =1

donde: I
Wi =~
Ai
Usando la férmula de Little se tiene que :
Liotal
Wiotat = t;)\ta

Propuesto!!
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m 14.

a)

b)

Figura 3: Cola problema 13

En la siguiente cadena los estados denotados por tuplas, se muestra en la figura 3.

La condicion de régimen estacionario es :

Planteando las ecuaciones de conservacion de flujo , se tiene que el sistema de ecuaciones es:

El largo promedio de clientes en cola es:

A
%<1

o1 B+ 7m0 0

772'5

T A+ w8
w328+ Mo A+ Mo A
Tht1 - 20+ M1 - A VE>2
1

Lq:Z(k_2)'7Tk
k

Fraccién del tiempo rubia desocupada : my1 + 7o

Fraccién del tiempo morena desocupada :

1,0 + 7o

La probabilidad de no hacer cola es : mo + mo,171,0

El sistema de Colas se muestra en la figura 4.

De esta forma se tiene que las tasas efectivas son las siguientes:

Sistema | Tasa Efectiva Valor
Enfermera AEnf W

Médico 1 A1 Xog+ (1+5) - (Al(l—fQ—mﬁD)) _ S/\l.m.2(1—p)
Médico 2 Aars (14 5)(Rmnd) 4 53y — s2umlior)
Examenes AEX X2+ A (1+m(p—1))

13
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LT
Az s
Medico 1 Meédico 2
“M”;JMJI]. l“' iiM!!ffofl T
1|Emp:'2‘ . ihmja Ellmpf'?
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1 i
—_— i 1 1
M ey | s s
o
o : A q :
| Examenes
:.}

! oo
(R M/M/1 M,

A=A (1+m (1-p)) /2

Aa=hrgs+has A2
As=Aa+RArq(l-5) + ham/2 (1-p)
As=Rs+ A+ Am/2 (1-p)

Figura 4: Cola problema 14

Las condiciones de estado estacionario son las siguientes:

Sistema | Condicién
Enfermera Aenf < e
Médico 1 At <
Médico 2 )\MQ S Mm

Gerencia estudios | Apx < e

b) el tiempo esperado en el caso que se ingresa directamente al laboratorio sera:

E[Espera] = E[Laboratorio] + ¢ - (E[Médico 1] + s - E[Médico 2])

Utilizando las férmulas para el tiempo de espera para sistemas M/M/1 se tiene que la expresién
toma la siguiente forma:

1 1 1

+q- +s5-
e — AEX ¢ )

EFE =
[Esperal M — AM1 M — M2

a) Sean p;1 =10%, p2 = 5%, ps = 85% y pa = 20 %, el sistema se muestra en la figura 5.
De esta forma se tiene que las tasas efectivas son las siguientes:

Sistema | Tasa Efectiva | Expresién | Valor
Inspector Nins A A
Especialista Aesp Ap1 +p2-p4) | 0.11 A
Ingenieros Aing Ao 0.05 -\

Jefe Calidad Aeal A-(p1+p2) | 0.15 A
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()

Ezpecialista

Aine Control de Feal Jefe calidad | —»
Calidad

[ngenieras

Ping

Figura 5: cola problemal5

b) Respecto a las condiciones de estado estacionario estas son las siguientes:

Sistema | Condicién
Inspector ’\;L—q <1
Especialista A;—; <1
Ingenieros % <1
"3
Jefe Calidad % <1

¢) La fraccién de productos que llegan al departamento y que son analizados por el especialista en
fallas menores es :

Casos favorales X (p1 + pa - pa)

Fraccion = = =11%
Casos totales A
d) En esta parte hay dos formas posibles de proceder:
Forma 1:
Calculando los largos promedios de cada uno de los subsistemas usando las expresiones conocidas,
se obtiene:
Sistema L; Di
Inspector —pins [ Ains
1—pins 1
Especialista | t£ee— | e
Q*ﬂesp )\Mz
Ingenieros | —fina | Zing
1=ping 2p3
Jefe Calidad | {2l | Acal
—Pcal Ha
Luego:

Ltotal = Lins + Lesp + Lin‘g + Lcal

Finalmente usando la frmula de Little, se obtiene:

Ltotal

Wtotal = Y
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Forma 2:
Calculando los tiempos de permanencia promedio en cada subsistema como:

donde \; representa la tasa efectiva de entrada al sistema i, el tiempo de permanacia en el sistema
total se puede obtener de la siguiente forma:

Wtotal = Wins + Wesp . (pl + p2 p4) + Wing * P2 + Wcal . (pl + p2)

Bajo estas condiciones el subsistema del Inspector se transforma de una cola M/M/1 a una
M/M/1/50. Con esto las salidas de este sistema y, por lo tanto, la entrada a los subsiguientes deja
de ser poissoniana y el sistema no se podria estudiar con este tipo de modelo, a no ser que las
tasas de entrada y atencion sean tales que nunca se alcance la capacidad maxima del sistema.

Si se agrega un numero ilimitado de especialistas ese susbistema de transforma en una cola
M/M/o0o, en la cual el niumero de productos en el sistema tiene una distribucién de Poisson
de media L = A;—?p El tiempo promedio que permanece un producto en este subsistema es -

p2?

ya que al existir capacidad ilimitada en la atenciéon no se forma cola y el tiempo en el sistema es
igual al tiempo de atencién.

Con lo anterior es posible calcular un nuevo Wiptq1, de las mismas dos formas posibles mostradas
en la parte 4 y se puede cuantificar la disminucién del tiempo en el sistema como :

0= Wtotal - Wtotalz

donde Wioiq es el calculado en la parte 4.



