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Pregunta 1

1)
a) 1. Sea x solucion bdsica de un PPL, la cual tiene asociada la matriz basica 4. Pruebe que si los costos
reducidos de todas las variables no basicas son positivos, entonces x es la Unica solucién éptima. (0,4)

2. Considere el problema de minimizar ='x en un poliedro P. Si x solucion factible, sera éptima si y solo
si ¢'d = 0 para toda direccion factible d en x. (0,4)

b) Explique, utilizando la notacidn vista en clases, cdmo el algoritmo simplex determina:
El Optimo de un problema de optimizacién. (0,2)
Si una solucion es Degenerada. (0,2)
La existencia de Multiples Optimos. (0,2)
Si el problema es No Acotado. (0,2)
Solucidn Factible Inicial. (0,2)

c) Comente la veracidad de la siguiente afirmacion: “si el problema primal es dificil de resolver entonces
con mayor razon va a ser dificil de resolver el dual”. é{De ser falsa la afirmacion vale la pena estudiar esta
teoria?(0,4)

2) EconomicBook es una empresa cuyo modelo de negocios es producir una escasa variedad de notebooks,
pero a un muy buen precio.

Esta companiia actualmente es capaz de fabricar 4 modelos de notebooks, estos se arman a través de 6 piezas
que EconomicBook ya le compro a terceros. Cada uno de los modelos requiere una cantidad distinta de cada una
de estas piezas, lo que se muestra en las siguientes restricciones (donde x;representa las unidades a producir del
notebook i):

Xy F Xz +xa+x, =30
2%, + 2x; + 4x; +4x, = G0
4x, + 2x; + 635 + 4x, = 100

Xg 4 x, =17
Xy, + x5 =35
2X, +x:H 3+ 3, =08

Por su parte, a la empresa cada unidad del producto 1 que fabrica le reporta una utilidad de 3, mientras que
cada unidad del notebook 2 le brinda un beneficio de 2, a su vez cada unidad del ordenador 3 le genera 5 y cada
unidad que hacen del producto 4 les da un beneficio de 4.



A la hora de resolver el problema, la base dptima resulta ser aquella asociada a las variables ¥1, *a, X5 Xg, K Xg y
X4a. Donde ¥s,¥a, X¥a y X4a son las variables de holgura de la primera, cuarta, quinta y sexta restriccion
respectivamente.

Como dato se sabe que B™=

0.000 -0.500 0.500 0.000 0.000 0.000
0.000 0.500 -0.250 0.000 0.000 0.000
1.000 0.000 -0.250 0.000 0.000 0.000
0.000 -0.500 0.250 1.000 0.000 0.000
0.000 0.500 -0.500 0.000 1.000 0.000
0.000 -0.500 -0.250 0.000 0.000 1.000

a) éCual es el valor de las 4 variables de decision y las 6 variables de holgura del problema? (1)

b) Le ofrecen $5 por 5 unidades de la materia prima 5 (restriccién ndmero 5) ¢élas acepta? ¢Por qué?
(0,6)

c) Plantee el dual del problema original (0,25)

d) Encuentre usando el teorema de holgura complementaria el valor de las variables duales. ¢ Cual es el
significado de estas variables? (0,75)

e) éCuanto puede variar el coeficiente que acompania en la funcién objetivo a la variable ¥z sin que varié
el 6ptimo? Comente el resultado. (0,6)

f) Un analista de la empresa le sefiala: “Sea cual sea la variacion de b, tanto el dptimo como la base
optima del problema van a variar”. ¢ Es esta afirmacidn correcta? Justifique. (0,6)

Pregunta 2
Aumento de Capacidad de Plantas de CMPC

La Compafiia Manufacturera de Papeles y Cartones (CMPC) ha decidido ampliar la capacidad de una de sus
plantas, en un horizonte de t periodos (cada periodo corresponde a 3 meses). Suponga que esta planta produce
un solo producto, el cual debe satisfacer una demanda d; en cada periodo i, la que es conocida. Ademas, en cada
periodo se debe procurar no producir mas que la demanda dada, ya que ese dinero podria ser ocupado en la
expansion de la planta. El propdsito de la empresa es maximizar la capacidad productiva de la planta al final del
periodo t.

Para realizar la expansién, la empresa dispone de un capital inicial y de los recursos que obtenga por la
venta de su Unico producto. Suponga que el costo de produccién de una unidad es de p ddlares (asociados a
materias primas y pago de salarios) y una unidad de capacidad de la planta. Ademas, cada unidad genera una
utilidad neta de r dolares que estan disponibles al principio del periodo siguiente.

En cada periodo, la empresa dispone de dos tecnologias constructivas para ampliar su planta. Cada una
de ellas requiere de efectivo durante el periodo de expansién y difieren en el tiempo requerido para llevar a
cabo dicha expansién. Especificamente, construir una unidad de capacidad adicional usando la tecnologia 1
requiere de b ddlares al inicio de la construccidén y genera la capacidad adicional al comienzo del periodo
siguiente. Por otra parte, construir una unidad adicional de capacidad usando la tecnologia 2 requiere de c
ddlares al inicio de la construccidn y genera la capacidad adicional en el periodo subsiguiente. Sin embargo, por



limitaciones de la empresa, no se pueden instalar las dos tecnologias en un mismo periodo, pero si se puede
expandir en mas de una unidad usando la misma tecnologia.

Al comienzo del horizonte de andlisis, la compafiia cuenta con un capital de D ddlares para financiar su
produccidn y expansion. La capacidad de la planta al inicio del periodo 1 es K. Formule un modelo de
programacion lineal que permita maximizar la capacidad de la planta al final del periodo t.
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SOLUCION

P1)
1)
a)
1.(0,4)
Existen varias formas de probar el resultado una es:

Sea ¥ otra solucion bésica factible, primero hay que notar que dado que X #* X existe un I € R tal que
x; = 0, es decir no puede tener las mismas variables no basicas. Para ver esto si X5 = 0,
Ax =b = Agx; = b peroyasetieneque Agxy = bluego iz =xz = ¥ =x
Finalmente dado que los costos reducidos de las variables basicas son 0 y como ¢; = 0,x; == 0 se tiene
que: 0 = €x << ¢;X; = €X, por lo tanto X no es 6ptimo, y se concluye que el 6ptimo es unico.

2.(0,4)
Sea d una direccidn factible, se tiene que d=x"-x donde por definicién x’ pertenece a P. Luego sigue que si
c'd<0 entonces c’'x’<c’x lo que quiere decir que hay un punto mas chico que x, luego para que x sea minimo,
ninguna direccién puede llegar a un punto mas chico, por lo tanto ¢'¢dd = 0 ¢'d = () para toda direccién
factible d en x.

b)
- (0,2) Se considera una base factible B si se cumple lo siguiente es optima:

. b=43b=0
c= Cy — CEAEIA;J = 0
- (0,2) Al buscar la variable que sale de la base si se encuentra un empate, es decir, hay dos cocientes de

idéntico valor, se tiene una solucidn degenerada ya que al menos una variable basica tendra valor cero
en la columna de solucién

- (0,2) La solucion final tiene un costo reducido igual a cero asociado a una variable no basica. De esa
forma si se incorpora a la base no cambia el valor del éptimo.

- (0,2) Se tiene cuando decidimos que la variable x_ entre y no encontramos una que se anule al hacer

crecer x. Esto se verificasi ming . {EL;} es infactible para algin s porque no existen @;, = 0

- (0,2) Fase | de Simplex: Consiste en agregar tantas variables artificiales como sea necesario para formar
una identidad y luego resolver un problema de optimizacién consistente en tratar de que dichas
variables artificiales se hagan nulas y por tanto se puedan eliminar. Si la suma dptima de variables
artificiales es nula significa que todas las variables artificiales son nulas y por tanto las podemos eliminar
obteniendo un vértice factible:



c) Esto es falso, que el dual sea facil o dificil de resolver no dice nada a priori del dual, de hecho una de las
gracias de esta teoria que si el primal es dificil de resolver podria ocurrir que el dual sea sencillo y en ese
caso se resuelve el dual y luego via holgura complementaria se regresa al primal y esto es una de las
razones que hace que valga la pena estudiar esto

2)

x-, ¥y X Y X- valen cero ya que son variables no basicas. Por su parte las otras variables valen:

/10
15

b) Habria que aceptar la oferta porque me estan sobrando 25 unidades de esa materia prima, luego si me
puedo desesar de algo mucho mejor

c)
min (308010017 35&8)y
s.a.

124012 f3

122101 2

1460157 5)

1441031 \4/

y=0
d)
Dado que las restricciones 1, 4,5,6 del problema primal no estan activas se tiene que
V=¥ =V =y =0
Dado que x; y X3 son 0 usando el teorema de holgura queda:
23— =2y —dys —ws =2y =0
X;_::‘l- - ¥ — 4_",': - 4_",'3 — Vs — 3_",'5 =10
Reemplazando por los valores conocidos queda:
:3 — 2_",': - 4_",'3:' =10
:4 — 4_",': - 4_",'3:' =10
Luego y,=1/2,y3=1/2
Las variables y;nos dicen cuanto aumenta la funcién objetivo si aumento en 1 la cantidad de piezas i
disponible, en particular las que valen 0 es porque las piezas que representan no se estan ocupando
totalmente (restricciones no activas).
e)

Lo que hay que calcular es:



€, =c;—(—3—400)51
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(ojo la FO fue llevada a la forma estandar de minimizacion por eso los coeficientes salen con
menos).Esto hay que imponer que sea mayor o iguala 0

Luego esto trae consigo que la condicion es <2

Por lo tanto si es que la ganancia fuese levemente superior a la que se da como dato el optimo del
problema variaria. Se podria decir que el optimo es muy sensible ante variaciones positivas de ¢,

f)
El valor de las variables es 0 cuando una variable no esta en la base y para las basicas se calcula como:
B™'b. Luego cualquier variacién en el vector b; genera cambios en el optimo, eso es cierto, pero no es
cierto que la base optima tenga que cambiar. De hecho esta no variara mientas se cumpla que:

}-Jj_ B
80

B! lf?ﬂ >0
35

\ 68/
P2)

El problema consiste en decidir la forma de maximizar la capacidad de la planta, esto es, en que periodo realizar
la expansion y con que tipo de tecnologia. Definiremos las siguientes variables de decision:

z; = # de unidades de expansion llevadas a cabo en el periodo i usando la tecnologia 1
w; = # de unidades de expansion llevadas a cabo en el periodo i usando la tecnologia 2

'=E1 siseusa la tecnologia 1 para aumentar la capacidad de la planta en el periodo 1
' 0 en caso contrario

__{1 siseusala tecnologia 2 para aumentar la capacidad de la planta en el periodo 1
' 0 en caso contrario

Consideremos ademas, las variables ligadas:
K; = capacidad de la planta al principio del periodo i.
D; = capital disponible al principio del periodo i.

u; = produccion en el periodo i.

Donde D; =Dy K; = K son datos del problema.



EL objetivo del problema es maximizar la capacidad de la planta al final del periodo t (que es lo mismo que
maximizar K1) considerando que la produccién en el periodo 1 esta limitado por la capacidad inicial K, que no
se pueden instalar las dos tecnologias en un mismo periodo, la restriccion de carga que liga las variables Z; y W,
con X; y Y; respectivamente (donde se considera una constante M lo suficientemente grande) y las restricciones
que relacionan el capital, la capacidad y la produccién entre un periodo y otro. De acuerdo a lo anterior, el

modelo resulta ser:

P) Max K1

ui <K Ui
xi+yi<1l [Oi
zZi<sMxi O
wi<Myi [Oi
D; = D1 = bziy = cWiy = puig +ruiy L
Ki= K1 + zig + Wi, L
D;> bz +cw;+pu; i
u=d; Oi
D.=D
Ki=K
x, Y; € {0, 1}
z,W; X, K;,D;, u; enteros [



