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Problema 1

1. Considere el siguiente problema (P):

min{3x, + X,}

s.a. 4x, +5x,>-20
2% —2X, 2 -5
X, 2 -4
X, X, <0

El grafico respectivo esta en anexos.

a) (0,5 pts.) Escriba el problema en forma estandar.

b) (1 pto.) éCudles de los puntos indicados en el grafico?
(A,B,C,D,E,F,G) son soluciones basicas del problema? éCuales de
estas son factibles? Indique, soOlo para las soluciones basicas
factibles, cudles son las bases asociadas a ellas.

c) (1 pto.) Suponga que tras alguna iteracion del algoritmo SIMPLEX, se
tiene la siguiente matriz basica Ag y matriz no basica Ay:

0 0 5 1 4
AB:]_O—Z AN:OZ
01 1 00

Con esta informacion, identifique a qué punto del grafico corresponde
esta base (argumente). Ademads, usando SIMPLEX, determine si
estamos o no en el éptimo del problema, qué variable debe entrar y
salir de la base, y cual es el valor de las variables basicas y no
basicas en el punto®. Concluya, usando estos resultados, si el punto
tiene alguna caracteristica especial.

2. (1 pts.) Sea P un polihedro. Demuestre que si x es solucion basica factible,
entonces x es un vértice de P.

Hint: Utilice como funcién objetivo C'X con C= Zai .
0l (x)
3. (1 pto.) Sea B una base asociada a la solucidn basica x = (xg, Xy) de un PPL
en forma estandar.

a) ¢Qué condicidon tiene que cumplir x para que la solucién basica sea
factible?

b) ¢Qué significa si una componente del vector xg sea 0? Muestre
graficamente un ejemplo para este caso.

! Ver gréfico en anexo 1
2 Ver anexo 2 para inversa de matriz Ag



c) Durante la aplicaciéon del algoritmo simplex éen qué criterio se
detecta la existencia de este fendmeno?

4. (0,75 pts.) En clases vimos que, dado x asociado a una base B, entonces:

min{cx} min{cgb +Tx,}
sa. Ax=b (P) < saxg+AX,=b (P)
x=0 x=20

Con esa informacion, argumente por qué el criterio de optimalidad de
simplexes €=0.

5. (0.75 pto.) Usted esta resolviendo el problema de fase 1 de Simplex:

min{w = iti}

sa. Ax+lt=bh, b=0
xt=0

Y obtiene que la funcién objetivo es distinta de 0. ¢Por qué si ese es el caso
entonces el problema original es infactible?

Anexos Pregunta 1:

Anexo 1: Grafico problema 1 parte 1.

+-6

Anexo 2: Inversa de la matriz Ag del problema 1 parte 1.
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Problema 2

Su buen amigo David Pifieda, emprendedor microempresario, ha decidido comenzar
un nuevo negocio: se dedicara a la elaboracion y venta de “permufes”, que son
sucedaneos de perfumes pero con ingredientes de menor calidad para abaratar
costos. Para esto, ha creado su nueva microempresa, llamada “Los Amigurumis”.

Pifleda puede elaborar un conjunto N de distintos productos, para lo cual utiliza un
conjunto M de insumos distintos. Para elaborar un litro del producto j (jON), se

necesitan a; mililitros (ml) del insumo i (iJM). EI microempresario ha decidido,

después de un intenso estudio de mercado, vender cada producto a un precio P; por
cada 100 ml.

Pifeda no tiene contacto con buenos proveedores, por lo que le ha pedido a su
camarada Gonzalo Descortés que se los envie desde la ZOFRI'. En cada periodo, la
capacidad maxima de insumo i a pedir es de CAP; ml y el costo por ml de insumos
es de C;. Ademas, existe un costo fijo de transporte CT, aunque si se lleva mas de
Q litros se debe pagar una tasa TASA% adicional sobre CT por cada litro de

insumos por sobre 6 Considere que se cuenta con un presupuesto destinado a
compra de insumos de PPTO para cada periodo del horizonte de evaluacion T.

Para elaborar los permufes, su amigo puede seguir K procesos de produccion
distintos (cada proceso usa instrumentos diferentes, por ejemplo). Si se usa el
proceso k (kOK) en el periodo t (t[0T), se incurre en un costo fijo de produccion

CPj« para el producto j. Note que debe usar el mismo proceso para todos sus
productos en cada periodo®. Sea Vi un pardmetro que vale 1 si el cambio del
proceso k al proceso k’ de un periodo al siguiente es compatible y 0 sino (k,k'TJK).

Por otro lado, el microempresario sabe que hay sucedaneos de perfumes muy
similares entre si, por lo que si produce el permufe “Marshello” no puede producir
“Crepusculo” (para que no compitan entre si). De la misma forma, hay permufes
que se complementan muy bien, por lo que si decide producir el permufe “Caldo”,
debe producir también “Flores”. Por Gltimo, y aunque Pifieda lo considera la mayor
injusticia del mundo, su camarada Descortés le ha exigido (para devolverle el
favor) que su permufe favorito "ZMRR” tenga una produccion mayor al 25% del
total.

Construya un modelo de programacion lineal entera mixta, que ayude a su amigo a
decidir cuantos litros de cada producto producir, de forma de maximizar las
utilidades obtenidas. Suponga que no hay inventario de productos ni de insumos,
es decir, se debe usar en un periodo todo lo que compré para producir y ademas
todo lo producido se vendera.

! Zona Franca de Iquique.

2 Por ejemplo, si en el periodo 1 decide usar el proceso 3, todos los productos se elaboraran
con ese proceso. Luego, si para el periodo 2 elige el proceso 5, todos se producen con ese
proceso, etc.



Solucion:

Pregunta 1

Nota de correccion: Ojo con los puntajes, no todas las preguntas valen lo mismo.
El puntaje esta detallado en el enunciado.

1.

a. La forma estandar es:

min{-3x, = X,}

s.a. 4x +5x,+x,=20
2%, — 2%, +X, =5
X, + X =4
X1y Xy, Xgy Xy Xs 20

Nota de correccion: Es probable que lleguen a esta misma expresion, pero
con los signos de las restricciones cambiados, eso estd ok (por eso mismo
dimos la matriz Ag con los signos cambiados). En otras palabras, es como
multiplicar por -1 todas las restricciones.

b. TODOS los puntos representados en el grafico (A,B,C,D,E,F,G) son
soluciones basicas. De estos puntos, soélo A,B,C y F son factibles.
Se pide encontrar las bases sélo para las soluciones basicas factibles:

. Base punto A: XB={X3,X4,X5} Yy XN={X1,X2} => B={3,4,5}

+ Base punto B: Xg={Xj, X3,Xs} ¥ Xn={X3, X4} => B={1,3,5}

e Base punto C: Xg={X; X2, Xs} y Xn={X3 X4} => B={1,2,5}

+ Base 1 punto F: Xg={X5,X4,X5} y Xn={Xy,X3} => B={2,4,5}

+ Base 2 punto F: Xg={X5,X3,X4} y Xn={X1, X5} => B={2,3,4}

 Base 3 punto F: Xg={X1,X5, X4} y Xn={X35,X5} => B={1,2,4}

Notar que el punto F tiene 3 bases pues es un punto degenerado, deben
describirlas todas. Basta con que muestren las variables bdasicas para
identificar la base.

c. Con las matrices entregadas se ve que estamos en el punto F del grafico.
El argumento puede ir por el lado de sefalar a qué base corresponden las
matrices, mirando sus columnas. En este caso, la base es (en el mismo
orden de las columnas) B={4,5,2} y N={3,1}, que como vimos en la parte
b es la que describimos como base 1 del punto F.

Usemos simplex:

00 5 % 10
A=|10-2| = A'=["¥ 01
01 1 %oo

(lo de arriba estd dado en el anexo)
16
14 B 5 16/
A0 2| = A =AA=TIE T

00 % %



Por lo tanto, los costos reducidos:
Cy =Cy =Co* A,
Cy=(0 -3-(0 0 -D*A,
Cu=0 -3-(-% -4 =% -
(Notar que deben usar los costos de la forma estandar).

Como no todos los costos reducidos son positivos, entonces a priori no
estamos en el 6ptimo del problema, simplex seguira iterando.

Criterio de entrada: Entra la variable asociada al costo reducido mas
negativo, por lo tanto entra X;

Criterio de salida: Sale la variable asociada a:

5} => Sale X,

. .13 0 4 )
ﬂﬂ@gt@g§?=$ﬂ®%

Los valores de las variables en este punto son:

X,) (13
_ X,) (0
te=52{ x| o] x,<(2)-(9)
X, 4

Por Gltimo, dado que hay un valor 0 en el vector b barra, se puede concluir
que el punto es degenerado.

Nota de correccion: Fijense que si escribieron la forma estandar con los
signos cambiados, usaran la matriz Ag con los signos cambiados. Los
calculos son los mismos y los resultados también, pero ojo con eso pues
habran algunos signos distintos en el desarrollo (esta bien).

2. Solucion basica => vértice:

Sea x* una solucién basica factible, y sea I={ilai'’x*=b;} y sea C:Zai . Luego,
idl
tenemos:
cx=Ya'x*=Yb
il idl
Mas aun, para cualquier X[OP y cualquier i, se tiene que & 'x=b vy
C'X:Zai'xzzq *)
iol idl
(Esto es bajo el supuesto de que P es tal que Ax>=Db, es decir, el tipico poliedro de
un problema de minimizacion).



Esto muestra que x* es una solucidon o6ptima al problema de minimizar c'x en el
conjunto P (x* es el minimo de (*)). Es mas, la igualdad en (*) se da si y solo si

a'x=Db para todo il . Dado que x* es una solucién basica factible, existen n

restricciones l.i. activas en x*, y x* es la Unica solucidén al sistema de ecuaciones
a'x=Db, i0l, (esla Unica por definiciéon de solucién basica). De aqui sigue que x*

es el Unico que minimiza c’x en el conjunto P, por lo tanto x* es un vértice de P
(ver definicién de vértice).

3.

a) Respuesta: xB >=0

b) Es una solucién degenerada. Para graficar, sirve cualquier poliedro donde 3
restricciones pasan por un vértice (en R?). En realidad, es valido cualquier
vértice que esté sobredimensionado (mas restricciones que dimensiones del
problema en el punto en cuestion). iDeben dibujarlo!

c) En el criterio de salida de la base. Este encuentra dos variables basicas que
simultaneamente toman valor cero. Una de estas variables sale de la base,
es decir se convierte en variable no basica, y la otra queda en la base con
valor 0.

4. Al ver la F.O. escrita de la forma alternativa, vemos que las variables no basicas
estan multiplicadas por los C asociados a éstas. El valor de estas variables es 0,
por definicion. Si hubiese algin costo reducido de variable no basica negativo, nos
convendria que esta variable tomase un valor positivo (en vez de 0), ya que con
esto podriamos minimizar mas la F.O. (en otras palabras, el hecho de que el costo
reducido sea negativo hace que nos convenga que la variable Xy asociada deje de
ser cero). Sin embargo, cuando esto no ocurre (los costos reducidos son todos
positivos), no tenemos como seguir mejorando, lo que indica que estamos en el
optimo. “Nos conviene que la variable Xy siga valiendo cero”.

5. El mejor valor tedrico que podria tomar la F.O. es cero, en cuyo caso la
restriccién se cumple como Ax=b. Luego, si la F.O. es mayor que cero es porque no
es posible satisfacer la restriccion Ax=b y por eso el problema original es infactible

Problema 2
Variables: (0,25 pts. c/u)

1 Si se produce producto j con el proceso k en t

X 0 Sino

1 Siuso proceso k ent
2 = 0 Sino

th = Cantidad (litros) de producto j a producir en t

W, = Cantidad (litros) por los que me paso de Q* en t

Nota de correccion: Es posible trabajar la variable Q con otras unidades, no hay
mucho problema pero tendran que dividir o multiplicar por 1000 en algunas
restricciones, por ejemplo. La variable W sin embargo debe ser en litros, después
se explica por qué. En el enunciado se pedia un modelo para “encontrar la cantidad
de litros a producir”, por lo que trabajar en litros era la mejor opcion. No se
necesitan variables que digan cuantos insumos compro.



Restricciones:

1.

Naturaleza de las variables: (0,3 pts)

X jkt’Zkt 0{o1}
th W, OON
Nota de correccion: A priori se esperaba que usaran un Q entero, sin

embargo y dado que el enunciado no era muy claro en ese tema, se acepta
gue sea una variable real.
“Solo produzco si decidi producir”: (0,4 pts.)
Qs Xy ™M Oj,k;M >>0
Relacién entre X y Z: (0,4 pts.)
Xiw €2y O, kM >>0
Debo elegir un sélo proceso k: (0,4 pts.)

>z,=1 Ot
k

Si elijo proceso k en t, en t+1 debo elegir proceso compatible: (0,4 pts.)
Lo+t Ly S1+V 0k, k',t

Capacidad maxima de insumos a pedir: (0,4 pts.)
ZQit*qj <CAP O

Nota de correccién:] Ojo con las unidades, si usaron unidades distintas

tendran que dividir por algo el término de la izquierda. Lo mismo para todas
las restricciones con Q.

Definicion de W (va aumentando de acuerdo a cantidad de litros): (0,4 pts.)

2.Qi*ay
i

100C
Nota de correccion: Dividimos en 1000 para que quede en litros. El costo
adicional se cobra por cada litro. Se asume implicitamente que si se llevan
4,5 litros, deben redondear hacia arriba y pagar los 5 litros extra en costo.
Es por esto que W se define como entera.

<Q+W, Ot

Presupuesto para insumos: (0,4 pts.)

> Q,*a *C +(1+V\4*%A)*CTS PPTO [t
i

Nota de correcciéon: Si no agregan el término del costo de transporte esta
bien, pues depende de como interpreten la linea del enunciado.



9. No producir Marshello y Crepusculo juntos: (0,4 pts.)

Ok, t

><MARSHELLO,k,t + XCREPUS:ULO,k,t <1

10. Caldo y Rosas van juntos si es que van: (0,4 pts.)

><CALDO,k,t = ><ROSAS,k,t Dk,t
11.ZMRR >= 25% del total de la produccién: (0,4 pts.)
QZMRR,t = 025* ZQM Ut
j

Nota de correccion: Es vdalido si en esta ultima suman sobre t en vez de
hacerlo para todo t.

Funcién objetivo: (0,7 pts)

it jokit

TA
max{z P, * (th *10) _Zth *a; C - (1+W, *T;% *CT - zxjkt * Cijt}
it

Dudas y/o0 comentarios a:
André Carboni
andre@carboni.cl




