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Introduccion

® Sea el problema de optimizacion (P):
(P) Max z=c'x
Ax<b
x=0
* Consideremos la siguiente relajacion de (P):

g(y) = Max[e'x+ y'(b- Ax)]  (PR)

® [ as restricciones se han reemplazado por penalizaciones en la

funcion objetivo, ponderadas por un vector y>0

* Al tener menos restricciones, la region factible de (PR) es mayor o

igual que la (P), por lo tanto:

g(y)=z =c'x
e ® Luego, para todo vectory = ( se obtiene una cota superior para (P)
8
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Introduccion

* Luego, la mejor cota que podemos obtener esta dada por:

Min g(y)
y=0

® Pero sabemos que: g(y) — |\{(|25éx [c'x+ y'(b— AX)]

= y'b+Max[(c-y' A)x]
® Donde: =0

Max [(c'—y' A)x] =

x=0

0 s(c-y'A)<0
+00 S NO

® Por ahora, solo nos interesa el caso finito, luego se tiene que

la mejor cota posible esta dada por:

Min y'b (D) Minw=Db'y
c-y'A<0 ‘ Ay=c
y=>0 y=0




El Problema Dual

® El problema original (P) se conoce como el problema
primal, mientras que (D) se conoce como el problema

dual de (P)
(P) Max z=c'x (D) Minw=Db'y
Ax<b Ay=c
x=0 y=0
* En general:
(P) Minz=c'x (D) Maxw=D0'y
a, xzb 10M, y. 20 10M;
a. x<b 10M, y. <0 10M,
a, x=b 10M, y. libre 10M,
X; 20 JON, A;ysc, JON,
X; <0 JON, A;yzc; JON,
X; libre  J O N, A;y=c; JON,




El Problema Dual

* Notar que por cada variable en el primal se introduce una

restriccion en el dual y por cada restriccion en el primal, una

variable en el dual:

PRIMAL | winimize | maximize | DUAL
> b, >0 |
constraints = by < {) variables
= free
= =0y
variables = U =gy | consiraints
free = C;




Ejemplo

* Consideremos el siguiente problema:
(P) Max z = 3x, —2X, + 7X,
— X% —2X%, +X; <10 (y,)
5 tX, +4x; <6 (Y,)
X, Xy, X3 20

® Sielegimos y, =1y,=2, ponderamos las restricciones y las

sumamos, obtenemos una cota superior de z para cualquier x

factible en (P):
Z=3% —2X, + 71X,
<[1q-1) +20)x, +[10-2) + 20x, + 10+ 2 @)%, <[100+ 2 6]
= 9x, +0x, +9x,
<22
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Ejemplo
® En particular: 2" <22

® La mejor cota esta dada por el vector y que resuelva:

Minimizar el valor de la cota: (D) Minw =10y, +6y,
Cota para el coeficiente de x:: -y, 9y, 23 (X))
Cota para el coeficiente de x:: -2y, +Yy,2-2 (X,)
Cota para el coeficiente de xs: y, 4y, 27 (X;)
Multiplicadores positivos Vi, Y, 2 0

* (Conservan el sentido de las desigualdades)

® Nota:

® Se puede formular este problema a partir de (P), usando la tabla
de la lamina 5.
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Ejemplo
® Matricialmente:

® Primal:

(P) Maxz:(3 -2 7)[(x1 X, x3)'
Xl
-1 -2 1 10
X, | <
27 o
X, %oy Xg 20

® Dual:
(D)Minz=(10 6)iy, y,)

KA

Y1, Y, 20




Teorema

® Sea un problema de minimizacion (P) y su correspondiente

problema dual (D). Si se obtiene el problema dual de (D) se

recupera el problema original (P).

® En otras palabras “El dual del dual es el primal”

(P) Max z=c'x (D) Minw=Db'y
Ax<b “ Ay=c
x>0 y=0




Teoremas de Dualidad
e Teorema de Dualidad Débil:

® Sea x una solucion factible del problema (de minimizacion) primal
(P) ey, una solucion factible del problema (de maximizacion) dual
(D), entonces: w=b'y < z=c'X

® En otras palabras:

W es und cota inferior para cualquier soluciénfactible de (P)

z es una cota superior para cualquier squcio'nfactibIe de (D)

e Corolario 1:

—00

Si (P) es no acotado, es decir: £ = entonces (D) es infactible

Si (D) es no acotado, es decir: W =+ entonces (P) es infactible
* Corolario 2:

Si b'y=c'X, entonces x e y son soluciones oOptimas de los problemas

primal y dual, respectivamente.
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Teoremas de Dualidad
o Ejemplo:

® Solucion factible de (P): (P) Max z=3x, —2X, + 7
_1 —X% —2X, +%X; <10 (y,)
x:{z} m -7 5X, + X, +4%;, <6 (Y,)
2 X, Xy, Xg 20
® Solucion factible de (D): (D) Minw =10y, + 6y,
1 —y, +3Y, 23 (x)
yz[Zj - w=22 =2y, Yy, 22 (X,)
yit4y, 27 (X;)
Y1, Y, 20

¢ Dualidad débil = 2z<w
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Teoremas de Dualidad

¢ Teorema de Dualidad Fuerte:

® Si un problema de programacion lineal tiene una solucion optima,
también la tiene su dual y los respectivos costos c')ptimos son

iguales: Z =W

Z 7
< ! - : > [
W W
L Y J y J
Costos factibles de (P) Costos factibles de (D)

e Posibilidades para el primal y el dual:

Finite optimum | Unbounded | Infeasible

Finite optimum Possible Impossible Impossible

Unbounded Impossibiz Impossible Possible

@ Infeasible Impossibls Possible Possible




Teoremas de Dualidad

* Ejemplo:

® Solucion optima de (P): (P) Max z:=3x, —2x, +7X;

0 =X —2X, + X, <10 (y,)
x =0 m) ;7 =105 5% + X, +4X, <6 (Y,)
15 X, Xy, Xg 20
® Solucion optima de (D): (D) Min w =10y, + 6y,
-y, +5y, >3
y = (0 j = =105 Y1 T9Y, (%)
175 -2y, ty,2-2 (X))

y, +4y, 27 (X;)
Yi,Y, 20

® Dualidad fuerte mp 7 =/
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Holgura Complementaria

® Teorema:

® Sean x e y soluciones factibles para el problema primal y dual,
respectivamente. Los vectores x e y son soluciones c')ptimas de
sus respectivos problemas siy solo si:

y, [(a, x-b)=0 Oi
c -yA)ix =0 Oj

® Es decir:

Lai-ésima variable dual es cero o la i-ésima restriccion primal es activa y

la j-esima variable primal es cero o la j-¢sima restriccion dual es activa

® Permite encontrar el optimo del problema primal a traves del
optimo del problema dual

@ iEl dual puede ser mas facil de resolver!




Holgura Complementaria

* Ejemplo:

(P) Max z = 3x, —2X, + 7X,
X 2%, +tX; <10 (y,)
5X, +X, +4%, <6 (Y,)
X, Xy, X3 20

(D) Minw =10y, +6y,
— Y, +9Y, 23 (X1)
-2y, ty,2-2 (Xz)
yit4y, 27 (X;)
Y1, Y, 20

o

o

17

J

0~ x, - 2x, +x, -10)=0
1750{5x, + X, +4x, —6)=0
(3+0-501,75)X; =0
(-2+2M-175)x, =0
(7-0-411,75)(x; =0

*

Y, Eﬁ—xi - 2Xx, + X, —10)=0
y, BX, +X, +4x;, —6)=0
3+y; -5y;) =0
(-2+2y. -y, )3 =0
(7-v; -4y, )¢ =0

Teorema de Holgura
Complementaria (THC)
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Precios Sombra

* Consideremos el problema en forma estandar:
(P) Max c'x
Ax=Db
x=0
* Supongamos que existe una solucion basica factible optima no

degenerada, luego:  x; =A;’6>0 con A: la base asociada

¢ Si anadimos una perturbacién d en b lo suficientemente pequena:
Xs = Ag'(b+d)>0
® Los costos reducidos no cambian al variar b: (C'N =c',—C'z AS'A, )

luego la base permanece 6ptima.

e El costo (')ptimo original era: CX =CpgXg+C'y Xy (con Xy =0y X = Aélb)
c'x =c'y AS'b

® Por dualidad fuerte se sabe que: ¢ X =y'b
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Precios Sombra

® Luego, la solucion optima del problema dual equivale a:
Y =co A

® E] costo c')ptimo luego de la perturbacic')n cambia a:

c'x =c'y AS'(b+d)
=y '(b+d)

® Con esto se concluye que cada componente del vector 6ptimo
dual puede interpretarse como el costo marginal (precio
Sombra) por aumentar en una unidad la componente i-eésima del

vector b.




Precios Sombra

* Ejemplo:

(P) Max z=3x, —2x, +7x, |z =105 (D) Minw =10y, +6y, |w =105
=X = 2%, + %, <10 (y,) . (O Yy, t5Y, 23 (%) 0
oX tX, +4%; <6 (Y,) ’ _£l75j -2y, tY,2-2 (X;) [xX =|0
X, X5, %3 2 0 y, +4y, 27 (X)) 15

Y. Y, 20

® Aumentar la segunda restriccion de (P) en 1 genera un mejoramiento de la
funcion objetivo de 1,75 unidades z' =1225

® ;Aumentar la primera restriccion no sirve de nada! (marginalmente)
No es activa en el optimo
® Aumentar la tercera restriccion de (D) en 1 genera un empeoramiento de
la funcion objetivo de 1,5 unidades w' =12

° ]Estamos minimizando!

@ ® ;Aumentar las dos primeras restricciones no sirve de nada! (marginalmente)
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